Poznamky k predmétu Aplikovana statistika, 9.téma

Princip testovani hypotéz, jednovybérové testy

V minulé hodiné jsme si ukézali, jak sestavit intervalové odhady pro nékteré c¢iselné charakteris-
tiky normalniho rozdéleni. V praxi nas ale mohou zajimat i dalsi véci. Dnes si ukazeme, na jakém
principu je postaveno testovani hypotéz. Uvazujme nahodny vybér Xy, ..., X,,. Predpoklddejme,
ze v rdmci experimentu jsme si udélali jakousi predstavu o nékterych aspektech. Oznaéme tuto
nasi hypotézu Hy. Tuto nulovou hypotézu budeme chtit nyni otestovat. Nulova hypotéza muze
byt velice ruznoroda. Napiiklad muzeme zkoumat, zda stfedni hodnota nahodného vybéru od-
povida néjaké hypotetické hodnoté pp, nebo ze ndhodny vybér pochézi z néjakého konkrétniho
rozdéleni. Z podstaty testovani hypotéz, kterou si vysvétlime nize na konkrétnim pripadé, vyplyva
nutnost testovat hypotézu Hy, oproti néjaké alternativé. Nelze provadét test, neni-li tato alterna-
tivni hypotéza H; stanovena. Rozhodovaci kritérium, tj. jestli bude nulova hypotéza zamitnuta
¢i nikoliv, zavisi pravé na alternativni hypotéze. Zamitneme-li nulovou hypotézu, je to vzdy ve
prospéch pravé alternativy. Na druhou stranu, princip testovani nam nedovoluje nulovou hypotézu
prijmout. Muzeme ji pouze nezamitnout. To v podstaté znamend, ze data nejsou dostatecné
prukaznd proti hypotéze Hy (lidové feceno, nefikdme tak ani tak). Pfi testovani ndim muzou na-
stat tyto CtyTi moznosti

1. Hypotéza H, ve skutecnosti neplati a test ji zamita.
2. Hypotéza H, ve skutecnosti plati a test ji nezamita.
3. Hypotéza H, ve skutecnosti plati a test ji zamita.

4. Hypotéza H, ve skutecnosti neplati a test ji nezamita.

Prvni dvé situace jsou naprosto v pordadku. Druhé dvé moznosti jiz ovsem ne. Situaci 3. fikame
chyba prvniho druhu a situaci 4. chyba druhého druhu. Pravdépodobnosti téchto chyb se
znaci

a = P (Hy zamitame|Hy plati),
g = P(Hy nezamitame|H, neplati).

Samoziejmé bychom si prali, aby pravdépodobnosti chyb prvniho a druhého druhu byly co nejmen-
§i, ale toho v praxi nelze obecné dosahnout. Proto se pravdépodobnost chyby prvniho druhu «,
tzv. hladina testu, pevné voli (zpravidla & =1 % nebo a = 5 %). Hodnota 1 — 3 se nazyva sila
testu. Snaha snizit hladinu testu « s sebou ptinasi zvétseni chyby 3. To se da eliminovat zvySenim
rozsahu vybéru n. Rozhodovaci kritérium, resp. princip testovani si ukdzeme na testu hypotézy
o sttedni hodnoteé.

Odvozeni rozhodovaciho pravidla pro testovani stfedni hodnoty

Uvazujme nahodny vybér X, ..., X, z rozdéleni N(u,0?), kde 02 > 0 je zndmé. Chceme otes-
tovat, zda stfedni hodnota je rovna dané hypotetické hodnoté pg oproti alternativé, ze tomu tak



neni. Tedy

Ho:  p=po
Hy: o po

V minulé hodiné jsme se dozvédéli, ze vybérovy prumer je nejlepsim nestrannym bodovym odha-
dem stfedni hodnoty p a také vime, ze X ~ N (, & ) respektive ze

X —p

Vit~ N(0,1).

Intuitivné Hy zamitneme, jestlize hodnota X bude hodné daleko od hypotetické hodnoty g, tj.
kdyz | X — po| > k. Hodnotu k pak pii pevné zvolené hladiné testu urc¢ime nasledovné:

_ X -
=P (|X — po| > k|Hp plati) = (| MO‘\/_ > —— kv ‘HO plat1> .

Potom pfi platnosti Hy dostavame rovnost

(|X M0|\/—>u1> —al

a odtud
ky/n
—— =ui-g.
o
Tedy hypotézu Hy zamitneme, bude-li
X —
‘ Ho n| > U1,%.

Funkce R(Xy,...,X,) = R = X—;@\/ﬁ se nazyvé testova statistika. Obor hodnot testové sta-
tistiky, pii kterych zamitdame Hy, se nazyva kriticky obor W, := {R : |[R(X1,..., X,)| > w1« }.

Poznamka 1. Povsimnéme si, jak velice podobnd je predchozi uvaha odvozeni oboustranného
(1 — @)% intervalového odhadu pro stiedni hodotu. Ve skutecnosti jsou tyto dvé metody naprosto
ekvivalentni. To znamend, Ze nasi hypotézu zamitneme pravé tehdy, kdyz hodnota py spadne mimo
(1 — @)% oboustranny interval spolehlivosti pro stredni hodnotu.

Analogicky lze odvodit i tzv. jednostranné hypotézy, tj. hypotézy, kde alternativa H; je tvaru

Hy o> po

nebo
H H< U.

Tvar testové statistiky a kritické obory naleznete v tabulkéch. Pro nés je nyni podstatna nasledujici
uvaha.

V predchozich odstavcich jsme se dozvédéli, ze nulovou hypotézu nemuzeme ptijmout, ale
muzeme ji zamitnout a to vzdy ve prospéch alternativni hypotézy. Uvazujme nyni, ze chceme
napifklad zkoumat pramérnou vysku muzi v Ceské republice. Na zédkladé ndhodného vybéru mame



podezfeni, ze tato hodnota je alespon 175 cm. Bohuzel nulovou hypotézu Hy : > 175 by se ndm
nikdy potvrdit nepodarilo. Na druhou stranu, pokud hypotézy stanovime nasledovné:

Hy:p=175
Hy:p > 175,

potom podari-li se nam zamitnout Hy, je to uz ve prospéch nasi puvodni hypotézy. Tedy se ndm

podaii statisticky vyznamné na hladiné a prokazat hypotézu o tom, ze ocekavanda vyska muzu

v nasi republice je vétsi nez 175 cm. Obdobny postup se tedy v takovych pripadech pouziva.
Shrime si nyni obecny postup pii testovani hypotéz:

e stanoveni cile testovani = stanoveni Hy a H;

e spocteni testové statistiky (jeji tvar zavisi na tom, co testujeme)

e stanoveni kritického oboru a porovnani statistiky R s kritickym oborem
e zaveér: rozhodnuti Hy zamitame ve prospéch H; nebo H, nezamitame

Test, na kterém jsme si odvodili princip testovani hypotéz byl jednovybérovy test o stiredni
hodnoté pfi zndmém o2. V praxi se ndm ale moc ¢asto nestane, Ze bychom znali rozptyl
nahodného vybéru. V takovém piipadé se pouziva tzv. jednovybérovy t—test o stfedni hod-
noté. V ném je hodnota o2 v testové statistice nahrazena S? a statistika R mé pak za platnosti
Hy Studentovo t—rozdéleni o n — 1 stupnich volnosti. Presny tvar testové statistiky R a kriticky
obor naleznete opét v tabulkach.

Poznamka 2. V prazxi se pri testovdni vyuzivd tzv. p—hodnota testu (p-value). Tato hodnota p
je dosazenou hladinou testu. Je to neymensi hladina vijznamnosti o, na které jesté lze hypotézu Hy
zamitnout. V dnesni dobé nam tuto hodnotu poskytne kazdy statisticky zaméreny software.

CVICENI K TOMUTO TEMATU

(i) Rozptyl koncentrace kyseliny pti vyrobé byl dlouhodobé o2 = 10. Otestujte na hladiné
vyznamnosti 5 %, zda po generalni opravé vyrobniho zafizeni je opét roven deseti, méame-li
vzorky méreni

| x; [| 86 | 88 90 | 87 [85[ 8684|8889 ].

Ptredpokladejme, Ze koncentrace je normalné rozdélena nahodna veli¢ina.

(ii) Spotteba paliva u daného typu auta je 10 1/100 km. Byla navrzena iprava na snizeni spotieby
a bylo vyrobeno 25 prototypu aut s touto upravou. Automobilka chce Upravu zavést sériove
pouze tehdy, kdyz se spolehlivé (na hladiné vyznamnosti 5 %) prokéze snizeni spotieby paliva
u upravenych aut. Predpoklada se normalni rozdéleni spotieby paliva. Rozhodnéte, zda ma
automobilka zavést ipravu sériové, pokud vite, ze z namérenych hodnot spotieby se spocetlo

7 =9,31/100 km, s* = 4.
(iii) Napiste 95% doln{ interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu ndhodné veliciny X ~ N (u, 02),
byly-li naméreny nasledujici hodnoty X
lz [11[15[13]19]7].

Lze pouze na zakladé tohoto intervalu spolehlivosti tvrdit, ze




(a) s 95% spolehlivosti plati
o 11 <9,
® /1 <D,
o [ >8,
e 1 > 10,
(b) s 90% spolehlivosti plati > 8,
(¢) s 99% spolehlivost{ plati u > 10,
(d) lze zamitnout na hladiné vyznamnosti 5 % nulové hypotézy (ve prospéch alternativ)
e Hy: p=7 Hy:p<T,
o Hy: n=10, Hy : p <10,
e Hy: p=7 Hy: p>T1,
e Hy: n=9, H: p>9?7
(iv) Norma pozaduje, aby ur¢ity reagujici roztok mél hodnotu pH = 8,30. Modelujme hodnotu
pH ndhodnou veli¢inou s rozdélenim N'(u, 0?), kde o = 0,02. Na zdkladé ziskanych méiend
| pH | 8,34 8,31 8,30 | 8,33 [ 8,32 ]

rozhodnéte na hladiné vyznamnosti 5 %, zda je hodnota pH vétsi, nez pozaduje norma.

(dev) Bylo méfeno mnozstvi odpadu (v %) pii vyrobé jisté soucastky
2 v %[ 4,1]4,0]3,8]3,9]3,8]3,8]3,5/3,7/40][4,0].

Na hladiné vyznamnosti 5 % testujte nasledujici hypotézy o prumérném odpadu pii vyrobé
soucastky

(a) Hyo: p=3,9, Hi: p> 3,9,
(b) Ho: p=3,8 Hy: u#3,8,
(C) H()I,u:4, H1M<4

Dvouvybérové testy, parovy test

Ted uz tedy vime, na jakém principu funguje testovani hypotéz a uvedli jsme si zdkladni testy pro
¢iselné charakteristiky normdlniho rozdéleni. Vratme se k pifkladu z minulého odstavce. Uvazujme
nyni muze a zeny v Ceské republice a podivejme se blize na rozdéleni vysky pro obé pohlavi. Asi
nikdo z nas neptredpokladd, ze by ocekavana vyska byla pro obé pohlavi stejna. Kdybychom si ale
chtéli podobnou hypotézu statisticky ovérit, potifebovali bychom porovnat obé stiedni hodnoty iy
(muzi) a po (zeny). Nejjednodussim testem shody stfednich hodnot je tzv. dvouvybérovy t—test.

Méjme X1, ..., X, ndhodny vybér z N (uy,0?) a Yy, ..., Y,, ndhodny vybeér z N (us, 03) a predpokla-
dejme, ze tyto vybéry jsou na sobé nezavislé. Hypotézu Hy : py = po muzeme ekvivalentné formu-
lovat ve tvaru Hy : pp — po = 0.

Dvouvybérovy t—test shody stfednich hodnot pti zndmych o7 a o3




Z vlastnost{ normalniho rozdéleni plyne, ze X a Y maji také normalni rozdéleni a tudiz i veli¢ina
X —Y bude mit normdlni rozdéleni. Potom (po znormovani a za platnosti Hy) ma testova statistika

X-Y
a2

normované normalni rozdéleni. Timto rozdélenim se #idi kriticky obor (viz tabulky).

R:

Dvouvybérovy t—test shody strednich hodnot pfi neznamych rozptylech

Nezndme-li rozptyly jednotlivych rozdéleni (coz praxi nezname v podstaté nikdy), je tfeba nahra-
dit tyto rozptyly jejich bodovymi odhady S? a Sz. Potom mé (opét po znormovéani a za platnosti
Hy) testova statistika

Studentovo rozdéleni t(1), kde pocet stupni volnosti [ se ziskéd ze vztahu

& +52)

1 S%'
—1—2+ Tm2

Toto ¢islo nenf (skoro nikdy) celé, proto se bud zaokrouhli na nejblizsi celé ¢islo, nebo muzeme za
kvantil volit prumér mezi kvantilem se stupni volnosti rovnymi nejbliz§imu mensimu celému ¢islu
a kvantilem se stupni volnosti rovnymi nejblizsimu vétsimu celému ¢islu. Blizsi detaily o kritickém
oboru opét naleznete v tabulce.

Test shody rozptyla
Chceme-li u dvou vybéru testovat shodu rozptylu (napiiklad k urceni, zda jsou dva pristroje stejné

citlivé), lze nulovou hypotézu Hy : 0? = o2 formulovat jako Hy : U—z = 1. Bodové odhady S? a S3
2

maji x?-rozdéleni, a proto (za platnosti Hy) bude statistika

Rt
=5

mit Fisherovo—-Snedecorovo rozdéleni o n — 1, m — 1 stupnich volnosti.

Poznamka 3. V literature (véetné skrip Pavlik a kol.) lze nalézt i test shody strednich hodnot pro
pripad shodnijch, ale nezndmych rozptyli o2 = o3. Testovd statistika je pak tvaru

R:X—Y [nm |
512 n—+m

\/(n ~1)S2 4 (m—1)82
512 - )

n—+m—2

kde

a ma za platnosti Hy Studentovo rozdéleni s n+m — 2 stupni volnosti. V praxi je ovsem jen velmi
zridka predpoklad o shodé rozptyli dostatecné opodstatnény. Drive se casto délal predbéing test



shody rozptylu, a v pripadé nezamitnuti hypotézy o shodé se pouzival prdveé test z této poznamky.
Tento postup ovsem nedoporucujeme, nebot nezamitnuti hypotézy neni (jak jiz vime ze zacdtku
této kapitoly) ekvivalentni jejimu prijeti a podobnym postupem uz bychom nemohli zajistit dosazeni
predepsané hladiny o a navic bychom mohli vyrazne ovlivnit silu testu 1— . Je tedy lépe v takovijch
pripadech uZit testu pro obecné nezndmé rozptyly i za cenu toho, Ze castéji nezamitneme.

Ptedtim, nez se podivame na posledni test této kapitoly, musime jesté zavést pojem dvou-
rozmérného normalniho rozdéleni.

Definice 1. Néhodny vektor X = (X, X5) se stfedni hodnotou p = (1, p2) a kovarianéni matici

2
var(Xy, Xo) = ( 91 , cov(Xy, Xy) )

cov(Xy, Xa) o3

méa dvourozmeérné normalni rozdéleni, jestlize pro vSechna a,b € R ma nadhodna velicina
Y = aX; + bX, normdlni rozdéleni N (au; + bus, o), kde 0% = a?0% + b*05 + 2ab cov(Xy, Xs).

Parovy t—test

Piiklad 1. U péti nahodné vybranijch pacientu byl naméren krevni tlak pred (x;) a po (y;) podani
nového léku. Udaje jsou uwvedeny v ndsledujici tabulce Rdadi bychom overili, Ze poddni tohoto léku

1 1 2 3 4 D
x; || 105 99 | 109 | 97 | 115
yi || 115 | 103 | 101 | 108 | 121

md vliv na krevni tlak pacientu, jinymi slovy receno, zda se stredni hodnota tlaku pred i po podani
léku ménd.

Jak je vidno, mame tu opét dva vybéry dat, ale je zfejmé, ze v tomto piipadé nemuzeme
uvazovat jednotlivé vybéry za nezavislé. Ba naopak, zavislost dvojic hodnot v i—tém sloupci je
zcela ziejma. Dvouvybérovy t—test je tedy absolutné nevhodny. Predpokladejme, Ze dvourozmérny
nahodny vybér (X1, Y1),...,(X,, Y,) (tj. mnozina nezavislych stejné rozdélenych vektru) pochazi
7z dvourozmérného normélniho rozdéleni a X, ..., X, maji stiedni hodnotu u; a rozptyl o? a
veliciny Y7, ..., Y, maji sttedni hodnotu s a rozptyl o3. Definujme nyni veli¢iny

potom Z; maji normalni rozdéleni se stfedni hodnotou puy = p; — ps a vybérovy rozptylem
S3 = 3" (Z; — Z)*. Testovéni hypotézy Hy : p1 = pe je ekvivalentni testovéni hypotézy
Hy : pz = 0 a pro tuto hypotézu lze jiz pouzit jednovybérového t-testu o stfedni hodnoté. Tes-
tova statistika md pak tvar (dosad pg = 0)

Kriticky obor naleznete v tabulkach.



Poznamka 4. Pro vsechny uvedené testy byl vyuzit predpoklad, Ze nahodny vybér pochdzi z normdl-

niho

rozdéleni. Co ale v pripadé, Ze se nejednd o vybér z normdlniho rozdéleni (coZ v praxi

ne vidycky muzeme predpoklddat)? Vzhledem k tomu, Ze viechny uvedené testové statistiky byly
zaloZeny na ndhodnyjch velicindch X nebo S? a tyto veliciny lze interpretovat jako soucet nezdvislyjch
velicin, muzeme diky centrdlni limitni vété predpokladat asymptotickou normalitu velicin
X a S? a pro dostateéné sirokyj rozsah vijbéru (CLV funguje dobe uz od relatuné malého n) pousit
zmianované testy jako asymptotické.

CVICENI K TOMUTO TEMATU

(i)

(iib)

(i)

(iv)

Nahodné se vybrala prasata a rozdélila do dvou skupin. Kazdé skupina byla krmena pil roku
jinou dietou. Na zaveér se zjistily vahové prirustky prasat (v kilogramech)

1. dieta || 62 | 54 | 55 | 60 | 53 | 58
2. dieta || 52 | 56 | 49 | 50 | 51 '

Predpokladejme normalitu vahy prasat. Prvni dieta je nakladnéjsi nez druhd, a proto se
vykrmna ptd, zdali je prvni dieta statisticky vyznamné uéinnéjsi nez druhd (testujte na
hladine 5 %).

vvvvv

podle toho, jak zustane zachovana. Nahodné se vybralo 10 billboardu, 5 z nich se natielo
drazsi barvou a zbytek levnéjsi. Po ¢tvrt roce se zjistilo procento zachovalé barvy na kazdém
billboardu
drazsi barva || 89 | 89 | 90 | 84 | 88
levnéjsi barva || 85 | 87 | 92 | 80 | 84 |

Predpokladdme normélni rozdéleni zachovani barvy se stejnym neznamym rozptylem. Drazsi
barva se nakoupi, pokud bude spolehlivé (na hladiné 10 %) prokézano, ze je stalejsi. V opac-
ném piipadé se poridi levnéjsi. Rozhodnéte, kterou barvu ma firma koupit.

Uvazte stejné zadani jako v piikladu (ii), jen s tim rozdilem, ze se vybralo pouze 5 bilboardu
a kazdy z nich se nattel z poloviny drazsi barvou a z poloviny levnéjsi.

Laboratoi chce koupit jisty mérici pristroj. Ma na vybér ze dvou moznosti. Prvni pristroj
lze obstarat hned, druhy az za rok. Rozhodovaci strategie je nasledujici. Druhy piistroj se
koupi pouze tehdy, ukéze-li se spolehlivé (a = 10 %), Ze je presnéjsi nez prvni. Laborator
ma k dispozici 4 méfeni jistého vzorku prvnim pfistrojem a 5 métfeni téhoz vzorku druhym
pristrojem
1. pristroj || 610 | 580 | 620 | 630
2. pristroj || 635 | 625 | 640 | 620 | 630 |

Poradte laboratori (na zékladé vysledku méreni), ma-li s koupi piistroje pockat, ¢i nikoli.

Zkouma se, zdali se u daného typu auta sjizdi prava a leva zadni pneumatika stejné, na
hladiné vyznamnosti 10 %. Nahodné se vybralo 6 aut, se kterymi se jezdilo pul roku na
stejnych pneumatikdch. Zméfilo se ojeti zadnich pneumatik (v mm)

auto 1 2 3 4 5 6
leva || 1,8 1,0(2,2|0,9|1,5]1,6 |
prava || 1,510,9(2,0| 1,1 1,0 1,4




Dale zjistéte (se spolehlivosti 90 %), zdali podhusténi levé zadni pneumatiky zpusobuje vétsi
ojeti, tj. ptame se, zdali se leva zadni pneumatika sjizdi vice, nez prava?

(v) Ve dvou cementarnach se provedla kontrola déavkovacu. Zvazily se ndhodné vybrané pytle
cementu z obou cementaren (jejich hmotnost uvedena v kg)

1. cementarna || 50 | 51 | 48 | 50 | 51
2. cementarna || 49 | 46 | 52 i

Predpokladejme normalitu vahy pytlu cementu. Otestujte (volte hladinu 20 %), zdali dav-
kovace v obou cementarnach davkuji stejneé.

(vi) Laboratof mé dvé elektronické vahy. Chce otestovat (na hladiné 10 %), zda nenf systematicka
odchylka mezi méfenimi hmotnosti prvni a druhou vahou. Jedno zavazi se zvazilo Sestkrat
jednou vahou, a pak Sestkrat druhou vahou

1. vdha || 0,99 | 0,98 | 1,03 | 0,95 | 1,00 | 0,99
2. vaha || 1,05 | 0,97 | 1,00 | 1,02 | 1,00 | 0,96 |

(dev) Na hladiné vyznamnosti 5 % rozhodnéte, zdali jsou dvé analytické metody srovnatelné z hle-
diska
(a) presnosti,

(b) spravnosti

vysledku meéreni, mate-li k dispozici data

metoda A || 3,28 | 3,28 [ 3,29 [ 3,29
metoda B || 3,25 | 3,27 | 3,26 | 3,25 |

V piipadé (b) nadto urcete priblizné dosazenou hladinu testu.



