Poznamky k predmétu Aplikovana statistika, 8. téma

8. Odhady parametra rozdéleni pravdépodobnosti

Zamétime se na odhad stfedni hodnoty a rozptylu a to dvéma zpusoby. Predpokladejme, ze mame
nahodny vybér Xi, ..., X, z rozdéleni ndhodné veli¢iny X a chceme odhadnout parametr ¢ tohoto
rozdéleni.

(a) Bodovy odhad parametru 6 je funkce ndhodného vybéru

0

0(X1,...,X,).

Hodnotu § musf byt mozné smysluplné interpretovat jako odhad skuteéné hodnoty parame-

tru 6, napt. je-li @ = p, pak i = X = 0(Xq,..., X,).

U bodového odhadu obvykle pozadujeme, aby byl ,nestranny®“. V této tiidé se pak snazime
vybrat ten ,nejlepsi“.

Definice 1. Bodovy odhad éN(Xl, ..., X,) je nestranny, jestlize
Efy = 0.
Nestranny bodovy odhad éNN(Xl, ..., X,) je nejlepsi nestranny odhad, jestlize

var(fyy) = min var(fy).
N
Oznacme EX = p a varX = o?. Jelikoz ze sedmého tématu vime, ze EX = i a ESQ_: o2,
jsou X a S? nestranné odhady parametru p a o2, Nadto, pokud X ~ N (u,0?), pak X a S?
jsou nejlepsi nestranné odhady parametri p a o?.

Poznamka 1. Odhadi parametru je nekonecéné mnoho, zdlezi tedy na vkusu a zkusenosti
kazdého z nas, jaky odhad pouZijeme.

Napr. pro symetrickd rozdéleni ! je nestrannym odhadem parametru p

~A Xrnax + Xmin
:u - 2 )

kde Xmax = max{X;, i =1,...,n}, Xy =min{X;,i =1,...,n}.
Anebo odhadem rozptylu o je také (vedle vijbérového rozptylu S*)

1 & _
=) (X; - X)%
o nZ( )

Tento odhad oviem neni nestranny (E6* = “=Lo?), zato md mensi rozptyl nez S*.

lrozdéleni je symetrické, jestlize existuje zo € R tak, ze pro funkci g plati
g(xo — ) = g(xo + z), z € R,
kde
pro spojité rozdéleni je g jeho hustota,

pro diskrétni rozdéleni je g jeho pravdépodobnostni funkce.



(b) Intervalovy odhad parametru 6

Definice 2. (i) Oboustranny (1 — a)100% interval spolehlivosti pro parametr 6 je
interval

[01(X1, -, X0), 02( X0, ., X))
takovy, ze pro ndhodné veliciny 6, (X1,...,Xn), éQ(Xl, ..., X,) plati

]P(é1<Xla'--7Xn) SHSéQ(Xl,,Xn)) =1—q.

(ii) Jednostranny (1 — a)100% dolni interval spolehlivosti pro parametr 0 je (zdola

omezeny) interval A
[jﬁl(Xl, ce 7Xn>7 +OO)

s vlastnosti

P(jél(Xl,...,Xn> SG) =1-—oq.

(iii) Jednostranny (1 — a)100% horni interval spolehlivosti pro parametr 6 je (shora
omezeny) interval

( — Oo,jéz(X17 ce 7Xn):|

s vlastnosti

]P)(Q SjéQ(le---aXn)) =1 — Q,
kde jél (Xq,... ,Xn),jég(Xl, ..., X,) jsou funkce ndhodného vybéru.

Mame-li realizaci ndhodného vybéru x4, ..., z,, pak se casto pise
RS [Hl(wl, ey X)), O2(xq, . ,xn)]

Pokud bychom méli hodné realizaci ndhodného vybéru, pak lze napt. 95% interval spolehli-
vosti pro u chépat tak, ze 95 % intervalu sestavenych z onéch realizaci by obsahovalo p.

Poznamka 2. Uveédomme si, Ze intervaly spolehlivosti maji nahodné meze, napr.

~

0,(X1,.... X)) =0,(X1(w),..., Xu(w)), we

Odvozeni oboustranného intervalu spolehlivosti pro p,
je-li X ~ N(u,0?), kde 1 nezndme a o2 zndme.

o PP e a5 2 .
Jiz vime, ze pochézi-li ndhodny vybér z N (y, 0?), méa vybérovy priameér X ~ N(u, %), a tudiz
normovand nahodnd veli¢ina <

XN: L_MNN(O,l)

vn
Ze sudosti hustoty normovaného norméalniho rozdéleni plyne

l—a=P(|Xy| < ul_%).

Dale pak

_ — — o
P Xy <w—e) =P | —ttg_e < —— <o | =P (X — —uj_e < pu < X + —ul_a)
( 2> 2 \/_ﬁ 2 \/ﬁ 2 \/ﬁ 2

=1-a.




Definujeme-li

A~

91(X1,...,Xn) :X—

7

nasli jsme oboustranny (1 — a)100% interval spolehlivosti pro p (pii o

~ — (o
Ul—%a 92(X17 cee aXn) =X+ %ul—%a

2 zndmém)

_ o _ o
X ——uj_o, X + —uj_a|.
%o e X g

Odvodme si jesté napt. jednostranny dolni interval spolehlivosti pro p (zname-li o2):

_ X — _
l—a=P(Xy <uj_o)=P g'uﬁuka :P<X—Lu1a§u).
v vn

Oznacime-li jél(Xl, X)) =X — \/iﬁul_a, je hledany interval

_ o
{X — %ul—om‘{'oo) .

Stejnym postupem lze odvodit i jednostranny horni interval spolehlivosti pro p (pii 0? zndmém)
_ o
—00, X + —Ui_q| .
( Vi }
Piiklad 1. Ndhodnd velicina X popisuje vysku krovdka. Predpokldddme, e X ~ N(u,36), tj.

0% = 36 zndme a chceme sestrojit 95% interval spolehlivosti pro p, zndme-li vijsku péti ndhodné
vybranych krovdku

| 2; [ 170 160 165 155 160 |

Jelikoz o = 0,05, n =5, & = 162 a uy—2 = up975 = 1,960, je hledany interval

6 6
162 — —=1,960; 162 + —=1,960| = [155, 09; 168, 91].
7 7 [ ]

Analogicky lze sestrojit 99% interval spolehlivosti pro p (ugg9s = 2,576)
[154, 55; 169, 45].
Povsimnéme si, Ze s rostouct spolehlivosti (to je ¢islo (1 — «) %) roste délka intervalu.

Obdobnymi postupy lze odvodit i dalsi intervaly spolehlivosti.

Piehled intervala spolehlivosti

® pro ji, 02 zndmé

> o - o > o v g
X — %'Ltl,%,X + ﬁulg] , |:X - ﬁula,—l—oo) y (—OO,X + %Ulfa ,



® Dro i, 02 neznamé

[X —t1_a(n— 1)i,)‘( +tia(n— 1)%] :

+oo) , <_oo,X +ti—a(n — 1)%] )

[eatme) (gmn)

(i) Ve vyrobné rumu se ndhodné odebralo 7 vzorku, ve kterych se zméfil obsah alkoholu
2 (v%) [[42]44]43[39[40[40[39 |

Predpokladejme, ze koncentrace alkoholu v rumu je ndhodna veli¢ina s normélnim rozdélenim

N(u,o?).

3

[X —t1_o(n — 1)%

® pro o

(n—1)8* (n—1)5?
Iy

Cviceni k tomuto tématu

a) Na zakladé bodovych odhadii i, 0% odhadnéte pravdépodobnost, Ze vzorek odebrany
I
pii zitiejsi kontrole bude spliiovat normu (kterd zni, ze koncentrace je nejméné 40 %).

(b) Kontrola odebere 5 vzorku. Jaka je pravdépodobnost, ze
(ba) budou vsechny v normé?
(bb

) budou aspon 3 v normé?
(bc) budou vsechny pod normou?
)

(bd) prumér obsahu alkoholu bude nejméné 40 %?

mistech dané lokality
| 2; (pg) || 85]90 |80 [ 105 | 90 |

Predpoklddd se, Ze mnozstvi oxidu sifi¢itého v 1 m? se #{d{ normalnim rozdélenim N (u, 02).

na 1 m3. Sestrojte

(a) 95% a 99% intervaly spolehlivosti (oboustranné, horni i doln{) pro y, znate-li 0? = 87, 5;
(b) 95% a 90% intervaly spolehlivosti (oboustranné, horni i dolnf) pro u, je-li % neznamé;

(c) 95% intervaly spolehlivosti (oboustranné, horni i doln{) pro .

(iii) Uvazme tlohu z predchoziho piikladu.
(a) 95% interval spolehlivosti pro p pfi 0% zndmém je moc siroky. Jaky by musel byt rozsah
nahodného vybéru, aby sitka intervalu byla nejvyse 10 ug?
(b) Reste tlohu (a) pro o nezndmé.
(dev) Vezméme si tdlohu z Piikladu (i) a sestrojme 95% intervaly spolehlivosti (oboustranné i
jednostranné) pro



(a) p pii 0? = 4 zndmém,
(b) w pti 0 nezndmém,

(c) 0%

Muze vyrobce na zakladé vhodnych intervalu spolehlivosti pro p tvrdit, ze splnil normu?



