Poznamky k predmétu Aplikovana statistika, 7. téma

7. Nahodny vybér

Doposud jsme se setkali s lohami patficimi do teorie pravdépodobnosti, kde rozdéleni nahodné
veli¢iny je presné dano. My pak zkoumame jeho vlastnosti. Hod spravedlivou kostkou jsme modelo-
vali ndhodnou veli¢inou s diskrétnim rovnomérnym rozdélenim na mnoziné {1,...,6}. Predstavme
si nyni situaci, ze po nas protihrac chce, abychom hréli jeho kostkou, jejiz vlastnosti nezname.
Nase rozhodovani ve hie je ale ovlivnéno tim, je-li ona kostka spravedliva, ¢i nikoli. Proto je
v nasem zajmu zjistit, priblizné jaké rozdéleni ma hod touto kostkou. Zminéna tloha jiz patii do
matematické statistiky. Pokusime se ji intuitivné fesit. Pujéime si onu kostku a budeme s ni opa-
kované hazet a zaznamenévat pocet ok padlych v kazdém hodu. Rozdéleni kazdého hodu je stejné
a hody se vzdjemné neovliviuji. Proto muzeme (viz statistickou definici pravdépodobnosti) napf.
pravdépodobnost, ze na kostce padne jednicka, odhadnout poc¢tem jednicek v nasSich hodech ku
celkovému poctu hodu. Ziskame tak odhad rozdéleni hodu kostkou protihrace, kterym se mizeme
prii hie ridit.

Obecnéji, provadime-li néjaky experiment opakované, zajima nés, co lze na zékladé namérenych
dat o experimentu fici. Modelujeme-li vysledek experimentu hodnotou nahodné veliciny X, ho-
dila by se nam znalost rozdéleni této nahodné veli¢iny, coz ovSem v praxi neni mozné. Proto se
snazime z namérenych dat odhadnout rozdéleni nahodné veliciny X, anebo aspon nékteré jeho
charakteristiky.

Pro nize uvedeny postup jsou nezbytné (a vlastné i prirozené, jak jsme jiz vidéli) pozadavky na
experiment:

e experiment lze provadét opakované pri stejnych podminkach,
e jednotlivé experimenty se neovliviiuji.

To vse nas povede k nasledujici definici. Modelujme experiment ndhodnou veli¢inou X a provedme
ho n—krat.

Definice 1. Nahodnym vybérem z rozdéleni nahodné veliciny X nazveme n—tici nezavislych stejné
rozdélenych ndhodych velicin X1, ..., X,, pochazejicich z rozdéleni ndhodné veliciny X .

Realizace nahodného vybéru z rozdéleni ndhodné veliciny X je n naméfenych hodnot z4,...,x,
ziskanych pfi opakovani experimentu.

ZAKLADNI VYBEROVE CHARAKTERISTIKY nshodného vybéru Xi,. .., X,

(i) Vybérovy prumeér

X:lZXi
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(ii) Vybérovy rozptyl

= nil,i(Xi_X)2 (Z ni1<gXi2_nX2>>




(iii) Vybérova smérodatnéd odchylka

S =Vs2

VLASTNOSTI VYBEROVYCH CHARAKTERISTIK
Bud Xi,..., X, ndhodny vybér z rozdéleni X, kde

EX; =EX = pu, varX; =varX =02, i =1,...,n.
Pak
. 1 1 <
EX=E| - Xi| =— EX; = u.

Obdobné Ize odvodit

varX = —, ES? =% 1.
n

Proto lze za odhad
e stiedni hodnoty p vzit i = X,

e rozptylu o2 vzit 6% = S2.

Poznamka 1. Méjme realizaci x4, ..., x, ndhodného vybéru pro velké n. Pak lze ocekdvat, Ze
realizace

o 7= %Z?:l x; ndhodné veliciny X se bude pohybovat kolem p,
o 57 = LS (1, —2)? = L(Zyzl r? — ni2> ndhodné veliciny S* se bude pohybovat
kolem o2.
Lze to vysvétlit tim, Ze rozptyly X a S? jdou k nule, pokud n jde do nekonecna.
P1i sbéru dat z experimetu (zvlasté diskrétni povahy) se ¢asto pouziva pojem

SETRIDENA DATA
Jde o uloZeni dat ve formé tzv. tabulky cetnosti. Bud z1,...,, realizace ndhodného vybéru

z diskrétniho rozdéleni, kde hodnoty y; se v realizaci opakuji n;—krét,t =1,...,k, a Zle n; =n.
Cislo n; se nazyva ¢etnost hodnoty y; a k pocet tiid.

Priiklad 1. Stokrdt opakovanym hodem spravedlivou Sestisténnou kostkou jsme ziskali data, kterd
jgsme zapsali do tabulky cetnosti

vl 1]2[3[4]5]6
n, | 10 | 17 | 20 | 18 [ 22 | 13

Data lze zndzornit téz graficky pomoct tzv. diagramu cetnosti.

!Ponékud obtiznéjsi je spoéitat rozptyl S2,

4
-3
varS? = % (/m - 04) ,

n—1

kde pg = E(X —EX)* je tzv. étvrty centralni moment.



V tomto pifpadé je vyhodnéjsi pro vypocet Z a s? pouzit vzorce

k k k
1 s 1 IS ( 2 72>
x—n;nzyz, S —n_liz:;nz(yl z) =7 ;nlyi nT’ |.

I data pochézejici ze spojitého rozdéleni se nékdy setfid uji napi. do k t¥id. Pak se jako zdstupce y;
1—té ttidy casto voli stied i—té tridy.

Piiklad 2. Byly zméreny koncentrace vzorku jisté kyseliny. Namérené udaje jsou uvedeny v ndsle-
dugici tabulce cetnosti

x| 5,56,5(6,5-7,5|7,58,5]|8,59,5|9,5-10,5 | 37,5-38,5
Yi 6 7 8 9 10 38
n; 3 7 20 10 9 1

Obdobou diagramu cetnosti je ve spojitém pripadé histogram, coZ je odhad hustoty rozdéleni ndhodné
veliciny, ze kterého data pochdzeyt.

v~/

NAHODNY VYBER POCHAZEJICi Z NORMALNIHO ROZDELENI
X ~ N(p,0?), kde u,0? jsou neznamé parametry. Pak pro

(i) vybérovy primér X plati
2
X~ N (u, U—)
n

a jako dusledek plati

(ii) pro vybérovy rozptyl plati

(iii) X, S? jsou nezavislé,

(iv) X a S? plati

Cviceni k tomuto tématu
(i) Spoctéte hodnoty realizaci ndhodnych velicin X a S? v Piikladé 1.

(ii) Spoctéte 7 a s* v Pifkladé 2. Jak se tiloha zméni, pokud bychom neuvaZzovali naméienou
odlehlou koncentraci piislusnou tiidé 37, 5-38, 57

(iii) Necht Xji,..., Xy jsou nezdvislé stejné rozdélené ndhodné veliciny s rozdélenim N(1,16).
Urcete



(a) P(X >5),
(b) P(|X —2| <2).
1v) Urcete hodnotu m, kterou nahodna velicina X ~ ,4) prekroci s pravdépodobnosti
iv) U hod k thodné velicina X ~ N (1,4 kroci dépodob {
(a) 0,4;
(b) 0,8.
(v) Bud X ~ N (p,0?). Spocitejte pro k =1,2,3
P(p—ko <X < p+ko).
(vi) Provedme ndhodny vybér z rozdéleni N'(2,9) o rozsahu n = 16. Stanovte hodnotu h tak, aby
pravdépodobnost, ze vybérovy rozptyl S?
(a) nepiekroci h, byla 0,05,
(b) prekroci h, byla 0, 05.

(dev) Byl proveden priuzkum poctu déti v 99 ndhodné zvolenych rodindch. Spoctéte hodnoty
vybérového prumeéru a vybérové smérodatné odchylky pro tento pruzkum, vite-li

pocetdéti || O | 1 | 2 | 3 |4]|5|6|7|8
¢etnost 2012913012134 (0]0]1




