
Poznámky k předmětu Aplikovaná statistika, 5.téma

5. Některá významná rozděleńı

A. Diskrétńı rozděleńı

(i) Diskrétńı rovnoměrné rozděleńı na množině {1, . . . , n}
Náhodná veličina X, která má diskrétńı rovnoměrné rozděleńı (znač́ıme X ∼ R({1, . . . , n}))
nabývá pouze hodnot z množiny {1, . . . , n} a to s pravděpodobnost́ı 1

n
, tj.

P (X = i) =
1

n
, i ∈ {1, . . . , n}.

Středńı hodnota: EX = n+1
2
.

Rozptyl: varX = n2−1
12

.

(ii) Alternativńı rozděleńı X ∼ Alt(p), p ∈ (0, 1)

Náhodná veličina X maj́ıćı alternativńı rozděleńı nabývá pouze hodnot 0 a 1 a to s následuj́ı-
ćımi pravděpodobnostmi:

P (X = 1) = p,

P (X = 0) = 1− p.

Středńı hodnota: EX = p.
Rozptyl: varX = p(1− p).

Př́ıklad 1. Háźıme na basketbalový koš ze šestky. V 80% př́ıpad̊u se tref́ıme. Náhodná veličina
X, která nabývá hodnoty 1, tref́ıme-li koš a hodnoty 0, jestlǐze koš netref́ıme, má rozděleńı
Alt(0, 8).

(iii) Binomické rozděleńı X ∼ Bi(n, p), n ∈ N, p ∈ (0, 1)

Náhodná veličina X nabývá hodnot k = 0, . . . , n s pravděpodobnostmi

P (X = k) =
(n
k

)
pk(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n.

Náhodnou veličinou X ∼ Bi(n, p) se modeluje počet úspěch̊u v n nezávislých pokusech,
je-li pravděpodobnost úspěchu v jednotlivých pokusech rovna p. Zevrubně řečeno, označme
náhodné veličiny

Yi . . . výsledek i-tého pokusu, i = 1, . . . , n.

Pak

P (Yi = 1) = p,

P (Yi = 0) = 1− p.

a veličiny Yi jsou nezávislé a maj́ı alternativńı rozděleńı s parametrem p. Veličina X se potom
dá zapsat jako

X =
n∑
i=1

Yi.
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Tedy veličina X ∼ Bi(n, p) se dá interpretovat jako součet n nezávislých veličin s rozděleńım
Alt(p).

Bez této interpretace by pro nás poč́ıtáńı středńı hodnoty a rozptylu bylo pro obecné n, p
dosti obt́ıžné (vyžaduje znalosti sč́ıtáńı řad), ovšem takto je výpočet velmi př́ımočarý:

EX = E
n∑
i=1

Yi =
n∑
i=1

EYi =
n∑
i=1

p = np.

Rozptyl se d́ıky nezávislosti veličin Yi vypoč́ıtá analogicky,

varX = np(1− p).

Př́ıklad 2. Háźıme desetkrát na koš. Pravděpodobnost, že se v jednotlivých hodech tref́ıme je
opět 0, 8. Potom náhodná veličina Y popisuj́ıćı počet trefených koš̊u při těchto deseti hodech
má binomické rozděleńı Bi(10; 0, 8).

(iv) Geometrické rozděleńı X ∼ Ge(p), p ∈ (0, 1)

Náhodná veličina X nabývá hodnot k = 0, 1, . . . s pravděpodobnostmi

P (X = k) = p(1− p)k, k = 0, 1, . . .

Geometrickým rozděleńım se modeluje počet neúspěšných pokus̊u před prvńım úspěchem,
jsou-li jednotlivé pokusy nezávislé a pravděpodonost úspěchu je p.

Středńı hodnota: EX = 1−p
p
.

Rozptyl: varX = 1−p
p2
.

Př́ıklad 3. Háźıme opět na koš. Poč́ıtáme si, jak dlouho, respektive kolik hod̊u, nám trvá,
než se poprvé tref́ıme. Náhodná veličina Z udávaj́ıćı počet neúspěšných hod̊u před prvńım
úspěšným má geometrické rozděleńı Ge(0, 8).

(v) Poissonovo rozděleńı X ∼ Po(λ), λ > 0

Rozděleńı veličiny X je dáno pravděpodobnostńı funkćı

P (X = k) = e−λ
λk

k!
, pro k = 0, 1, . . .

Poissonovým rozděleńım modelujeme náhodnou veličinu, která vyjadřuje počet výskyt̊u udá-
losti v určitém intervalu (času, délky, objemu,. . . ), jestliže události nastávaj́ı náhodně a
nezávisle na sobě.

Středńı hodnota: EX = λ.
Rozptyl: varX = λ.

Spojitost s binomickým rozděleńım:

Uvažujme náhodnou veličinu X ∼ Bi(n, p), kde n→∞, p→ 0, a np = λ. Potom

P (X = k) =
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
pk
(

1− λ

n

)n−k
−→

n→∞,p→0

λk

k!
e−λ,

tedy veličina X má asymptoticky Poissonovo rozděleńı.
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Cvičeńı k tomuto tématu

(i) Ve velké várce vajec je 1/3 zkažených. Jaká je pravděpodobnost, že ze šesti náhodně vy-
braných vajec budou nejvýše dvě zkažená? Nadto nakreslete graf pravděpodobnostńı funkce
př́ıslušné náhodné veličiny.

(ii) Na telefonńı ústřednu přicháźı pr̊uměrně 100 hovor̊u za jednu hodinu, přičemž př́ıchody
hovor̊u jsou náhodné. Jaká je pravděpodobnost, že

(a) když telefonistka odejde na deset minut do kuchyňky, nezmešká žádný hovor?

(b) ve třech minutách přijdou v́ıce než dva hovory?

(iiia) Ve výrobńı hale je 8 stejných žárovek. Pravděpodobnost, že během směny praskne jedna
žárovka, je 0, 4. Žárovky praskaj́ı nezávisle a nelze je během směny vyměnit. Když jich
praskne v́ıce než 5, muśı pracovńıci za tuto směnu dostat př́ıplatek. Jaká je pravděpodob-
nost, že za př́ı̌st́ı směnu dostanou př́ıplatek?

(iiib) Ve výrobńı hale je velké množstv́ı žárovek. Vı́ se, že za směnu praskne pr̊uměrně 3, 2 žárovky.
Jaká je pravděpodobnost, že během př́ı̌st́ı směny praskne v́ıc než 5 žárovek (a pracovńıci
dostanou př́ıplatek)? Nakreslete graf pravděpodobnostńı funkce př́ıslušné náhodné veličiny.

B. Spojitá rozděleńı

(i) Rovnoměrné rozděleńı na intervalu [a, b] X ∼ R([a, b]), a < b ∈ R
Má hustotu pravděpodobnosti

f(x) =
{ 1

b−a a ≤ x ≤ b,

0 x < a, x > b.

Tato hustota je konstantńı na [a, b], což skutečně odpov́ıdá tomu, že pravděpodobnost, že
X padne do podintervalu intervalu [a, b], je úměrná velikosti tohoto podintervalu v̊uči [a, b].
(Srovnejte s geometrickou pravděpodobnost́ı.)
Distribučńı funkce je pak

F (x) =

{ 0 x < a,
x−a
b−a a ≤ x ≤ b,

1 x ≥ b.

Prostým integrováńım obdrž́ıme vzorce pro středńı hodnotu a rozptyl. Povšimněme si, že
středńı hodnota je přesně uprostřed intervalu [a, b].

Středńı hodnota: EX = a+b
2
.

Rozptyl: varX = 1
12

(b− a)2.

(ii) Exponenciálńı rozděleńı X ∼ Exp(λ), λ > 0

Veličina X nabývá hodnot z intervalu (0,∞).
Hustota záviśı na parametru λ a je dána vztahem

f(x) =
{ λe−λx, x > 0

0 jinak.
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Distribučńı funkce F :

F (x) =
{ 0 pro x ≤ 0,

1− e−λx x > 0.

Středńı hodnota: EX = 1
λ
.

Rozptyl: varX = 1
λ2
.

Exponenciálńı rozděleńı je rozděleńı
”

bez paměti“:
Pro náhodnou veličinu X s exponenciálńım rozděleńım plat́ı:

P (X > x+ y|X > y) = P (X > x), ∀x > 0, y > 0,

nebot’ užit́ım definice podmı́něné pravděpodobnosti můžeme pravděpodobnost
P (X > x+ y|X > y) přepsat ve tvaru

P (X > x+ y)

P (X > y)
=
e−λ(x+y)

e−λy
= e−λx.

Exponenciálńım rozděleńım se modeluje doba čekáńı na událost a má velký význam v teorii
přežit́ı a v kombinaci s Poissonovým rozděleńım i v systémech hromadné obsluhy (viz ńıže).

Souvislost s Poissonovým rozděleńım:
Jestliže náhodá veličina X, která popisuje dobu čekáńı na výskyt události, má rozděleńı
Exp(λ), potom n.v. Y popisuj́ıćı počet těchto událost́ı, jež nastaly v časovém intervalu délky
T, má Poissonovo rozděleńı Po(λT ).

(iii) Normálńı rozděleńı X ∼ N (µ, σ2), µ ∈ R, σ2 > 0

Ř́ıká se mu také Gaussovo rozděleńı. Veličina X nabývá hodnot z celého R.
Hustota normálńıho rozděleńı je

f(x) =
1√

2π σ2
e−

(x−µ)2

2σ2 , −∞ < x <∞,

a ř́ıká se j́ı Gaussovka křivka.
Distribučńı funkce je

F (x) =
1√

2π σ2

∫ x

−∞
e−

(t−µ)2

2σ2 dt, −∞ < x <∞,

a nelze ji explicitně vyjádřit vzorcem.

Normálńı rozděleńı má v teorii pravděpodobnosti a matematické statistice zásadńı roli, jak se
dozv́ıme v daľśı kapitole. Velmi hrubě řečeno se dá normálńım rozděleńım modelovat součet
velmi mnoha drobných náhodných faktor̊u.

Středńı hodnota: EX = µ.
Rozptyl: varX = σ2.

(iiib) Normované normálńı rozděleńı X ∼ N (0, 1)

Je znormovaná náhodná veličina s normálńım rozděleńım, tj. µ = EX = 0 a σ2 = varX = 1.
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Obrázek 1: Hustota N (0, 49).

Hustota normovaného normálńıho rozděleńı je

ϕ(x) =
1√
2π

e−
x2

2 , −∞ < x <∞.

Distribučńı funkce Φ je

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

t2

2 dt, −∞ < x <∞,

a jej́ı hodnoty jsou tabelizovány (lze je nalézti ve statistických tabulkách).
Dı́ky symetrii hustoty φ plat́ı:

Φ(x) = 1− Φ(−x), x ∈ R,

a tud́ıž je dostatečné tabelizovat hodnoty Φ(x) pro nezáporné hodnoty x.
Transformace normálně rozdělených veličin

1. Jestliže Y má normálńı rozděleńı s parametry µ a σ2, potom

X =
Y − µ
σ

má normované normálńı rozděleńı N (0, 1).

2. Jestliže X má normálńı rozděleńı s parametry µ a σ2 a Y = a+ bX, potom Y má opět
normálńı rozděleńı s parametry a+ bµ a b2σ2.

3. Uvažujme náhodné veličiny X a Y , X ∼ N (µ1, σ
2
1), Y ∼ N (µ2, σ

2
2), jsou nezávislé.

Potom n.v. Z = aX + bY + c má rozděleńı N (aµ1 + bµ2 + c, a2σ2
1 + b2σ2

2).

Dı́ky vztahu 1. neńı třeba tabelizovat hodnoty distribučńı funkce F pro všechna rozděleńı
N (µ, σ2) (to by ani nebylo možné!), ale stač́ı nám tabulka pro Φ, nebot’ pro všechny dis-
tribučńı funkce F plat́ı vztah

F (x) = Φ

(
x− µ
σ

)
.

U následuj́ıćıch rozděleńı si uvedeme pouze jejich definice bez daľśıch vlastnost́ı. Tato rozdě-
leńı budou hrát d̊uležitou roli při pozděǰśım testováńı hypotéz.
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Obrázek 2: Distribučńı funkce N (0, 1).

(iv) χ2- rozděleńı o n stupńıch volnosti X ∼ χ2(n)

Necht’ X1, . . . , Xn jsou nezávislé náhodné veličiny s normovaným normálńım rozděleńım
N (0, 1). Potom náhodná veličina

Yn =
n∑
i=1

X2
i

má tzv. χ2- rozděleńı o n stupńıch volnosti. Symbolem χ2
α(n) budeme značit α−kvantily

tohoto rozděleńı.

(v) Studentovo rozděleńı o n stupńıch volnosti X ∼ t(n)

Necht’ U a V jsou nezávislé náhodné veličiny, U ∼ N (0, 1) a V ∼ χ2(n). Potom náhodná
veličina

W =
U√
V
n

má tzv. Studentovo rozděleńı (nebo též t-rozděleńı) o n stupńıch volnosti. Symbolem tα(n)
budeme značit α−kvantily tohoto rozděleńı.

(vi) Fisherovo–Snedecorovo rozděleńı X ∼ F (m,n)

Uvažujme nezávislé náhodné veličiny Un1 ∼ χ2(n1) a Un2 ∼ χ2(n2). Potom náhodná veličina

Z =

Un1
n1

Un2
n2

má tzv. Fisherovo–Snedecorovo rozděleńı o n1, n2 stupńıch volnosti. Symbolem Fα(n1, n2)
budeme značit α−kvantily tohoto rozděleńı. Plat́ı:

Fα(n1, n2) =
1

F1−α(n2, n1)
.

Cvičeńı k tomuto tématu
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(iv) Babička chod́ı k vnoučkovi na návštěvu náhodně mezi prvńı a šestou hodinou odpoledńı. Dnes
však odcháźı vnouček ve čtyři hodiny na fotbal. Jaká je pravděpodobnost, že babička vnoučka
doma nezastihne? Dále spočtěte středńı hodnotu, rozptyl a distribučńı funkci př́ıslušné náhod-
né veličiny.

(v) Necht’ X ∼ N (2, 16). Pomoćı tabulky distribučńı funkce Φ(x) určete

(a) P (−4 ≤ X < 5),

(b) P (X > 8, 5),

(c) P (X = 3),

(d) P (X < 18).

(vi) Náhodná veličina X udává odchylku obsahu cukru v jednotlivých bonbónech od normy
(udaná v gramech). Vı́ se, že X ∼ N (0, 1). Výrobce potřebuje znát takovou hodnotu h
(v gramech), že bonbón̊u, v nichž obsah cukru převýš́ı normu o v́ıce než h, bude právě

(a) 1%,

(b) 12%.

Dále výrobce potřebuje znát takové h, že bonbón̊u, v nichž se obsah cukru bude lǐsit od
normy o v́ıce než h, bude právě 1%.

(vii) Necht’ X ∼ N (3, 10) a Y ∼ N (1, 9) jsou nezávislé. Definujme náhodné veličiny

U := 3X − 1, V := 2X − 3Y + 2.

Hledejme

(a) P (U < 15),

(b) P (V > 2),

(c) P (|V | ≤ 6),

(d) ρ(X, Y ) a ρ(U,X),

(e) ρ(V,X) a ρ(U, V ).

(viii) Na toalety ve čtvrtém patře budovy C přicháźı
”
uživatel“ v pr̊uměru jednou za tři minuty. Na

těchto toaletách se nacháźı také sprchy a právě ted’ tu nikdo neńı. Jaká je pravděpodobnost,
že během následuj́ıćıch deseti minut nikdo nepřijde a Vy se tak stihnete v klidu vysprchovat?
Jaká je pravěpodobnost, že budete vyrušeni už za pět minut?

(dcv) Na trávńıku o rozloze 50 × 100 m2 se během sezóny udělá přibližně 120 krtinc̊u na zcela
náhodných mı́stech. Majitel na něm chce udělat green o ploše 100 m2. Jaká je pravděpodob-
nost, že na greenu

(a) nebude za sezónu žádný krtinec?

(b) budou za sezónu v́ıce než tři krtince?

Nakrestele pravděpodobnostńı funkci př́ıslušné náhodné veličiny.
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