Poznamky k predmétu Aplikovana statistika, 5.téma

5. Néktera vyznamna rozdéleni

A. Diskrétni rozdéleni

(4)

(iii)

Diskrétni rovnomeérné rozdéleni na mnoziné {1,...,n}

Néhodna veli¢ina X, kterd mé diskrétni rovnomérné rozdéleni (znac¢ime X ~ R({1,...,n}))
nabyva pouze hodnot z mnoziny {1,...,n} a to s pravdépodobnosti %, t].

1
P(X=i)=—, ie{l,...,n}.
n

Stredni hodnota: EX = "TH
n?—1

Rozptyl: varX = .

Alternativni rozdéleni X ~ Alt(p), p € (0,1)

Nahodn4 velicina X majici alternativni rozdéleni nabyva pouze hodnot 0 a 1 a to s nasleduji-
cimi pravdépodobnostmi:

) = p

P(X =1
X=0) = 1-—p.

P(

Stredni hodnota: EX = p.
Rozptyl: varX = p(1 — p).

Priklad 1. Hdzime na basketbalovy kos ze Sestky. V 80% pripadi se trefime. Ndhodnd velic¢ina
X, kterd nabyvd hodnoty 1, trefime-li kos a hodnoty 0, jestlize kos netrefime, md rozdéleni
Alt(0,8).

Binomické rozdéleni X ~ Bi(n,p), n € N, p € (0,1)

Néhodna velicina X nabyvéa hodnot £ = 0,...,n s pravdépodobnostmi
P(X =k)= (Z)pk(l—p)”_k, k=0,1,...,n.

Néhodnou veli¢inou X ~ Bi(n,p) se modeluje pocet tispéchu v n nezavislych pokusech,
je-li pravdépodobnost tispéchu v jednotlivych pokusech rovna p. Zevrubné feceno, oznacme
nahodné veli¢iny

Y;...vysledek i-tého pokusu, : =1,..., n.
Pak

PY,=1) = p
P(Y;=0) = 1-—np.

a veliciny Y; jsou nezavislé a maji alternativni rozdéleni s parametrem p. Velicina X se potom
da zapsat jako
n
X=>v.
i=1

1



Tedy velicina X ~ Bi(n,p) se da interpretovat jako soucet n nezavislych veli¢in s rozdélenim
Alt(p).

Bez této interpretace by pro nas pocitani stfedni hodnoty a rozptylu bylo pro obecné n, p
dosti obtizné (vyzaduje znalosti séitédni fad), ovsem takto je vypocet velmi piimocary:

EX = EZY ZEY zn:p:np.
=1

i=1

Rozptyl se diky nezavislosti veli¢in Y; vypocita analogicky,
varX = np(l — p).

Priiklad 2. Hdzime desetkrdt na kos. Pravdépodobnost, Ze se v jednotlivijch hodech trefime je
opét 0,8. Potom ndhodnd velicina Y popisujici pocet trefengch kosu pri téchto deseti hodech
md binomické rozdéleni Bi(10;0,8).

Geometrické rozdéleni X ~ Ge(p), p € (0,1)

Néhodna veli¢ina X nabyva hodnot £ = 0,1,... s pravdépodobnostmi

P(X =k)=p(l - p)F, k=0,1,...
Geometrickym rozdélenim se modeluje pocet neuspésnych pokusu pred prvnim tspéchem,
jsou-li jednotlivé pokusy nezavislé a pravdépodonost uspéchu je p.
Stredni hodnota: EX =
Rozptyl: varX =

Priklad 3. Hazime opét na kos. Pocitame si, jak dlouho, respektive kolik hodu, ndm trvd,
nez se poprvé trefime. Ndhodnd velic¢ina Z uddvajici pocet neuspésnijch hodu pred prunim
uspésngm mda geometrické rozdéleni Ge(0, 8).

Poissonovo rozdéleni X ~ Po(\), A >0

Rozdéleni veliciny X je ddno pravdépodobnostni funkei
k
k' ’

Poissonovym rozdélenim modelujeme nahodnou veli¢inu, ktera vyjadiuje pocet vyskytu uda-
losti v urc¢itém intervalu (c¢asu, délky, objemu,...), jestlize udalosti nastavaji ndhodné a
nezavisle na sobé.

Stredni hodnota: EX = .
Rozptyl: varX = \.

pro k=0,1,.

Spojitost s binomickym rozdélenim:

Uvazujme nédhodnou veli¢cinu X ~ Bi(n,p), kde n — 0o, p — 0, a np = A. Potom

P(X:k):n(n—l)...(n—k+1)pk(1_%>n—k . /\_kefA

k! n—o0,p—0 k! ’

tedy velicina X ma asymptoticky Poissonovo rozdéleni.



Cviéeni k tomuto tématu

(i)

(i)

(iiia)

(iiib)

Ve velké vérce vajec je 1/3 zkazenych. Jaka je pravdépodobnost, ze ze Sesti nahodné vy-
branych vajec budou nejvyse dvé zkazena? Nadto nakreslete graf pravdépodobnostni funkce
prislusné nahodné veliciny.

Na telefonni tustfednu prichdzi prumérné 100 hovoru za jednu hodinu, pricemz piichody
hovoru jsou nahodné. Jaka je pravdépodobnost, ze

(a) kdyz telefonistka odejde na deset minut do kuchytiky, nezmeska zadny hovor?

(b) ve ttech minutéch pfijdou vice nez dva hovory?

Ve vyrobni hale je 8 stejnych zarovek. Pravdépodobnost, Zze béhem smény praskne jedna
zérovka, je 0,4. Zarovky praskaji nezévisle a nelze je béhem smény vymeénit. Kdyz jich
praskne vice nez 5, musi pracovnici za tuto sménu dostat priplatek. Jaka je pravdépodob-
nost, ze za pristi sménu dostanou priplatek?

Ve vyrobni hale je velké mnozstvi zarovek. Vi se, ze za sménu praskne prumérné 3, 2 zarovky.
Jakd je pravdépodobnost, ze béhem piisti smény praskne vic nez 5 zarovek (a pracovnici
dostanou piiplatek)? Nakreslete graf pravdépodobnostni funkce piislusné ndhodné veliciny.

B. Spojita rozdéleni

(4)

Rovnomeérné rozdéleni na intervalu [a,b] X ~ R([a,b]), a <b€R

M4 hustotu pravdépodobnosti

La a<zx<b,
r<a, x>0

Tato hustota je konstantni na [a,b], coz skuteéné odpovida tomu, ze pravdépodobnost, ze
X padne do podintervalu intervalu [a, b], je imérnda velikosti tohoto podintervalu vuci [a, b].
(Srovnejte s geometrickou pravdépodobnosti.)

Distribué¢ni funkce je pak

0 T < a,
F(x):{% a<z<b,
1 x> b.

Prostym integrovanim obdrzime vzorce pro stiedni hodnotu a rozptyl. PovSimnéme si, ze
stfedni hodnota je presné uprostied intervalu [a, b].

Stredni hodnota: EX = “T“’

Rozptyl: varX = 4 (b — a)?.

Exponencidlni rozdéleni X ~ Exp(A), A >0

Velicina X nabyvé hodnot z intervalu (0, 00).
Hustota zavisi na parametru A a je ddna vztahem

e ™M x>0

flw) = { 0 jinak.



(iid)

(idib)

Distribuéni funkce F':

Stredni hodnota: EX = %
Rozptyl: varX = 55.

Exponencidlni rozdélent je rozdélent ,,bez paméti“:
Pro ndhodnou veli¢cinu X s exponencialnim rozdélenim plati:

PX>z+ylX>y)=PX >x), Ve>0,y>0,

nebot uzitim definice podminéné pravdépodobnosti muzeme pravdépodobnost
P(X >z + y|X > y) prepsat ve tvaru

P(X>x+ty) e e

P(X >y) e~

Exponencidlnim rozdélenim se modeluje doba ¢ekani na udalost a ma velky vyznam v teorii
preziti a v kombinaci s Poissonovym rozdélenim i v systémech hromadné obsluhy (viz nize).
Souwvislost s Poissonovym rozdélenim:

Jestlize ndhoda velicina X, ktera popisuje dobu ¢ekani na vyskyt udalosti, ma rozdéleni
Exp(\), potom n.v. Y popisujici pocet téchto udédlosti, jez nastaly v ¢asovém intervalu délky
T, mé Poissonovo rozdéleni Po(\T).

Normélni rozdéleni X ~ N (p,0?), u € R, 0% >0

Rik4 se mu také Gaussovo rozdéleni. Velicina X nabyvé hodnot z celého R.
Hustota normélniho rozdéleni je

1 (2 —p)?
flz)=—ce 27, —00 < 1 < 00,

a k4 se ji Gaussovka kiivka.
Distribué¢ni funkce je

_=w?
202 dt, —oo < < 00,

1 X
Flz) = ——— / e
() Vor o? J_x
a nelze ji explicitné vyjadrit vzorcem.

Normaélni rozdéleni méa v teorii pravdépodobnosti a matematické statistice zasadni roli, jak se
dozvime v dalsi kapitole. Velmi hrubé fe¢eno se da normélnim rozdélenim modelovat soucet
velmi mnoha drobnych nahodnych faktoru.

Stfedni hodnota: EX = .
Rozptyl: varX = o2

Normované norméln{ rozdéleni X ~ A(0,1)

Je znormovana ndhodnd veli¢ina s normdlnim rozdélenim, tj. p = EX =0 a 0? = varX = 1.
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Obrazek 1: Hustota N (0, 49).

Hustota normovaného normalniho rozdéleni je

1 22

e 2 —00 < xr < 0Q.

p(r) = N ,

Distribuéni funkce @ je

1 v 2
O(x) = E/ e 2dt, —oo < x < 00,

a jeji hodnoty jsou tabelizovany (lze je nalézti ve statistickych tabulkédch).
Diky symetrii hustoty ¢ plati:

O(x) =1—d(—2x), r € R,
a tudiz je dostatecné tabelizovat hodnoty ®(x) pro nezdporné hodnoty z.
Transformace normdlné rozdélenych veli¢in
1. Jestlize Y m& normalni rozdéleni s parametry p a o2, potom
Y —p

o

X —

m4d normované normdln{ rozdéleni N(0, 1).

2. Jestlize X m4 normélni rozdéleni s parametry p a 0% a Y = a + bX, potom Y mé opét
normaln{ rozdéleni s parametry a + by a b?o?.

3. Uvazujme ndhodné veliciny X a YV, X ~ N(uy,0%), Y ~ N(u2,03%), jsou nezavislé.
Potom n.v. Z = aX + bY + ¢ méa rozdéleni N'(au; + bus + ¢, a*co? + b*03).

Diky vztahu 1. neni tfeba tabelizovat hodnoty distribu¢ni funkce F' pro vSechna rozdéleni
N (p,0?) (to by ani nebylo mozné!), ale sta¢i ndm tabulka pro ®, nebot pro vsechny dis-

tribu¢ni funkce F' plati vztah
T —p
Flz)=® )
0= (")

U nasledujicich rozdéleni si uvedeme pouze jejich definice bez dalsich vlastnosti. Tato rozdé-
leni budou hrat dulezitou roli pii pozdéjsim testovani hypotéz.
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Obréazek 2: Distribu¢n{ funkce N (0, 1).

(iv) x2- rozdélen{ o n stupnich volnosti X ~ x?*(n)

Necht Xi,...,X, jsou nezdvislé ndhodné veliciny s normovanym normdlnim rozdélenim
N(0,1). Potom nghodn4 velicina
n
2
Y, = E X;
i=1

m4 tzv. x% rozdéleni o n stupnich volnosti. Symbolem x?2(n) budeme znacit a—kvantily
tohoto rozdéleni.

(v) Studentovo rozdéleni o n stupnich volnosti X ~ t(n)

Necht U a V jsou nezdvislé ndhodné veliciny, U ~ N(0,1) a V ~ x?(n). Potom ndhodnd
veli¢ina U

=

mé tzv. Studentovo rozdéleni (nebo téz t-rozdéleni) o n stupnich volnosti. Symbolem ¢, (n)
budeme znacit a—kvantily tohoto rozdéleni.

(vi) Fisherovo—Snedecorovo rozdéleni X ~ F(m,n)

Uvazujme nezavislé nahodné veliciny U,, ~ x*(n1) a U,, ~ x*(n2). Potom ndhodn4 veli¢ina

Un,

Z =2

Uny
n2

maé tzv. Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni o ny,ny stupnich volnosti. Symbolem F,(nq,nsy)
budeme znacit a—kvantily tohoto rozdéleni. Plati:

1

Fi_o(ng,ny)

Fa(”h n2> =

Cvicéeni k tomuto tématu



(iv) Babicka chodi k vnouckovi na navstévu nahodné mezi prvni a Sestou hodinou odpoledni. Dnes
vSak odchézi vnoucek ve ¢tyii hodiny na fotbal. Jaka je pravdépodobnost, ze babicka vnoucka
doma nezastihne? Daéle spoctéte stiedni hodnotu, rozptyl a distribu¢ni funkci prislusné nahod-
né veliciny.

(v) Necht X ~ N(2,16). Pomoci tabulky distribuéni funkce ®(x) urcete

~—~ o~ —~
<
I
wW
o

d) P(X < 18).

(
(vi) Ndhodna velicina X udava odchylku obsahu cukru v jednotlivych bonbénech od normy
(udand v gramech). Vi se, ze X ~ N(0,1). Vyrobce potiebuje zndt takovou hodnotu h
(v gramech), ze bonbént, v nichz obsah cukru prevysi normu o vice nez h, bude pravée

(a) 1%,
(b) 12%.

Déle vyrobce potiebuje znat takové h, ze bonbdénu, v nichz se obsah cukru bude lisit od
normy o vice nez h, bude praveé 1%.

(vii) Necht X ~ N (3,10) a Y ~ N(1,9) jsou nezédvislé. Definujme ndhodné velic¢iny
U:=3X -1, V:=2X —3Y +2.

Hledejme

(viii) Na toalety ve ¢tvrtém patie budovy C prichédzi ,uzivatel“ v praméru jednou za tii minuty. Na
téchto toaletéch se nachdzi také sprchy a pravé ted tu nikdo neni. Jakd je pravdépodobnost,
ze béhem nésledujicich deseti minut nikdo neptijde a Vy se tak stihnete v klidu vysprchovat?
Jaka je pravépodobnost, ze budete vyruseni uz za pét minut?

(dev) Na tradvniku o rozloze 50 x 100 m? se béhem sezény udéld priblizné 120 krtinct na zcela
nahodnych mistech. Majitel na ném chce udélat green o ploge 100 m?. Jaks je pravdépodob-
nost, ze na greenu

(a) nebude za sezénu zadny krtinec?

(b) budou za sezénu vice nez tii krtince?

Nakrestele pravdépodobnostni funkci prislusné nahodné velic¢iny.



