Poznamky k predmétu Aplikovana statistika, 4. téma

4. Nahodné vektory

V praxi se nam muze hodit postihnout vice vlastnosti jednoho objektu najednou, napt. vysku,
vahu a pohlavi ¢lovéka; rychlost chemické reakce a mnozstvi katalyzatoru; ¢i poc¢et dnu ptipravy na
zkousku, vysledek zkousky a hodinova dotace zkouseného predmétu. Takové situace lze modelovat
n—rozmérnym nidhodnym vektorem, coz je usporadand n—tice ndhodnych velicin (X7, ..., X,,).

V nésledujicim vykladu se (pro jednoduchost) omezime na dvourozmérny ndhodny vektor (X,Y).
Rozdéleni pravdépodobnosti ndhodného vektoru (X,Y’) je jednoznacné uréeno sdruzenou dis-

tribuéni funkci
Flo,y) =P(X <z,Y <y), 2,y €R,

kde
X<z V<yl={X<a}n{Y <y} ={we QX (w) <z} N{we Y (w) <y}

Vlastnosti sdruzené distribuéni fuknce F'(z,y) jsou obdobné jako vlastnosti distribuéni funkce
jedné ndhodné velic¢iny:

o 0 < F(x,y) <1,
e [ je neklesajici a zprava spojita v kazdé z proménnych z, y,
o lim, ,  F(x,y)=Ilim,,  F(z,y)=0alim, ,lim, , F(z,y) =1,

o lim, .. F(x,y) = Fy(y) a limy,, F(z,y) = Fx(x), kde Fx(x) a Fy(y) jsou distribu¢ni
funkce nahodnych veli¢in X a Y.

Poznamka 1. Rozdeéleni nahodnych velicin X, Y nazyvame marginalni rozdéleni.
(D) Necht diskrétni ndhodny vektor (X, Y) nabyva hodnot z mnoziny
M = {(z;,y;) €ER*i=1,2,...,7=1,2,...}.

Pak jeho rozdéleni lze popsat sdruzenou pravdépodobnostni funkci

plz,y) =P (X =z,Y =y) = { g(xi’yj> : Ei:g; ;](\?’yj) € M,

VLASTNOSTI SDRUZENE PRAVDEPODOBNOSTNI FUNKCE
b p(xlay]) 2 07 (xwyj) € M;
b ZZ(wi,yj)eMp(xiuyj) = 17
o PP (X <, Y < y) = Z ingz,ngy,(zi,yj)EM p(xh y])



Casto je uziteéné znéat rozdéleni jednotlivych slozek ndhodného vektoru, napf. ndhodnou
veli¢inu popisujici rychlost chemické reakce z ivodniho piikladu. Mame-li sdruzenou pravdeé-
podobnostni funkci p ndhodného vektoru (X,Y'), lze margindlni pravdépodobnostni
funkci

e px(x;) ndhodné veliciny X urcit jako

px(r) =P(X =)= > plz,y),

vj3(zi,y;) EM
e py(y;) nahodné velic¢iny Y spocitat jako
py(y;) =P (Y =y;) = Z (3, Y;5)-
zi;(wi,y;)EM

Priklad 1. Ndhodny v§kt0'r (M,CH) popisuje vysledky maturity z matematiky a chemie
studenti prijatych na VSCHT v Praze. Rozdéleni (M, CH) je zaddno sdruZenou pravdépodob-
nostni funkci p(i,5) =P (M =i,CH = j),i,j = 1,...,4, v tabulce

M
CHI T35 1371
1T [0,380,11]0,05]0,01
2 70,08]0,17]0,03 | 0,02
3 0,02 | 0,06 | 0,03 | 0,01
4 0 0,01 0,01 ]0,01

(a) Urcete margindlni pravdépodobnostni funkce znamek z maturity z matematiky a chemie.
(b) Stanovte stredni hodnotu a rozptyl M,CH a smérodatnou odchylku CH .

(c) Zjistéte pravdépodobnost, Ze nahodné vybrany student VSCHT maturoval z matematiky
v chemie
e uyborne,

e ani vyborné, ani dostatecneé.

(S) Rozdéleni spojitého ndhodného vektoru (X,Y') lze popsat sdruzenou hustotou pravdeé-
podobnosti f(x,y), coz je takova nezaporna funkce, ze

F(x,y)EP(XSx,YSy):/x /y f(t,s)dtds, (z,y) € R%

VLASTNOSTI SDRUZENE HUSTOTY PRAVDEPODOBNOSTI

o f(z,y) >0, (z,y) € R?,
b fRfRf($7y)dwdy: 15

e P(X € [a,b,Y € [c,d]) = f: fcdf(a:,y)dy dz. Tuto pravdépodobnost lze geometricky
interpretovat jako objem télesa pod grafem hustoty zizené na mnozinu [a, b] X [c, d].

Jako u diskrétniho ndhodného vektoru lze i v piipadé spojitého ndhodného vektoru (X,Y)
definovat marginalni rozdéleni pravdépodobnosti
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e hustotu fx(z) ndhodné veliciny X jako
fx (@) Z/f(w,y)dy, z €R,
R
e hustotu fy(y) ndhodné veli¢iny Y jako

fy(y) = /Rf(x,y)d:v, y € R.

Piiklad 2. Ndahodny vektor (X,Y) md sdruZené rozdéleni dané hustotou

fz,y) :{ (5)(3:z:+y) : ;i?, 1],y € [0,2],

(a) Stanovte margindlni hustoty nahodngch velicin X,Y .
(b) Uréete stredni hodnotu, rozptyl a smérodatnou odchylku ndhodnych velicin XY .
(¢) Spocitejte P (X € [0,5;1],Y € [1,2]).
Nyni muzeme definovat nezavislost dvojice nahodnych veli¢in.
Definice 1. Néhodné veliciny X, Y jsou (vzéjemné) nezavislé, jestlize
(D) pro diskrétni ndhodné veliciny plati
V(i y;) € M plas y;) = px(z)py (y5),
(S) pro spojité ndhodné veliciny plati
V(z,y) €R® flz,y) = fx(@)fy(y).

Poznamka 2. (i) V pripadé nezdvislosti se o sdruzeném rozdéleni ndhodného vektoru (X,Y)
rikd, Ze je soucinové.

(ii) Pojem nezdvislosti dvogice diskrétnich ndahodnijch velicin lze vidét ve svétle nezdvislosti ndhod-
nyjch jevi nasledovné:

P{X =z} n{Y =y;}) =P (X =2)P (Y =), (21,9;) € M.

Priklad 3. Jsou vysledky maturity z matematiky a chemie z Prikladu 1 nezdvislé? Jsou ndhodné
veliciny X, Y z Prikladu 2 nezdvislé?

Nejsou-li ndhodné veliciny X, Y nezavislé, zkoumame miru jejich zavislosti.

MIRY STATISTICKE LINEARNI ZAVISLOSTI NAHODNYCH VELICIN (napf. vysledky ma-
turity z matematiky vs. chemie)

Budte X,Y nshodné veli¢iny s vlastnostmi EX? < 400, EY? < +o00. Pak kovariance ndhodnych
velicin X, Y je definovana vztahem

cov(X,Y) :=E(X — EX)(Y —EY) = EXY — EXEY,

(specidlné cov(X, X) = varX),
kde



e pro diskrétni ndhodné veliciny je

cov(X,Y) = Z Z(L —EX)(y; — EY)p(zi,y;)

=Y > wyp(wi,y;) — EXEY,
T Y

e pro spojité ndhodné veli¢iny je
cov(X,Y) = / /(:B —EX)(y — EY) f(x,y)dzdy
R JR

://:cyf(a:,y)dxdy—EXEY.
R JR

Znormujeme-li vhodné kovarianci®, dostaneme velmi uZiteénou miru statistické linedrni zavislosti
nahodnych velicin X, Y, tzv. korelaéni koeficient

cov(X,Y)
vvarX+/varY

za predpokladu, ze 0 < varX < 400,0 < varY < +oo0.

p(X,Y) =

VLASTNOSTI KORELACNIHO KOEFICIENTU
e —1<p(X,Y) <1, p(X,X) =1,

p(X,Y) =1 pravée tehdy, kdyz Y = kX + ¢, kde k > 0, ¢ € R,

p(X,Y) = —1 prave tehdy, kdyz Y = kX + ¢, kde k <0, ¢ € R,
X, Y nezavislé, pak p(X,Y) =0,

p(X,Y) =0 (tedy i cov(X,Y) = 0), pak ndhodné veli¢ciny X,Y nazyvidme nekorelované
(tzn. X, Y nejsou statisticky linedrné zavislé)

e s rostouci |p(X,Y')| roste i statistickd linedrni zavislost X, Y.

Na zaver si uvedme nékteré dulezité pojmy souvisejici s dvourozmérnym nahodnym vektorem

(X,Y):

e stifedni hodnota
E(X,Y)=(EX,EY),

e kovarianéni (varian¢ni) matice

[ varX , cov(X,Y)
var(X, V) = ( cov(X,Y) , vary ) ’

coz je obdoba rozptylu jedné nahodné veli¢iny,

1 ;s ‘v s o . L. . ;. ’ N _ X—-EX _ Y-EY ,
Laskavy ¢tendr si miize povsimnout, ze pro normované nadhodné veli¢iny Xy = NSl Yn = Ty plati

p(XN, YN) = COV(XN, YN)



e korelaéni matice

corr(X,Y) = ( ;<X’Y> T(X’ Y) )

e pro a,b,c € R plati

E(aX +bY + ¢) = aEX + BEY + ¢,
var(aX +bY + ¢) = a*varX + b*varY + 2abcov(X,Y).

Druhy vztah v ptipadé nezavislosti X,Y piejde na tvar

var(aX +bY + ¢) = a*varX + b*varY.

Piiklad 4. Urcete kovarianci, korelaci, kovarianéni a korelaéni matici nahodného vektoru (X,Y)
z Prikladu 1 a 2.

Cviceni k tomuto tématu

(i) Méjme dvé ndhodné veliciny X, Y, pro které plati EX = 1, varX = 36, EY = —4, varY = 25
a p(X,Y) =0,8. Definujme ndhodné veli¢iny

Z:=2X-3Y -3, U .= XY.
Urcete EZ, varZ, EU.

(ii) Méjme nezdvislé nahodné veliciny X,Y s vlastnostmi EX = 2, varX = 16, EY = —1 a
varY = 4. Definujme nahodné veli¢iny

U:=-2X+3, V:=2X —-3Y +2.
Stanovte EU, VvarU, p(X,U), p(X,Y), EV, varV.
(devl) Bud (X,Y) ndhodny vektor, jehoz rozdéleni je dané hustotou

Syy? , 2 €]0,2],y€[0,1]
— 2 Y 9 Y ) bl
f(@y) _{ 0 , jinde.

Udeélejte tukoly (a), (b) z Piikladu 2, vysetfete nezavislost ndhodnych velicin X, Y, spoctéte
kovarianci, korelaci, kovarianéni a korelatni matici ndhodného vektoru (X,Y') a dale urcete

IP’(1<X<2,%<Y<1>,IP<0<X<1,0<Y<%>.

(dev2) Rozdéleni ndhodného vektoru (X,Y) je ddno sdruzenou pravdépodobnostni funkef p(x;, y;)

X
Y
1101
1 | 2| 1
01 %5 |51
1 | 4| 1
1l 5153

Jsou nahodné veliciny X, Y nezavislé? Stanovte stfedni hodnotu nahodnych velicin X, Y a
déle urcete var(X,Y) a corr(X,Y).



