Poznamky k predmétu Aplikovana statistika, 3.téma

3. Charakteristiky nahodych veli¢in

Pii praktické praci s daty casto na za¢dtku nemuzeme tusit, z jakého rozdéleni (resp. jaké jsou
parametry daného rozdéleni) nase data pochézeji. Je proto dobré si nejprve udélat o datech urcitou
predstavu podle nékterych typickych ¢iselnych udaju. Na zdkladé dat samozrejmé ziskdame jen
orienta¢ni pfedstavu o tom, jakych hodnot ¢iselné charakteristiky nabyvaji. V této kapitole se
budeme vénovat teoretickym ¢iselnym charakteristikdm svazanym s rozdélenim ndhodné veliciny,
nikoliv jejich odhadim!

e Stiedni hodnota ndhodné veli¢iny (znacime EX, i)
patii mezi tzv. miry polohy. Udava ,ocekdavanou® hodnotu, okolo které by se méla veli¢ina
pohybovat.
Pro diskrétni ndhodnou veli¢inu s pravdépodobnostni funkei p(-) definujeme stfedni hodnotu

nasledovné:
EX = le - p(xy).
i
Pro spojitou nahodnou veli¢inu s hustotou f potom vzorcem

EX — /Rx-f(x)dm.

VLASTNOSTI STREDNI HODNOTY

1. E(aX +b) =aEX +0b, a,b €R,
2. pro ndhodné veliciny X, Y plati: E(X +Y) =EX + EY,
3. pokud P(X >0) =1, pak EX > 0.

Poznamka 1. Prdvé s pojmem stiedni hodnoty souvisi ony medidIni informace typu ,prumeérny
Cech vypije tolik a tolik piva“ (za rok 2015 to bylo 146,6 | na osobu), ,prumérny plat v Ceské
republice je...“ (ve tretim cturtleti 2016 to bylo 27 220 K¢) a tak ddle. Ctendr sdm si jisté ve skole
pocital, jakd zndmka mu vychdzi na vysvédcent, a pak se obcas divil, Ze tomu visledek od pedagoga
neodpovidal. Je treba si uvédomit, Ze samotnd informace o tom, kolem které hodnoty se ndm néco
pohybuje, neni dostatecné vypovidajici. Jeden priklad ze Zivota za vSechny. Kamarddka hrage stolni
tenis v muzské lize (protoze je tak dobrd). A po jednom kole nam vyprdvéla, Ze jsme se minule mély
prijit podivat na soupere — vékovy prumer tricet (v dobé vzniku tohoto textu pro autorky vek velmi
aktudlni), céili ldkavd podivand. Ovsem pouze do okamziku, neZ z ni vypadlo, Ze jednomu souperi
bylo sedmdesat a dvéma dalsim deset. Néco takového prosté neumime detekovat pomoci mer polohy.
Je treba pridat jesté alespon jednu zdkladni miru variability, rozptyl.

e Rozptyl ndhodné velic¢iny (znacime varX, o?)
patii mezi miry varability. V podstaté nam iika, jaka je ocekavana druhd mocnina vzdalenosti
nahodné veliciny od jeji stiedni hodnoty.

Necht —oo < EX < oco. Potom rozptyl (pro diskrétni i spojitou ndhodnou veli¢cinu) definu-
jeme jako
varX = E(X — EX)?
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Misto tohoto vzorce se v praxi k vypoc¢tu pouziva vzorce
varX = EX? — (EX)?.

Tzv. druhy moment, tj. EX?, vypoéteme pro diskrétni ndhodnou veli¢inu pomoci vzorce
EX? = Zx? - p(x;),
i
a pro spojitou nahodnou veli¢inu pomoci analogického vzorce

EX? = /x2 - f(z)da.
R

Obecné, pokud chceme vypocitat stfedni hodnotu funkce g ndhodné veliciny X, muzeme
pouzit néasledujici vzorce:

Eg(X) = Zg(mz) - plxy), X diskrétni n.v.,

Eg(X) = /Rg(x) - f(x)dx, X spojitd n.v.

Podobné jako v pripadé stiedni hodnoty si uvedeme zakladni vlastnosti rozptylu. Nékteré dalsi
vlastnosti si uvedeme az pozdéji, nebot je pro né nutné zavedeni dalsich pojmu.

VLASTNOSTI ROZPTYLU

1. varX > 0 pro nedegenerovanou ndhodnou veli¢inu (ale i pro degenerovanou plati varX > 0),

2. var(a + bX) = b*varX, a,b € R.

Jesté nez se podivame na dalsi charakteristiky, uvedeme si pojem normované nahodné veliciny.
Uvazujme nejprve velicinu X se stfedni hodnotou EX a rozptylem 0 < varX < oo. Nyni definujme

nadhodnou veli¢inu
X —-EX

VvarX
Néhodna velicina X ma stejny typ rozdéleni jako puvodni velicina X, ale ma, jak ¢tenar muze
snadno nahlédnout, nulovou stfedni hodnotu a jednotkovy rozptyl. Velicinu Xy nazyvame normo-
vand.

Xy =

e Smérodatni odchylka (znac¢ime o)
je tzv. mirou statistické disperze, zhruba udava, jak moc je ndhodna veli¢ina odchylena od
své sttedni hodnoty. Je definovana jako

o= VvarX.

e Kvantily rozdéleni ndhodné veli¢iny
Nyni se omezime pouze na nahodné veliciny, jejichz distribu¢ni funkce je spojita a rostouci
na intervalu, kde F(x) # 0 a F(x) # 1. Potom a—kvantilem (nebo téz a%—kvantilem),
a € (0,1), rozumime takové ¢islo ug,, Ze

P(X <u,) =a.

Jinymi slovy Fec¢eno je a—kvantil takové redlné ¢islo, pod néz se soustredi o % hmoty celé
pravdépodobnosti.



Poznamka 2. Predpoklady uvedené pro distribucni funkci jsou nezbytné, chceme-li mit za-
jisténou jednoznacnost kvantilu. Jsou-li splnény, je funkce u : o — u, inverznd funkce k distri-
bucni funkci F. 'V praktickijch statistickych wlohdch se v tomto kurzu stejné jingmai rozdélenimi
nez témi, co splnuji dané podminky, zabyvat nebudeme.

NEKTERE VYZNAMNE KVANTILY

— Up 5. - - 1. kvartil,
— Upp. .. 2. kvartil, tzv. median,

— Up,75- - - 3. kvartil.

Cviceni k tomuto tématu

(i)

(i)

(i)

Néhodnd velicina X udava pocet lvu, ktefi padnou pfi hodu étyfmi mincemi. Stanovte
pravdépodobnostni funkci p(x;) = P (X = z;) ndhodné veliciny X, jeji stfedni hodnotu,
rozptyl a smérodatnou odchylku.

Hlida¢ prichazi do skladu ndhodné vzdy jednou béhem 24 hodin. Modelujme jeho piichody
ndhodnou velicinou X. Urcete jeji hustotu, distribuéni funkei (nakreslete také jejich grafy),
EX, varX, vvarX a 95% kvantil.

Néhodné velicina X je dana distribuéni funkei F' v tabulce
F(z) 0 0,3 0,5 0,6 | 0,9 1 i

Nakreslete graf F', zrekonstrujte pravdépodobnostni funkei p(z;), a pak urcete EX, varX,
VvarX, P(X €[-1,2]) aP (1 < X <6).

Néhodna veli¢cina X je zadana distribu¢ni funkei

0 , <1,
F(z)=X logz , z€]1,10],
1 , x> 10.

Nakreslete graf F', stanovte hustotu f ndhodné veliciny X (véetné jejiho grafu). Déle spoctéte
EX, varX, vvarX, kvartily a P (X > v/10).

Néhodna velicina X je dana hustotou

1
_J = . wel +o0),
)= { 0 , jinak.

Stanovte distribuéni funkeci, EX, varX a vSechny kvartily.

Néhodna velicina X je zadana hustotou

1 1
[ % . ze[g o),
Jw) = { 0 , jinak.

Spoctéte EX a varX.



(dev) Nahodnd velicina X je ddna hustotou

2r , ¢e[0,1
fle)=< 1—3z , z€ll,3
0 , jinde.

Nakrestele graf f a spoctéte

(a) P(X <1),P(X >1),

(b) EX, varX, vvarX,

(¢) distribuéni funkci ndhodné veliciny X,
)

(d kvantily Ug,1, Up,5 & UQ,9-



