Poznamky k predmétu Aplikovana statistika, 2. téma

1. Nahodné veliciny

Motivace: Ohlédneme-li se za ptikladem 1 z minulého tématu, muzeme hod spravedlivou Sesti-
sténnou kostkou modelovat funkci X, jejimz definicnim oborem je mnozina elementarnich jevu
Q = {wi,...,ws} aoborem hodnot mnozina {1,...,6} poctu ok vyskytujicich se na kostce. Funkce
X je tedy definovanda predpisem

X(w) =1, i=1,...,6,

(napt. elementdrnimu jevu ,na kostce padla ¢tyika® priradi X ¢islo 4).

Poznamka 1. Anebo jesté jinak. V deskové hre ,, Marrakech®, ve které se na nékolik desitek mi-
nut muzete stdat prodejcem orientdlnich koberciu, se pouZivd zvldstni Sestisténnd kostka K. Na dvou
sténdach ma cislo dva, na dalsich dvou c¢islo tri a na zbylych dvou sténdch jsou cisla jedna a ctyri.
Ovsem tuto kostku se vam povedlo ztratit. Nicméné , Marrakech® je mozné hrdt i s klasickou kost-
kou, modelujeme-li vysledek hodu kostkou K (pomoct klasické kostky) funkci

Y i A{wi,...,we} — {1,2,3,4}

definovanou ndsledovné

Y(w) = 1,
Y(w) = 4,
Y(wy) = Y(ws) =2,
Y(ws) = Y(wg) = 3.

Nahodna velicina X : {2 — R je funkce, kterd kazdému elementarnimu jevu w € €2 pritadi redlné
¢islo X (w) € R.
Néhodné veliciny obvykle zna¢ime velkymi pismeny z konce abecedy (X,Y, Z).

7 povahy vysledku pokusu lze rozdélit ndhodné veli¢iny na

e diskrétni — mohou nabyvat nejvyse spocetné mnoha hodnot,

— konecné (zminény hod kostkou),

— spocetné (potradi hodu kostkou, v némz poprvé padne Sestka; coz néds velmi zajimé,
hrajeme-li ,,Clovéce, nezlob se!*),

e spojité — nabyvaji nespocetné mnoha hodnot (vyska ¢lovéka, koncentrace kyseliny).

Hézime-li kostkou opakované, jisté nas zajima, zdali jsou relativni ¢etnosti vyskytu elementarnich
jevi wy, ..., ws stejné, aneb zdali je nase kostka ,spravedliva®. Intuitivné je jasné, ze pravdépo-
dobnost, ze ndhodnd veli¢ina X je rovna napf. ¢tyfem, by méla byt 1/6, strucnéji zapsano

P({w e QX (w) =4}) = é

To nas privadi k tzv. rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veliciny X. Zhruba lze tici, zZe je
to rozdéleni pravdépodobnosti mezi podmnoziny R, tj.



e musime znat pravdépodobnosti hodnot, kterych muze ndhodnd veli¢ina nabyvat (v ptipadé
diskrétni ndhodné veliciny),

e i pravdépodobnosti jejich hodnot lezicich v intervalech (v piipadé spojité nahodné veliciny).
Popisme si blize rozdéleni diskrétni a spojité nahodné veli¢iny:

Diskrétni nahodna veli¢ina X nabyva nejvyse spocetné mnoha hodnot z mnoziny M =
{1, 29,...} s kladnymi pravdépodobnostmi p(z;) = P(X = x;). Funkce p se nazyvd pravdé-
podobnostni funkce a na celém R se definuje predpisem

s ={ g e

Urcuje rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veliciny X.

Poznamka 2. Je treba vysvétlit znaceni P(X = a). Je to strucnéjsi a prehlednéjsi zdpis pro
P({w € O X (w) = a}).

V' dalsim textu ho budeme pouZivat.

Piiklad 1. Dité pri navstéve kina vyhraje 1,2,3 nebo 4 bonbony s pravdépodobnostmsi 0,5; 0, 3;
0,1,0,1.

Vlastnosti pravdépodobnostni funkce

e p(x;) >0, x; € M,

e analogicky P(a < X <), P(a < X), P(a < X <D).
Spojita nahodna velicina X nabyva obecné libovolnych redlnych hodnot, vétsinou z néja-
kého intervalu I C R. Jeji rozdéleni pravdépodobnosti 1ze ur¢it hustotou f ndhodné veli¢iny X

(je to analogie pravdépodobnostni funkce u diskrétni ndhodné veliciny), coz je takovd nezaporna
funkce, ze

b
Pla < X <b) _/ F(O)dE, abeR, a<b
Priklad 2. Spojita ndhodna velicina je zadana hustotou

2x+1) , ze€[-1,0],
)= { 0 , jinde.

Vlastnosti spojité nahodné veliciny

o [ f()dt=1,
e P(X =a)=0, a€R,



e dusledkem predchozi rovnosti jsou dalsi vztahy
Pla< X <b)=Pa<X<b)=Pa<X<b)=Pla<X<D).
Poznamka 3. Geometricky lze pravdépodobnost P(a < X < b) interpretovat jako obsah plochy
ohranicené grafem hustoty f na intervalu (a,b] a osou x.

Rozdéleni pravdépodobnosti libovolné ndhodné veli¢iny X (nejen diskrétni, ¢i spojité!) lze jedno-
znacné zadat distribuéni funkci F

F(z)=P{we QX <z}), z€R,

strucnéji zapsano
Flz)=P(X <2)=P(X € (00,2]), z€R

Distribuéni funkce je vlastné , kumulovana pravdépodobnost“. V bodé x urcuje celkovou pravdépo-
dobnost jevu, ze ndhodné veli¢ina neptekro¢i hodnotu x.

Vlastnosti distribuéni funkce
e [ je neklesajici,
e [ je zprava spojita s nejvySe spocetné mnoha body nespojitosti,
e lim, , . F(xr)=0alim, , o F(zr)=1,
e pro libovolné a < b € R plati

Pla < X <b) = P(X € (a,b]) = P(X <b) — P(X <a) =F(b) — F(a).

Vztah distribuéni funkce a

(D) pravdépodobnostni funkce
— p(x) = F(x) —limy,,, F(y), v € R, coz znamena, Ze pro =
x bod spojitosti F' je p(z) =0,
*x bod nespojitosti F' je hodnota p rovna ,velikosti skoku“ v tomto bodé.
(S) hustoty
— F(z)= [*_f(t)dt, z €R,
— F'(z) = f(z) pro vSechna x € R, pro kterd F'(z) existuje.

Piiklad 3. Dité pri navstéve kina vyhraje 1,2,3 nebo 4 bonbony s pravdépodobnostmsi 0,5; 0, 3;
0,1; 0,1. Nakreslete graf distribuéni a pravdépodobnostni funkce a urcete F(—1), F(0,8), F(1),
F(1,8), F(2).

Cviceni 1. Pro pochopeni pravidel hry ,,Osadnici z Katanu* se nam hodi vytesit nasledujici ilohu.
Nahodn4 veli¢ina X udava soucet cisel pri hodu dvéma klasickymi kostkami. Urcete



(a) pravdépodobnostni funkci ndhodné veliciny X (tabulkou i grafem),
(b) distribuéni funkei (tabulkou i grafem),
(c) pravdépodobnosti P(X < 3), P(X >9), P(8 < X <11), P(X =2).

Priiklad 4. Modelujme vysku kvétin v zahonku spojitou ndhodnou velicinou X s hustotou

[ esinz |, z€(0,n],
flw) = { 0 . jinde.

Naleznéte
(a) konstantu c tak, aby f byla skutecné hustota, a nakreslete graf f,
(b) P(5 <X <), P(X =3),

(c) distribucnd funkci F' ndhodné veliciny X véetné jejiho grafu, a pak s vyuzitim F urcete IP(X €

T T

[Z? 5]) Urcete tuto pravdépodobnost i graficky.

Cviceni 2. Ndhodna velicina X je dana pravdépodobnostni funkci

[ e(k—-2? ., ke{-1,0,1,3},
p(k)_{ 0 . jinak.

Urcete
(a) c tak, aby p byla pravdépodobnostni funkce,
(b) distribuéni funkci ndhodné veliciny X a jeji graf,
(c) P(X > 1), P(X € {0,3}).
Domaci cviéeni 1. Nahodné veli¢ina X je dana distribuc¢ni funkei

Lat | 1 e0,2],

16
Flz)=<¢ 0 , <0,
1 , T > 2.

Nakreslete graf F', spocitejte hustotu ndhodné veliciny X a nakrestelte jeji graf, dale urcete
pravdépodobnosti P(X € (1/2,1)), P(X > 1), P(X > 3).



