Poznamky k predmétu Aplikovana statistika, 12. téma

Linearni regrese

7 teorie ¢asto vime, ze namérena data vykazuji funkciondlni zavislost, ovsem zatizenou chybou
métreni. V naSem pripadé je tato zavislost linearni. Chtéli bychom najit takovou piimku, ktera
,nejlépe® (v jakém smyslu?) vystihuje nase data méfend s ndhodnou chybou. Tuto tilohu lze popsat
pomoci tzv. linearni regrese

Y(x) = B+ o + €(x),
kde
e pro kazdé = (nendhodné!) z podmnoziny M reédlnych ¢isel je Y (z) ndhodna veli¢ina,
e 31,02 € R jsou parametry,
e pro kazdé z € M je e(x) ndhodnd veli¢ina (chyba méfeni).

Ona funciondlni zavislost se nazyva regresni funkce 7n(z) a v linedrnim piipadé je definovand
vztahem

n(x) = E[Y ()] = 61 + Pax.
Sestavme tzv. linearni regresni model:

Y; =01+ b1 +¢, j=1,...,n,

kde pro hodnoty nezdvislé proménné x;,j = 1,...,n, jsme oznacili
Y, =Y(x)), ¢ =€(zy), n(z;)=n;, j=1,...,n.

Jeho predpoklady jsou

(i) n > 2 aexistujii,j € {1,...,n} takovd, ze x; # z;,
(i) EY; =n; =01+ boxj, j=1,...,n,

(iii) varY; =62 >0, j=1,...,n,

(iv) cov(Y;,Y;) =0, 4, =1,...,n,i # j.

Poznamka 1. Podminky (ii)-(iv) lze prepsat v 7eci chyb e(x;) ndsledovné:

Ee; =0,vare; =02, j=1,...,n, cov(e,€) =0, i,j=1,...,n,i%#j.

Bodové odhady parametri modelu
Model mé tfi parametry f31, 32, 02, pro néz bychom chtéli nalézt bodové odhady



e Pro odhady f1, B2 se standardné pouzivda metoda nejmensich ¢tverct — hledame by, bo
tak, aby platilo

n n

2 (= Cutbam))” = min, 3 (Y= (ho+ Far)

Jj=1

Je to aplikacni tloha na lokdlni extrémy funkci dvou proménnych (viz Matematiku II) a
nalezena teseni by, by jsou nejlepsimi nestrannymi linearnimi odhady parametru gi, 5s.

Poznamka 2. Bud’ Xy, ..., X, ndhodny vybér z rozdéleni nahodné veliciny X . Bodovy odhad
On = 0N (X4, ..., X,) parametru 0 tohoto rozdéleni je nestranny, jestlize

Efy = 90.
Nestranny bodovy odhad On parametru 0 je nejlepsi nestranny odhad, jestlize

var 0y = min var 6.
On

Bodovij odhad 6 je linedrnt, pokud existuji konstanty ag, a4, ..., a, € R tak, Ze
é =ag + Z CLz)(Z
i=1

Ona teSeni [y, By lze vyjadrit ve tvaru
bl = }7 - bgi’, (1)
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e Tudiz bodovym odhadem regresni funkce 7; je
ﬁj :bl—i—bgl’j, j: 1,...,71.
e Bodové odhady chyb €;, j =1,...,n, ziskané na zédkladé metody nejmensich ¢tvercu
gj:Y}—bl—bQSL'j

se nazyvaji rezidua a soucet jejich kvadratu (znaci se S,)

Se=Y_&=> (V;=)" =) (¥; — b — by’
=1 =1

J=1

pak rezidualni soucet ctverci. Snadnou tpravou lze ziskat tvar vhodny pro vypocty

Se = Z}/f —ble; —bQZl‘]YJ
ji=1 j=1 j=1

2



Vyuzitim rezidudlniho souctu ¢tverci obdrzime nestranny odhad rozptylu

1
s =6 =

Se,

n—2
ktery se nazyva rezidualni rozptyl.
Intervaly spolehlivosti — pas spolehlivosti a predikéni pas

Pokud bychom chtéli konstruovat intervaly spolehlivosti pro parametry regresniho modelu,
potfebujeme dodatecné predpoklady na chyby:

(i) €, j=1,...,n, jsou vzajemné nezavislé nahodné veli¢iny,
(ii) €, j=1,...,n maji normaln{ rozdéleni N (0, o?).

Pak (1 — a)100% oboustranny interval spolehlivosti pro

® [ je
[bl — tl,%(n — 2)81)1, b1 -+ tl,%(n — 2)81)1] s

o [ je
[bg — tl,%(n — 2)8b2, b2 + t1,%(n — 2)Sb2] s (3)

e regresni funkei n(z) je

[b1 + bow =t (n = 2)852), by + o + t1-g (0 = 2)550)]

kde
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ati_s(n—2)je (1 —%)100% kvantil t-rozdéleni s n — 2 stupni volnosti.

2 _
Sy, =S

Poznamka 3. (a) Vzhledem k ndpadné podobnosti téchto intervali spolehlivosti s intervaly spo-
lehlivosti pro stredni hodnotu (pri nezndmém rozptylu) téZ zaloZenyich na t-rozdéleni (s n— 1
stupni volnosti), si zkuste napsat jednostranné intervaly spolehlivosti pro parametry regresni
funkce.

(b) Pomoct intervali spolehlivosti lze testovat nulovost parametri regresni funkce. Jak testovat
hypotézy pomoct intervalu spolehlivosti jsme se naucili v tématu o jednovybérovijch testech.

Jestlize se divame na horni a dolni meze intervalu spolehlivosti pro regresni funkci jako na
funkce proménné x, pak plocha ohranicena grafy téchto funkci se nazyva pas spolehlivosti kolem
regresni primky. Obdobné lze zkonstruovat tzv. predikéni pas kolem regresni piimky, coz



je plocha ohrani¢end mezemi (1 — «)100% intervalu zkonstruovanych pfimo pro ndhodnou veli¢inu
Y(z)
[bl + box — t17% (n - 2)5’{/@), by + bax + tl*%(” - 2)8Y(x):|7

kde
1 (z — x)?

2 2 2 .2
s, =814+ —+ =5 — = 5"+ 55,
Y (x) ( n S 22 — an) 7i(z)
Kvalitu modelu, tj. jak dobfe linedrni regresni model vystihuje nase data, lze posoudit napf.
pomoci tzv. koeficientu determinace

S
RP=1-=
Sy’

kde S, je vyse definovany rezidualni soucet ctvercu a S; je tzv. celkovy soucet ¢tvercu

n

Si=> (V;-Y).

Jj=1

Koeficient determinace udava, jakou cast celkové variability zavisle proménné Y se podarilo regres-
nim modelem vysvétlit. Nabyva hodnot z intervalu [0, 1] a ¢im je blize k jedné, tim lépe model
nase data vystihuje.

Piiklad: Experimentalné byla zjistovana zavislost koncentrace nasyceného roztoku hydroxidu va-
penatého Y (v %) na teploté = (ve °C)

zj || 20 30 40 50 60 70 80
y; || 16,1 16,2 | 14,0 | 13,3 | 11,9 | 10,2 | 10,1 |

(a) Odhadnéte bodové parametry linedarni regrese a regresni funkci.

(b) Urcete 95% intervaly spolehlivosti pro parametry regrese.

(c) Urcete 95% interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu koncentrace pii teploté 40 °C.
)

(d) Odhadnéte bodové koncentraci nasyceného roztoku pii teploté 25°C.



