Poznamky k predmétu Aplikovana statistika, 11. téma

Testy zalozené na y?-rozdéleni

V ptehledu vyznamnych rozdéleni jsme si uvedli, ze Poissonovym rozdélenim se modeluje pocet
udalosti, které nastanou v néjaké mérné jednotce. To ovSem plati jen za predpokladu, ze udélosti
nastavaji nahodné a nezavisle na sobé. V redlném zivoté ovSem nemuzeme mit jistotu, zda jsou
predpoklady splnény a jestli se tedy jednd pravé o Poissonovo rozdéleni (nebo kterékoliv jiné).
Nasledujici odstavec se vénuje jednomu z testu rozdéleni.

x2?—test dobré shody

Podivejme se nejdiive na pripad, kdy chceme testovat, zda nahodny vybér pochazi z diskrétniho
rozdéleni. Spojity pripad je pak jednoduchym zobecnénim.

Priklad 1. Provedli jsme 600 hodu Sestistéennou kostkou. Vysledky jsou uvedeny v tabulce cetnosti
(n; je cetnost poctu ok z;, 1 =1,...,6):

7 1 213|4] 5 |6
pocet ok x; 1 2134 5 6
cetnostn; || 122 | 80 | 85 | 98 | 125 | 90

Otestujte na hladiné vyznamnosti 1 %, zda je kostka spravedlivd, tj. zajimd nds, zdali pocty ok
pochdzeji z diskrétniho rovnomérného rozdéleni na mnoziné {1,...,6}.

Uvazujme ndhodny vybér Xy, ..., X,,. Chtéli bychom otestovat, zda vybér pochéazi z rozdéleni L,
jehoz parametry zname. Nulova a alternativni hypotéza jsou tvaru

Hy : ndhodny vybér pochazi z rozdéleni L

H; : non Hy (ndhodny vybér nepochézi z rozdéleni L).

Predpokladejme, ze, stejné jako v Piikladé 1, mame realizaci ndhodného vybéru usporadanou do
tabulky ¢etnosti. Definujme si teoretické ¢etnosti jednotlivych t¥id

Ny=n-p(z;), i=1,...k,

kde p(z;) = P(X = x;) pro ndhodnou veli¢inu X majici rozdéleni £. Teoreticka ¢etnost IV; od-
povida tomu, kolikrat by v n pokusech méla priblizné nastat moznost z;, pokud vybér skutecné
pochdzi z £. Myslenka y2-testu dobré shody je genidlné jednoduchd. Pokud vybér pochdzi z hy-
potetického rozdéleni, pak by skutecné cetnosti n; jednotlivych tiid mély byt priblizné stejné jako
teoretické cetnosti N;. Testova statistika je zalozena na rozdilech n; — N;. Jeji pfesny tvar je

R=Y" (ni — Ni)?

=1 g

a za platnosti Hy mé asymptoticky y? rozdéleni o k — 1 stupnich volnosti.



Pozadavek, ze testované rozdéleni zndme vcéetné jeho parametru, neni v bézném zivoté obvykly
(pokud zrovna nechceme testovat napt. rovnomérné rozdéleni jako v Piikladeé 1). Predpokladejme
proto, ze ndhodny vybér pochédzi z rozdéleni L(0), kde 6 je nezndmy parametr. Chceme-li vyuzit
vyse uvedeny postup k testovani rozdéleni, v némz se pocitaji teoretické ¢etnosti N; rozdéleni L£(0),
je nutné parametr 6 z dat néjak rozumné odhadnout. V Piikladé 2, v némz chceme testovat, ze

Priiklad 2. Z nejmenovaného supermarketu jsme dostali informace o zdsilce vajec. Presnéji, kolik
rozbitych vajec bylo v jednotlivych (maliyjch) platech pochdzejicich z této zdsilky. Pocty jsou wvedeny
v tabulce cetnosti, kde n; znaci pocet plat, v nichz bylo prave x; rozbitych vajec.

v 1] 23415167
il 01 1234156
ng || 281512141100

Nds by zagimalo, zda pocty rozbitych vajec v platu maji binomické rozdélent.

vybér pochézi z Bi(6,p), bychom mohli odhadnout stiedni hodnotu p pomoci priméru X a pa-
rametr p pak z rovnosti p = 6p. Musime vsak mit na paméti, ze zamitneme-li nulovou hypotézu,
zamitame pouze, ze vybér pochézi z binomického rozdéleni s danym (odhadnutym) parametrem p
a nikoliv, Ze pochazi z binomického rozdéleni obecné.

Takto pouzity test tedy neumi testovat typ rozdéleni, pouze konkrétni rozdéleni s konkrétni vol-
bou parametru. Tento nedostatek je vsak mozné odstranit. Pokud odhadneme nezndmy parametr ¢
rozdéleni L£(0) tzv. modifikovanou metodou minimdlniho x?, lze dokdzat, Ze testova statistika
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mé za platnosti Hy asymptoticky x?-rozdéleni o k — r — 1 stupnich volnosti, kde
e 1 je pocet odhadnutych parametru rozdéleni,

o N; = np(z;), kde p(z;) = p(x;,0) jsou odhady p(z;) zalozené na modifikované metodé mi-
nimalniho x?.

JelikoZ je obvykle nemozné ziskat p(x;) modifikovanou metodou minimélniho x? piesné (jde o Fesen{
slozité soustavy rovnic), jako odhady pravdépodobnosti p(z;) se bézné berou rozumné odhady
spocitané z dat (viz komentar k Piikladu 2). Timto postupem se v praxi testuje nulova hypotéza,
ze data pochézeji z daného typu rozdéleni L£(f) proti alternative, ze tomu tak neni.

Poznamka 1. Kuvili pribliznému charakteru x?-testu dobré shody je nezbytné kldst pozadavky na
cetnosti jednotlivych trid. Je treba, aby N; > 1, Vi, a N >5 pro alepon 80% trid. Pokud nejsou
tyto predpoklady splnény, je treba vhodné slouczt nékteré tridy (anebo si obstarat dalsi data). Pokud
to neni mozné, nelze test pouZit.

1Po tpravéach lze ziskat pro numerické vypoéty vhodnéjsi tvar
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i kdyz z néj neni patrné, jak testova statistika vznikla.



Pro spojity piipad si opét uvedeme ilustrac¢ni piiklad. Méjme realizaci ndhodného vybéru ze spo-
jitého rozdéleni danou nasledujici tabulkou ¢etnosti:

zastupce 6 7 8 9 10 38
x —00-6,5 | 6,5-7,5 | 7,5-8,5]8,59,5|9,5-10,5 | 37,500
n; 3 7 20 10 9 1

Teoretické cetnosti jednotlivych tiid (¢i jejich odhady) se spocitaji analogicky jako v piipadé
diskrétnim, ale pravdépodobnosti p(z;) jsou nahrazeny pravdépodobnostmi, ze ndhodnd veli¢ina
s rozdélenim £(6) padne do daného intervalu. Tyto pravdépodobnosti spoc¢teme z hustoty nebo
z tabulek v ptipadé, ze zname vSechny parametry rozdéleni. Pokud nékteré parametry nezname,
odhadneme je z dat.

Testy nezavislosti v kontingenc¢nich tabulkach

Nyni bychom radi zkoumali zavislost barvy oc¢i a barvy vlasu. V predchozi kapitole jsme se seznamili
s testem nezavislosti zalozenym na vybérovém korelacnim koeficientu. Pro ptipad barvy oci a
vlasu je ovSem tento test nepouzitelny. Nejedna se totiz o prirozené ciselné veliciny, ale o tzv.
kvalitativni veli€¢iny. Muzeme jim sice ptiradit (pro snadnou manipulaci) ¢iselné hodnoty, ale
nemuzeme zavést zadné usporddani — nemad smysl diskutovat, zda jsou modré o¢i ,,vic“ nez oci
zelené. Pro takovy ptipad je vhodné pouzit tzv. kontingenéni tabulky. Jedna se o tabulku
cetnosti, jejiz fadky udavaji cetnosti veliciny X (barva vlasu) a sloupce ¢etnosti veli¢iny Y (barva
oci).

’ H zelené \ modré \ hnédé \ cerné ‘

blond 6 12 4 0
hnédé 11 7 13 3
cerné 1 0 9 17
zrzavé 15 8 6 2

Chceme testovat, zda jsou veli¢iny X a Y nezavislé. Uvazujme obecné kontingenéni tabulku (n;)
o r fadcich a ¢ sloupcich. Oznacme n =377 | 37 | n,; a déle

c
ng. = E Tl
J=1
r
n.; = E Ngj.
i=1

Definujme
~ Mn: . N. 5
Ni‘ - v ']. 1
: (1)

Potom testova statistika pro nulovou hypotézu

Hy : veliciny X a Y jsou nezavislé,



oproti alternativé, ze tomu tak neni, ma tvar
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a za platnosti Hy mé asymptoticky y?-rozdéleni o (r — 1)(c — 1) stupnich volnosti.

Poznamka 2. Ackoliv se mohou oba vyse zminiované testy zddat na proni pohled absolutné odlisné,
jedna se v podstaté o jeden a tentyz test. Staci si uvédomit definici nezdvislosti nahodnych velicin,
tedy Ze (diskrétni) veliciny X a'Y jsou nezdvislé pravé tehdy, kdyz

]P(X = I’Z‘,Y = y]) = ]P)(X = l’z>]P> (Y = yj): Vl'i,yj,
zkrdcené
Pij = Di- " D-js Vi, ]
Jde o testovdni Hy : pi; = pi. - p.;, Vi,7, proti alternative, Ze tomu tak neni. Jednd se tedy o test
shody dat se soucinovym rozdélenim, za platnosti Hy by pro teoretické cetnosti Nyj platilo
Nij=n-pjj=mn-p;. -p.;.

JelikoZ margindlni pravdépodobnosti p;., p.; obecné zdvisi na parametru 6 rozdéleni ndhodného
vektoru (X,Y), je treba je odhadnout z dat

~ ng. MN.j; n;.mn.;
n n n

(srovnej s (1)).
CVICENI K TOMUTO TEMATU

(i) Necht ndhodné velicina X udava procentudlni obsah bilkovin v zrnech psSenice. Testujte (na
hladiné 1 %), zdali m& X normalni rozdéleni, pokud maéte k dispozici data:

2; [ d08,5[8,5—9,519,5—10,5] 10,5 — 11,5 | pres 11,5
n || 2 10 10 35 33

(ii) Zkoumad se, zdali jsou rodinny stav zenicha (svobodny, rozvedeny, vdovec) a nevésty (svo-
bodné, rozvedend, vdova) na sobé nezavislé na hladiné vyznamnosti 5 %. K dispozici jsou
pocty snatku mezi jednotlivymi skupinami za jeden rok:

2Viz poznamku pod éarou 1,
r c 2
(D3 SRR
o ng.n.; '
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Neveésta

Zenich | svobodnd | rozvedens | vdova
svobodny 7220 190 642
rozvedeny 230 20 29

vdovec 760 29 45

(iii) Na zakladeé ankety vykonané u studentu Aplikované statistiky z lonského roku byla statisticky
odvozena oblibenost kofoly (K) a piva (P). Pravépodobnostni rozdéleni je uvedeno v tabulce
(symbol =K znaci negaci ke K, tedy ,nepiti kofoly*):

PAK|PA-K| -PAK ]| -PA-K
0,35 | 0,3 0,25 0,1
63 15 19 9

Posledni tadek udava cetnosti jednotlivych moznosti ziskanych pruzkumem ve vasich para-
lelkdch. Otestujte na hladiné 5 % hypotézu, zda jsou vase chuté stejné jako chuté lonskych
studentu.

(iv) Byly zjistény ndsledky 50 lidi usknutych vzacnym druhem hada a také informace, zdali
usknuti lidé uzivali 1éky proti vysokému tlaku:

e e 14 Nasledky
Uzivali leky smrt | silné kiece, prezili | zadné nésledky
ano 14 6 7
ne 9 3 11

Rozhodnéte, zda jsou nasledky ustknuti vyznamné zavislé na tom, zda ustknuti lidé pouzivali
léky proti vysokému tlaku (na hladiné vyznamnosti 10 %).

(dev) V jedné lokalni fotbalové lize se sledoval pocet vstielenych branek za jednu sezénu:

pocet branek || O | 1 | 2 | 3 | 4 a vice
¢etnost 19130 |17 | 10 8

Zjistéte na hladiné vyznamnosti o = 5 %, zda pocet vstielenych branek pochdzi z Poissonova
rozdéleni.



