Poznamky k predmeétu Aplikovana statistika, 1. téma

Motivace

Na otézku, pri jaké teploté vie voda, nejspis neodpovite. Budete chtit znat podminky, které mate
uvazovat. Vime, ze za norméalniho tlaku, tj. 1013, 25 hPa, je vzdy teplota varu vody 100 °C. Vysledek
takového pokusu je stéle stejny.

Nyni si predstavte, ze vSichni vasi kolegové zméri teplotu varu vody v misté svého bydlisté ve
stejny cas. Tyto hodnoty se budou lisit v zavislosti na tlaku v dané lokalité. Pokud bude shér dat
anonymni, muzete vysledky téchto méreni povazovat za nahodné.

1. Nahodné jevy

e miiZeme na né nahlizet jako na vysledky pokust (konanych za stejnych podminek). Dopiedu
nemuzeme urcit, ktery z vice moznych vysledkt nastane.

e Deterministicky jev (nendhodny): za stejnych podminek vychazi stale stejny vysledek.

e Elementarni ndhodny jev w je takovy nahodny jev, ktery uz se neda rozdélit na podjevy.
Q)...mnozina vSech elementarnich jevi neboli mnozina vSech moznych vysledkt pokusu.
Q2 = {w; w je elementéarni jev}.

Nahodné jevy jsou pak podmnoziny mnoziny €. Znacime je obvykle velkymi pismeny ze
zacatku abecedy.

Piiklad 1. Hdzime spravedlivou Sestisténnou kostkou (pozn.: ,spravedlivd® znamend, Ze
vSechny moznosti, co mohou padnout, jsou stejné pravdépodobné). Potom

Q = {wl,wg, e ,wg},

kde w; je elementdrni jev, Ze na kostce padlo ¢islo i. Oznacme ddle A jev, Ze na kostce padlo
liché cislo a B jev, Ze ¢islo, které padlo je vyssi neZ 3. Jevy A a B jiZ nejsou elementdrni
jevy, ale daji se pomoci nich vyjadrit:

A = {wla w3, W5}

B == {C(.)4, Ws, WG}'
e Symbolika ndhodnych jevi

Q... jev jisty
(... jev nemoZny

A C B nastane-li jev A, nastane i jev B

C =AUB ... jev C nastane, nastane-li alespon jeden z jevi A, B
C =ANB ... jev C nastane, nastanou-li oba jevy A, B zéroven
C' = A\ B ... jev C nastane, nastane-li jev A, ale nenastane jev B

Ac=Q\ A ... jev doplitkovy k jevu A (jiné mozné znaceni A, A’)
pokud AN B = (), nazyvame jevy A, B disjunktni (neslucitelné)



2. Nékteré definice pravdépodobnosti
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Klasicka definice pravdépodobnosti
Necht € méa jen konefné mnoho prvki (2 = {wi,...,w,}) a vSechny elementarni jevy
jsou stejné pravdépodobné (P (w;) = %, Vi), potom pravdépodobnost ndhodného jevu A =

U;nzl{wj} je

)

P(A) =

m
n
neboli ,,pocet priznivych moznosti ku poc¢tu vSech moznosti“.

Poznamka 1. DileZitym predpokladem, na ktery se zapomind, je prdavé stejnd pravdépo-
dobnosti elementdrnich jevi. Je treba si spravné definovat mnoZinu §2. Naptiklad hdzime-li
dvéma kostkami, pak jevy ,padnou dvé jednicky“ a ,padne jedna jednicka a jedna dvojka“
nejsou stejné pravdepodobné, ackoliv se mizZe zdat, Ze ano. Musime si uvédomit, Ze dvé jed-
nicky mohou padnou jen jednim zpusobem, kdezZto jednicka a dvojka zpisoby dvéma. Pokud
se ndm zdd, Ze tyto dvé moznosti jsou nerozlisitelné, staci si predstavit, Ze hdzime dvéma riz-
nobarevnymi kostkami nebo jednou kostkou dvakrdt za sebou. Pak je zieymé, Ze ke stejnému
vysledku jedna jednicka a jedna dvojka mizZeme dospet dvéma riznymi zpisoby. MnoZina €
je potom mnozina usporddanyjch dvojic c¢isel od jedné do Sesti, z nichZ pruoni uddvd pocet ok
na prong kostce (v pronim hodu) a druhé pocet ok na druhé kostce (v druhém hodu). MnoZina
Q md 36 privkﬁ a pravdépodobnost jednotlivijch dvojic je 3—16. Teldy 1t pravdépodobnost dvou

. L . » . Lo . . 1T
Jednicek je ¢, ale pravdépodobnost jednicky a dvojky je 2 - 55 =

E.
Statistickd definice pravdépodobnosti
Provedeme n pokusi, z nichz v n4 ptripadech nastal jev A. Potom odhad pravdépodobnosti
jevu A je priblizné
. Na

— ~P(A a P(A) = lim —.
A P (4) (4) = lim ™
Geometricka pravdépodobnost
Je jakousi spojitou analogii klasické pravdépodobnosti. Moznosti jiz neni kone¢né mnoho,
ale spadaji do né&jaké mnoziny @ C R? Jevy nejsou ani stejné pravdépodobné, nicméné
pravdépodobnost, Ze vysledek pokusu padne do néjaké mnoziny, je tmérna velikosti (délce,
plose, objemu) té mnoZziny vzhledem k velikosti mnoziny 2. Geometricka pravdépodobnost,
ze nahodny jev A padne do mnoziny S je potom

S
P(A) = M7
1(92)
kde p oznacuje velikost mnoziny (délka, obsah, objem,. .. ). Jak je vidno, na pravdépodobnost
muzeme nahlizet riznymi zptsoby.

Cviceni 1. Do stejného pristavu maji béhem nasledujicich dvanacti hodin pfijet dvé lodi.
Jejich posadky jsou dohodnuté, Ze na sebe navzajem v pristavu hodinu pockaji. Pokud béhem
té doby nepfijede druhé lod, lod pristav opousti. Obé lodi piijizdi do pfistavu ndhodné. Jaka
je pravdépodobnost, Ze se posadky setkaji?

Cviceni 2. Zasazeni terce tvaru kruhu o poloméru R je jisty jev. Urcete pravdépodobnost,
ze stiela zasdhne vnitfek rovnostranného trojuhelniku vepsaného hrani¢ni kruznici.



e Vlastnosti pravdépodobnosti

PQ)=1P®M =0
0<P(4)<1,VA
Jsou-li jevy Ay, As, ..., A, po dvou disjunktni, potom P (U, A;) = > 1, P(4;)

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)
spec. A, B disjunktni = P(AU B) =P (A) + P (B)

ACB=P(A) <P(B)

PA\B)=P(A)-P(ANDB)
spec. BC A=P(A\B)=P(A) —P(B)

o P(A)=1—P(A)

Priiklad 2. V osudi je deset losi, dva z nich jsou vgherni a osm nevyhernich. Vytihneme ndhodné
dvojici losi. Jakd je pravdépodobnost, Ze z nich alespon jeden bude vijherni?

Resend. Pocet viech moznosti, jak vytdhnout dvojici lost, je roven kombinacnimu cislu (120) = 45.
Pocet moznosti, jak vytahnout jeden viyherni a jeden nevyherni los je 16, nebot ke kaZdé moznosti
vigherniho (celkem dvé) mizZeme vytdhnout libovolny nevgherni (celkem 8). Moznost, jak vytdhnout
dva vyherni je jen jedna. Pocet priznivijch jevi je tedy 17. Potom pravdépodobnost vytahnuti alespon
jednoho vyherniho losu je tedy rovna

17

45
Cvic€eni 3. V Supliku je 6 ¢ernych, 4 bilé a 2 modré ponozky. Rano (jesté potmé) vytahneme 3
ponozky najednou. Urcete pravdépodobnost jevu, Ze vSechny ponozky jsou stejné barvy a pravdé-
podobnost jevu, Ze aspon 2 jsou stejné barvy.

Cviceni 4. Hazime tfikrat hraci kostkou. Oznacme jevem A, Ze soucet ¢isel na kostkach je sudy
a jevem B, ze v prvnim hodu padne jedni¢ka. Spocitejte P (A), P(B), P(ANB) aP(AU B).

Cvi€eni 5. (vznikl na zdkladé ankety zadané na cvicenf vasich kolegii) Necht pravdépodobnost
jevu K, ze student VSCHT pije kofolu, je P(K) = 3/5, jevu P, ze student VSCHT pije pivo,
je P(P) = 13/20. Déle vime, ze PP(K N P) = 7/20. Stanovte pravdépodobnosti jevii, zZe student
VSCHT



3. Podminéna pravdépodobnost

Uvazujme jevy A a B, kde P (B) > 0. Podminénou pravdépodobnosti jevu A za podminky, Ze nastal
jev B (znacime P (A|B)), nazyvame podil

P (AN B)

PUIB) = 5

Podminéna pravdépodobnost je v podstaté opét pravdépodobnosti jen ,,zije ve svété”, kde uz nastal
jev B. M4 tedy analogické vlastnosti:

e P(QB) =1,

e P(A|B) >0, VA,

e P(A|B) =1—P(A°B). Zde pozor, NEPLATI, 7e P (A|B) = 1 — P (A|B°)!!!
Poznamka 2. Pokud navic je P (A) > 0, pak ze symetrie priniku plyne i

P(ANB

P(BJA) = —(IP’(A) )

a vyjadrime-li z obou rovnosti prinik, dostdvame vztah
P(ANB)=P(A|B)P(B)=P(B|A)P(A).

Nezavislost jevi

Jevy A, B jsou nezavislé, jestlize plati:

P(ANB) =P (A) P(B).

Skupina jevi Ay, ..., A, je nezavisla, jestlize pro kazdou {ni,...n,} C {1,...,n} plati

P (ﬂ Ani> =[P A.) =P(An)-...-P(4,).

Poznamka 3. Nepletme si poymy nezdvislosti a disjunktnosti jeuvii.

Poznamka 4. Ve svétle definice podminéné pravdépodobnosti by pro jevy A, B s kladnou pravdé-
podobnosti slo nezdvislost jevi definovat ndsledovneé:
Necht P (A) > 0, P(B) > 0. Potom jsou jevy A, B nezdvislé jestlize

P(A|B)=P(A) nebo P(B|A)=P(B)

Cviceni 6. Hazime dvéma kostkami. Oznac¢me jevem A, Ze padne Sestka a jevem B, Ze soucet na
obou kostkéach je 8. Urcete P (A|B) a zjistéte, zdali jsou jevy A, B nezavislé.

Cviceni 7. Hazime dvéma kostkami — ¢ervenou a zelenou. Oznacme jevy

A = {na cervené kostce padne sudé ¢islo},
B = {na zelené kostce padne liché ¢islo},
C' = {soucet ¢isel na obou kostkach je lichy}.

Jsou jevy A, B, C' nezéavislé? Jsou po dvou nezavislé?
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Véta 1. (O uplné pravdépodobnosti) Necht Q) = ]| E;, kde E; jsou jevy navzdjem disjunktni
a P(E;) > 0,Vi. Potom pravdépodobnost nahodného jevu A je rovna

P(4) = Y P(AIE)P(E).

Cviceni 8. V osudi je osm bilych a dvé ¢ervené koule. V prvnim tahu vytahneme jednu kouli.
Kouli vratime zpét a jesté do osudi pridame jednu kouli stejné barvy jako byla vytazené koule.
Tahneme znovu z osudi. Urcete pravdépodobnost, ze

(a) ve druhém tahu vytahneme cervenou kouli,

(b

) ve druhém tahu vytdhneme bilou kouli,
(c¢) vytahneme dvakrat ¢ervenou kouli,
)

(d) prvni tazena koule byla ¢ervena, jestlize jsme v druhém tahu vytahli ¢ervenou kouli.

Bayesova véta

Z definice podminéné pravdépodobnosti dostdvame nejjednodussi verzi Bayesovy véty.
Véta 2. Necht P(A) >0 a P(B) > 0. Potom

P (BIA)P (A)

P(AIB) = =55

O néco obecnéjsi verzi ziskdme, rozepiseme-li pravdépodobnost jevu B pomoci véty o tplné prav-
dépodobnosti:

Véta 3. Necht Q = \J!_, E;, kde E; jsou jevy navzdjem disjunktni, P (E;) > 0,Yi a P(B) > 0.
Potom

_ P(B|E)P(E))
P(E;|B) = S P(BIE)P(E)

Priklad 3. Je zndmo, Ze nemoci N trpi 2 % populace. Nemoc je diagnostikovdana na zdkladé vyset-
rent, jez odhali u nemocného nemoc s pravdépodobnosti 0,9 a u zdravého ji vylouci v 70 % pripadii.
Byla vysetrena ndhodné vybrand osoba. Urcime pravdépodobnosti, Ze diagnoza byla sprdavnd,

(a) byl-li visledek vysetFent pozitivni,

(b) byl-li vysledek vysetieni negativni.

Reseni. Oznaéme Z jev, Ze pacient netrpi nemoci N. Jev, Ze nemoci trpi oznacme Z°. Ddle D

znaci jev, Ze nemoc byla diagnostikovdna, jev, Ze nebyla diagnostikovdna, oznac¢me D. Potom ze
zaddni zndame ndsledugici pravdépodobnosti:

P(Z¢) = 0,02. .. pravdépodobnost, Ze nahodné vybrany clovék trpi nemoci N,
P(D|Z¢) = 0,9... pravdépodobnost odhaleni nemoci u nemocného,

P (D¢|Z) = 0,7... pravdépodobnost vylouceni nemoci N u zdravého.

V (a) odpovidame na otdzku, jakd je pravdépodobnost, Ze pacient nemoci skutecné trpi, byl-li
vysledek vysetrent pozitioni, tedy pocitame pravdépodobnost jevu Z¢|D. Dle Bayesovy vély je
P(D|Z°)P (Z°) P(D|Z°)P (Z°)

P(ZD) = P (D) " P(D|Z9)P(2°) + P(D|Z)P (2)
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Z vlastnosti pravdépodobnosti a podminéné pravdépodobnosti je P(Z) = 1 — P(Z°) = 0,98 a
P(D|Z) = 1—P(D|Z) = 0,3. Potom

P(Z°|D) 0,9-0,02
. 0,9-0,024+0,3-0,98

V' (b) odpoviddme na otdzku, jakd je pravdépodobnost, Ze pacient nemoci netrpt, byl-li viysledek
vySetrent negativnig, tedy pocitdme pravdépodobnost jevu Z|D¢. Ta je rovna

oy P(D|2)P(Z) P(D|Z)P (2)
P(Z|D°) = = :
P (D¢) P(De|Z2)P(Z) + P (De|Ze)P (Z¢)
Chybéjict pravdépodobnosti opét snadno dopocteme: P (D¢|Z¢) =1 —P(D|Z¢) = 0,1. Pak
P (Z|D") - 0,7-0,98

- 0,7-0,9840,1-0,02°

Do kalkulacky si ctend? snadno dosadi. Vsimnéte si, Ze jevy E; z Bayesovy véty jsou zde pouze
dva, By = Z, By = Z°.

Cviceni 9. Ve studijnim kruhu je 30 studentii, z toho 20 chlapci. Pravdépodobnost jevu, ze
chlapec ma kratké vlasy, je 0, 7. Pravdépodobnost, Zze divka bude mit dlouhé vlasy, je 0,9. Spocitejte
(a) pravdépodobnost, ze nahodné vybrany chlapec bude dlouhovlasy,
(b) pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrané divka bude kratkovlasa,
(¢) nédhodné vybrany student bude dlouhovlasy chlapec,
(d) nédhodné vybrany student bude kratkovlasa divka,
e) nahodné vybrany student bude mit dlouhé vlasy.
f) Se zavazanyma o¢ima jsme nahodné vybrali studenta a dotekem zjistili, Ze ma kratké vlasy.
Jaka je pravdépodobnost, Ze je to divka?
(g) Opét jsme naslepo vybrali studenta a dotekem zjistili, Ze je dlouhovlasy. Urcete pravdépo-
dobnost, ze vybrany student je

(
(

e chlapec,

o divka.

Domaci cviceni 1. Jaka je pravdépodobnost, ze v rodiné se tfemi détmi jsou dvé divky a jeden
chlapec, vite-li, Ze pravdépodobnost narozeni chlapce je 3/5 a divky je 2/5.

Domaci cviceni 2. (inspirovan Zenskym findle Wimbledonu 2015)
Pravdépodobnost, Ze tenistka da prvni servis, je 0,6. Pravdépodobnost (podminéna!), ze udéla
dvojchybu, je 0,2. Spoctéte, jaka je pravdépodobnost, ze tenistka

(i) da druhy servis (nepodminéna pravdépodobnost),
(ii) nezkazila prvni servis, pokud vime, Ze neudélala dvojchybu.

Domaci cviceni 3. Manzel nepfiSel vcéas ze zaméstnani. Manzelka ze zkuSenosti vi, Ze s pravdé-
podobnosti 0,3 (resp. 0,6; 0,1) pracuje prescas (resp. odpo¢iva v hospodé, zdrzel se z jiné pficiny).
Pravdépodobnosti, Ze manzel bude ve 20 hodin doma jsou, podle toho, kde se zdrzel, 0,7; 0,2; 0,9.

(i) Jaka je pravdépodobnost, Ze manzel nebude ve 20 hodin doma?

(ii) Manzel nakonec ve 20 hodin doma byl. Jaka je pravdépodobnost, Ze se zdrzel v hospodé?



