
Popisná statistika

Slovńı popis problému

Naš́ım ćılem v této úloze bude stručně a přehledně charakterizovat rozsáhlý soubor dat - v našem
př́ıpadě počty bod̊u z prvńıho a druhého zápočtového testu z matematiky. Chceme źıskat představu
o středńım počtu źıskaných bod̊u v jednotlivých ṕısemkách (poloha), jejich variabilitě a rozděleńı
mezi studenty. Dále bychom rádi posoudili, zda dobrý výsledek v prvńım testu bývá doprovázen
dobrým výsledkem i v druhém testu.

Data

Máme k dispozici počty źıskaných bod̊u z prvńı a druhé paralelkové ṕısemky z předmětu Ma-
tematika I (zimńı semestr 2015/2016) a to za 762 student̊u (všichni studenti, kteř́ı psali prvńı i
druhou zápočtovou ṕısemku). Pro spravedlivěǰśı porovnáńı výsledk̊u obou ṕısemek jsme vyloučili
ze zkoumáńı studenty, kteř́ı psali pouze prvńı ṕısemku. Následuje ukázka tabulky s body z ṕısemek.

Student(ka) 1.PP 2.PP

1 43 65
2 37 43
3 27 7
... ... ...

762 44 28

Řešeńı - teorie

Než představ́ıme jednotlivé charakteristiky, je potřeba si uvědomit, že p̊ujde o charakteristiky po-
pulačńı, nikoliv výběrové. Vycháźıme totiž z toho, že známe celý základńı soubor (výsledky všech
student̊u) a můžeme tedy dané charakteristiky spoč́ıtat přesně. Naopak výběrové charakteristiky
se použ́ıvaj́ı v situaćıch, kdy máme k dispozici pouze malou část základńıho souboru (źıskanou
náhodným výběrem), a pomoćı těchto výběrových charakteristik se snaž́ıme (co možná nejlépe)
odhadnout charakteristiky celého základńıho souboru, které neznáme. Výběrové charakteristiky
bychom tedy použili např. v situaci, kdy bychom neměli př́ıstup k databázi dosažených bod̊u a tak
bychom náhodně vybrali 20 student̊u a zeptali se jich na jejich výsledky ze zápočtových ṕısemek.

Mı́ry polohy

1. Aritmetický pr̊uměr
Jde o nejčastěji použ́ıvanou mı́ru polohy. Jsou-li xi (i = 1...n) jednotlivá pozorováńı (v našem
př́ıpadě počty bod̊u), aritmetický pr̊uměr definujeme takto:

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi.
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Mezi výhody pr̊uměru patř́ı, že je srozumitelný široké veřejnosti (i bez znalosti statistiky)
a že jde o hodnotu, která v jistém smyslu nejlépe vystihuje daný soubor dat (minimalizuje
součet čtverc̊u odchylek jednotlivých pozorováńı od této hodnoty). Nevýhodou může být
obt́ıžněǰśı interpretovatelnost (hodnota pr̊uměru nemuśı být v oboru př́ıpustných hodnot pro
x - např. pr̊uměrný počet bod̊u nemuśı být celoč́ıselný) a vyšš́ı citlivost na odlehlá pozorováńı
(např. když se někdo při zadáváńı bod̊u do poč́ıtače splete a zaṕı̌se tř́ımı́stné č́ıslo, vychýĺı
to pr̊uměr a t́ım přestane dobře charakterizovat polohu dat).

Poznamenejme, že vedle aritmetického pr̊uměru existuj́ı i jiné pr̊uměry (např. geometrický,
harmonický atd.), ty se však použ́ıvaj́ı ve specifických situaćıch (např. při výpočtu pr̊uměrného
tempa r̊ustu, kdy nelze poč́ıtat celkový r̊ust za několik obdob́ı pomoćı součtu, nýbrž pomoćı
součinu r̊ust̊u v jednotlivých obdob́ıch).

2. Medián
Daľśı obĺıbenou charakteristikou polohy je medián. Je to, zhruba řečeno, prostředńı hodnota
ze všech hodnot v souboru, tedy 50 % hodnot by mělo být menš́ıch než medián a 50 %
hodnot větš́ıch než medián. Jedná se tedy o 50% kvantil.

Jednotlivá pozorováńı xi v souboru dat uspořádejme vzestupně podle velikosti, tj.

x(1) ≤ x(2) ≤ x(3) ≤ ... ≤ x(n). (1)

Potom medián x̃ spoč́ıtáme takto

x̃ =

{
x(n+1

2
) pro n liché,

(x(n
2
) + x(n

2
+1))/2 pro n sudé.

Výhodou mediánu je, že neńı citlivý na odlehlá pozorováńı (chybně zadaná hodnota neo-
vlivńı medián, nebo jej ovlivńı jen velmi nepatrně). Použit́ı mediánu naopak neńı výhodné v
př́ıpadech, kdy sledovaný znak nabývá jen malého počtu r̊uzných hodnot (např. pouze 0 nebo
1), v takovém př́ıpadě je totiž medián př́ılǐs hrubý ukazatel s ńızkou vypov́ıdaćı hodnotou o
poloze dat a může být i dosti citlivý na malé změny v datech, jsou-li četnosti jednotlivých
hodnot vyrovnané.

Mı́ry varibility

1. Rozptyl, Směrodatná odchylka
Nejběžněji použ́ıvanou mı́rou variability je rozptyl, potažmo směrodatná odchylka. Rozptyl
je definován takto:

σ2 =
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2.

Jedná se tedy o pr̊uměr druhých mocnin vzdálenost́ı jednotlivých pozorováńı od pr̊uměru.
Toto č́ıslo je poněkud obt́ıžněji interpretovatelné (je vyjádřeno v druhé mocnině jednotek, ve
kterých měř́ıme xi), proto se dále definuje směrodatná odchylka jako odmocnina z rozptylu:

σ =
√
σ2.
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Směrodatná odchylka tedy vyjadřuje pr̊uměrnou vzdálenost jednotlivých pozorováńı od pr̊uměru.
Č́ım větš́ı je variabilita dat, těm větš́ı je samozřejmě tato vzdálenost.

2. Rozpět́ı
Rozpět́ı je vlastně rozd́ılem dvou kvantil̊u a udává š́ı̌rku intervalu, ve kterém je koncentrována
předem daná část celého souboru. Č́ım větš́ı je rozptýlenost dat, t́ım větš́ı jsou š́ı̌rky těchto
interval̊u. 100α% kvantil (znač́ıme xα) je taková hodnota, která rozděluje daný soubor dat na
dvě části - 100α % dat je menš́ıch nebo rovna dané hodnotě a 100(1−α) % dat je větš́ıch než
daná hodnota. Pokud by tato hodnota vycházela někde mezi dvěma pozorováńımi, použ́ıvaj́ı
se r̊uzné interpolace nebo zaokrouhlováńı (r̊uzné softwary k tomu přistupuj́ı r̊uzně) - viz.
např. výpočet mediánu pro n sudé výše.

• Variačńı rozpět́ı
R = xmax − xmin

Jde o rozd́ıl největš́ı a nejmenš́ı hodnoty, tedy š́ı̌rku intervalu, ve kterém se nacháźı
všechna pozorováńı.

• Decilové rozpět́ı
Rd = x0,9 − x0,1

Decilové rozpět́ı je rozd́ıl posledńıho a prvńıho decilu a odpov́ıdá š́ı̌rce intervalu, ve
kterém se nacháźı 80 % hodnot.

• Kvartilové rozpět́ı
Rq = x0,75 − x0,25

Kvartilové rozpět́ı je rozd́ıl horńıho a dolńıho kvartilu a představuje š́ı̌rku intervalu, ve
kterém se nacháźı 50 % dat.

Jelikož jsou rozpět́ı odvozená od kvantil̊u, nejsou citlivá na extrémńı hodnoty (kromě va-
riačńıho rozpět́ı). Nevýhodou oproti momentovým charakteristikám (rozptyl, směrodatná
odchylka) je fakt, že nevyuž́ıvaj́ı veškerou č́ıselnou informaci v datech obsaženou, ale pouze
uspořádáńı dat.

3. Variačńı koeficient
Na rozd́ıl od předchoźıch charakteristik variability je variačńı koeficient relativńı (nikoliv
absolutńı) mı́rou variabilitu. Proměnlivost hodnot totiž vztahuje k velikosti těchto hodnot,
přesněji směrodatnou odchylku vztahuje k pr̊uměru. Je tedy definován takto:

V =
σ

x̄
.

Tento ukazatel vycháźı z empirického pravidla, že č́ım větš́ıch hodnot sledovaná proměnná
nabývá, t́ım větš́ı bývá jej́ı rozptýleńı. Pro potřeby srovnáńı variability r̊uzných proměnných
nebo soubor̊u se tedy variačńı koeficient snaž́ı tento jev eliminovat.

Mı́ry (lineárńı) závisloti
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1. Korelačńı koeficient (Pearson̊uv)
Jednou z nejuž́ıvaněǰśıch (ovšem zdaleka ne jedinou) mı́rou závislosti (či podobnosti) dvou
veličin je korelačńı koeficient. Uvažujme, že u každého objektu (v našem př́ıpadě student)
sledujeme dvě proměnné (v našem př́ıpadě počty bod̊u v prvńım a druhém testu) x, y. Śılu
(a také směr) lineárńı závislosti mezi těmito proměnnými lze vyjádřit pomoćı korelačńıho
koeficientu, který je definován takto:

r(x, y) =
cov(x, y)

SxSy
=

∑n
i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)√∑n

i=1(xi − x̄)2
√∑n

i=1(yi − ȳ)2
.

Dá se ukázat, že −1 ≤ r(x, y) ≤ 1, přičemž hodnoty bĺızké -1 indikuj́ı silnou negativńı
závislost (s rostoućım x klesá y), hodnoty bĺızké 1 indikuj́ı silnou pozitivńı závislost (s ros-
toućım x roste i y) a hodnoty bĺızké nule znamenaj́ı absenci lineárńı závislosti.

Vizualizace dat
Velmi užitečným nástrojem pro pochopeńı a prezentaci dat jsou grafy. V literatuře existuje nepřeberné
množstv́ı r̊uzných typ̊u graf̊u zaměřených na zobrazeńı r̊uzných aspekt̊u či vlastnost́ı datového
souboru. My se zaměř́ıme na zobrazeńı polohy, variability a rozděleńı počtu bod̊u v jednotlivých
testech a na zobrazeńı souvislosti mezi počtem bod̊u v prvńım a v druhém testu.

1. Krabicový graf (Box plot)
Hlavńım ćılem krabicového grafu je znázornit polohu a variabilitu datového souboru a to
vykresleńım vybraných kvantil̊u (mediánu, kvartil̊u). V omezené mı́̌re také vypov́ıdá něco o
rozděleńı dat a napomáhá identifikovat odlehlé hodnoty. Krabicový diagram budeme kreslit
na výšku a to t́ımto postupem (pro ilustraci viz. obr. ńıže):

(a) Vykresĺı se základńı obdélńık (krabice), jehož dolńı a horńı strana odpov́ıdaj́ı dolńımu
a horńımu kvartilu (x0,25, x0,75). Výška krabice tedy odpov́ıdá kvartilovému rozpět́ı.

(b) Uvnitř krabice se udělá vodorovná čára ve výšce mediánu (x̃ = x0,5). T́ım jsme rozdělili
soubor dat na čtyři stejně velké (co do četnosti) části.

(c) Ze spodńı části krabice se pak vede svislá úsečka směrem dol̊u (dolńı fous), přičemž
jej́ı dolńı mez odpov́ıdá takové nejmenš́ı hodnotě ze souboru, která lež́ı pod krabićı ve
vzdálenosti nejvýše 1,5 násobku výšky krabice. Podobným zp̊usobem se sestroj́ı horńı
fous krabice.

(d) Hodnoty ze základńıho souboru, které lež́ı mimo tyto fousy (bud’ nad nebo pod nimi)
se zobraźı v grafu individuálně (každá zvlášt’) a odpov́ıdaj́ı odlehlým pozorováńım.

Poznamenejme, že chceme-li porovnat polohu a variabilitu v́ıce r̊uzných datových soubor̊u
(popř. v́ıce proměnných v jednom souboru), bývá výhodné nakreslit všechny krabicové grafy
do jednoho obrázku.
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2. Histogram
Podobně jako krabicový graf i histogram dokáže do určité mı́ry znázornit polohu a variabilitu
dat. Jeho hlavńım ćılem je však přehledně zobrazit rozděleńı dat v souboru.

Prvńım (a nejd̊uležitěǰśım) krokem je rozdělit jednotlivá pozorováńı do interval̊u dle zjǐstěných
hodnot. Intervaly jsou zpravidla ekvidistantńı (maj́ı stejnou š́ı̌rku), muśı pokrývat celý obor
hodnot sledované proměnné a v každém intervalu by měl být dostatečný počet pozorováńı.
Finálńı volba interval̊u je v́ıce méně arbitrárńı, protože neexistuje žádné univerzálńı pravidlo
pro jejich konstruováńı. V literatuře se takových (zpravidla empirických) pravidel dá naj́ıt
v́ıce a žádné z nich neńı to jediné nejlepš́ı. Vzhledem k tomu, že vzhled výsledného grafu
může být dosti citlivý na volbě interval̊u, bývá někdy dobré s hranicemi interval̊u trochu
experimentovat a nakonec vybrat tu možnost, která nejlépe zobraźı rozděleńı dat.

Jakmile máme zvolené intervaly, zjist́ıme, kolik hodnot z datového souboru lež́ı v jednotlivých
intervalech. T́ım źıskáme tabulku četnost́ı.

Z tabulky četnost́ı pak vytvoř́ıme sloupcový graf a to tak, aby š́ı̌rka jednotlivých sloupc̊u od-
pov́ıdala š́ı̌rce intervalu a aby se sloupce svými stranami dotýkaly. V př́ıpadě ekvidistantńıch
interval̊u výška sloupce odpov́ıdá četnosti hodnot v daném intervalu. Pozor, pokud však in-
tervaly nejsou ekvidistantńı, je třeba výšky sloupc̊u volit tak, aby obsahy (nikoliv výšky)
jednotlivých sloupc̊u odpov́ıdaly př́ıslušným četnostem. Pro ilustraci uvád́ıme př́ıklad histo-
gramu ńıže.

5



3. Bodový graf (Scatter plot)
Bodový graf (též nazývaný korelačńı diagram) je velmi jednoduchý grafický nástroj pro
znázorněńı vzájemné závislosti (či podobnosti) dvou proměnných. Uvažujme, že u každého
objektu (v našem př́ıpadě student) sledujeme dvě vlastnosti, které kvantifikujeme pomoćı
dvou proměnných (v našem př́ıpadě počet bod̊u z prvńıho testu a počet bod̊u z druhého
testu). Každému objektu tak odpov́ıdá dvojice č́ısel a můžeme jej tedy znázornit jako bod v
rovině (x-ová souřadnice daného bodu bude opov́ıdat hodnotě prvńı proměnné - např. počet
bod̊u v prvńım testu, zat́ımco y-ová souřadnice bude odpov́ıdat hodnotě druhé proměnné -
počet bod̊u z druhého testu). Podle rozložeńı jednotlivých bod̊u v rovině poznáme, zda vyšš́ım
hodnotám jedné proměnné odpov́ıdaj́ı i vyšš́ı hodnoty druhé proměnné, či nižš́ı hodnoty
druhé proměnné, popř. zda je závislost složitěǰśı (nemonotónńı). Může se také ukázat, že
žádná zjevná souvislost mezi proměnnými neńı.

Pro větš́ı názornost se často do bodového diagramu přidává regresńı př́ımka (př́ımka, která
na základě kritéria nejmenš́ıch čtverc̊u nejlépe aproximuje zakreslené body).

Ukázka bodového grafu s regresńı př́ımkou viz. ńıže.
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