Linearni regrese

Komentovan¢ feseni pomoci MS Excel
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Vstupni data

A B

1 koncentrace NH3 (x) |napétovd odezva (y)

2 mg/fl mv

3 12 62,42
4 17 85,16
3 33 165,84
B 41 205,25
7 a6 280,18
8 64 320,2
9 78 392,74
10 89 447
11 92 496,8

e Tabulka se vstupnimi
daty je umisténa v
oblasti A1:B11 (viz.
obrazek) na listu ,, cela
data“
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Zakladni vypocty - regrese

Postup

e Vypocet zakladnich ukazateld regrese provedeme pomoci maticové funkce LINREGRESE (parametry této

funkce 1 vysledné hodnoty viz. niZe)

e Préace s maticovymi vzorci viz. ndpovéda k této funkeci.

A B

A B

15 y=a+bx 15 y=a+bx

16 5,20 -5,72 16 |=LINREGRESE($B$3:5B$11;$A$3:5A511;1;1)  =LINREGRESE($BS3:9B511;5A53:5A$11;1;1)
17 0,13 7,93 17 =LINREGRESE[SB53:5B511;5A53:5A511;1;1)  =LINREGRESE[SBS53:5B511;5A53:5A511;1;1)
18 1,00 11,04 18 |=LINREGRESE($B$3:5B$11;$A$3:5A511;1;1)  =LINREGRESE($BS3:9B511;5A53:5A$11;1;1)
15 1572,73 7 19 =LINREGRESE[SB53:5B511;5A53:5A511;1;1)  =LINREGRESE[SBS53:5B511;5A53:5A511;1;1)
20 191826,62 853,79 20 |=LINREGRESE($B$3:5B$11;$A$3:5A511;1;1)  =LINREGRESE($BS3:9B511;$A53:5A$11;1;1)

Interpretace

e Vyznam jendotlivych ¢isel spocitanych pomoci funkce LINREGRESE v oblasti A16:B20 je
popsan v tabulce nize.

e Jedna se zatim o pomocne vypocty, které budeme dale pouZzivat pro feSeni jendotlivych uloh.

.\ B
15 y=a+bx
16 odhad b

17 smérodatna chyba s

odhad a
smérodatna chyba s
18 |koeficient determinace r°

19 [F
20 |regresni soutet ctverci

-

smérodatna chyba s,
stupné volnosti
residudlni souéet ¢tvercd
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Zakladni vypocty - rezidua

Postup

e Na zdklad¢ odhadl regresnich parametri uré¢ime
odhad stfedni (skutecn¢) odezvy. Rezidua jsou pak
rozdilem naméfené odezvy a odhadu stifedni
odezvy. Rezidua tudiz predstavuji odhad
(nepozorovatelnych) ndhodnych chyb v méfeni.

Interpretace

e Rezidua ptedstavuji odhad (nepozorovatelnych)
nahodnych chyb v méfeni.

{9 T < T O T, [ S T I S TR

|
==

D

E

stredni cdezva - odhad rezidua

=+5BS16+5A516%A3
=+5B516+5A516% A4
=+5BS16+SAS16%AS
=+5BS16+5A516% A6
=+5BS16+5A516% AT
=+5B5S16+5A516%A8
=+5BS16+SA516% A9
=+SBS16+5A516%A10
=+SBS16+5A516%A11

1
2
3
4
5
i
7
8
9

10
11

D

=+B3-D3
=+B4-D4
=+B5-D5
=+B6-Db
=+B7-D7
=+B&-D3
=+B9-D9
=+B10-D10
=+B11-D11

E

stiedni ocdezva - odhad rezidua

56,694 5,726
82,701 2,459
165,925 -0,085
207,536 -2,2580
285,558 -5,378
327,170 -6,970
399,990 -7,250

457,200 -10,206
472,810 23,990
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Postup:
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Ovéreni predpokladu — linearita

e Zkonstruujeme bodovy graf, kde kazdy bod bude reprezentovat jedno méteni
* X-ova soufadnice bude odpovidat koncentraci (nezavisle proménna)
* Yy-ova soufadnice bude odpovidat napét'ové odezve (zavisle proménna)

e Do bodoveho grafu pridame jesté regresni primku (ozna¢ime datovou fadu —
prave tlacitko — ,,ptidat spojnici trendu

Interpretace vysledki

* Z grafu je patrne, Ze mezi
méfenymi veli¢inami skutecné
existuje velmi silna linearni
zavislost, vSechny body dosti
tésné prilehaji k regresni primce

e Posledni bod je ponékud dale
od regresni piimky, nez body
ostatni. Mohlo by to
signalizovat odlehlé
pozorovani. Detailn¢jsi pohled
pfinese analyza rezidui.
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Ovéreni predpokladu — rezidua

Postup:
e Abychom posoudili vzajemnou nekorelovanost i neménny
rozptyl nahodnych odchylek, vykreslime si bodovy graf

rezidui.Zkonstruujeme bodovy graf, kde kazdy bod bude
reprezentovat jedno méfeni

e Do bodového grafu pridame jeste svislé Cary (chybove usecky): 29

Nejdtive si rezidua rozdélime na kladné a zaporna

Oznac¢ime datovou fadu — ,,Rozlozeni* — ,,Chybové tsecky*
Do kladnych chybovy hodnot zadame kladna rezidua a do zaporny

zase zaporna rezidua

mV

30,000

25,000 >
20,000

-10,000 &

-15,000

Rezidua

15,000

10,000
5,000 T
0,000 1 I

T "' Ll T 1
20 ﬂi 160 80 100

-5,000

mg/|

fal B
34 kladna rezidua zdporna rezidua
35
36 5, 725851877 0
37 2458596972 o
38 1] 0,084618724
o 2,288226572
40 1] 5,377991287
41 o 5,969599135
42 1] 7,249912869
o 10,20587366

44 23,9897734 0

Interpretace vvsledka

e Rezidua nevypadaji ndhodné a
nesystematicky. Naopak, s vyjimkou
posledniho méfeni jsou silné pozitivné
korelovana.

e Pro tato data tedy nelze povazovat predpoklad
0 nekorelovanosti nahodnych slozek za
splnény.

e Posledni méfeni se zjevné vymyka tém
ostatnim a zptsobilo vychyleni regresni
pfimky, které¢ se nasledné projevilo
korelovanosti rezidui.

e V dalSim tedy budeme pracovat s opravenymi

daty — tj. v Excelu se pfesuneme na novy list a
vymazeme posledni méteni /
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Vstupni data - opravena

A B

1 |koncentrace NH3 (x) |napétovd odezva (y)

2 mgfl my

3 12 62,42
4 17 85,16
5 33 165,84
] 41 205,25
7 56 280,18
8 64 320,2
9 78 392,74
10 89 447

e Tabulka se vstupnimi daty
je tedy po opravé umisténa
v oblasti A1:B11 na listu

,,opravena data“




Zakladni vypocty — regrese (opravena data)

Postup a interpretace

Je analogicky jako v ptipadé puvodnich vypoctu se vSemi daty

F statistika je mnohem vySsi nez v pripadé puvodnich vypoctu, coz
znamena tésnéjsi prolozeni naméienych bodu regresni primkou.

A B
19 y=a+bx
20 5,010 0,597
21 0,016 0,866
22 1,000 1,155
23 | 102209,612 ]
24| 136246,249 7,998
A B
15 y=a+bx
16 odhad b odhad a
17 smérodatna chyba s, smérodatna chyba s,
18 koeficient determinace r? smérodatnd chybas,
19 |F stupné volnosti
20 |regresni soutet ctverci residudlni soutet étvercd
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Zakladni vypocty — rezidua (opravena data)

Postup a interpretace

e Je analogicky jako v ptipad€ puvodnich vypoctu se vSemi
daty

D E

1 |stiedni odezva - odhad rezidua

2

3 60,7208 1.6992
4 85,7722 -0,6122
3 165,9368 -0,0968
] 206,0190 -0,7690
7 281,1733 -0,9933
8 321,2556 -1.0556
9 391,3996 1.3404
10 446,5127 04873




Ovéreni predpokladu — rezidua (opravena data)

- A
Postup a interpretace 35 Kladnd rezidua
o ;o w7 W o 4 37
* Je analogicky jako v pfipadé ptvodnich " 9915438
vypoctu se vSemi daty = 0
e Rezidua uz vypadaji nahodné, o X
nesystematicky. Nevykazuji ani zjevnou 0 :
autokorelaci ani heteroskedasticitu. a3 0
44 1,340437126
45 0487310917
Rezidua
2,0000
&
1,5000 Py
1,0000
0,5000
E 0,0000 T & T T I ]
20 4 60 80 100
-0,5000 &
&
-1,0000 H
-1,5000
mg/|

B

zapornd rezidua

0
0,612226624
0,096773837
0,769047444
0,993310456
1,055584063

0

0

N




" Ovéfeni predpokladu — normalita (opravena
data)

N

Postup

e Pro posouzeni normality pouzijeme Q-Q graf. Na histogram mame pfili§ malo pozorovani.
e Postup tvorby Q-Q grafu v MS Excel je podrobné popsan v prezentaci k jednovybérovym testim.

1 1 K L M
Poiadi Uspofadana
F? Kumulativni pravdép. Kvantil N{0,1) Standardizovana rezidua
36 hodnoty rezidua
37
38 1 -1,05558406 =(138-0,5)/POCET(S$1$38:31545) =NORMSINV(K38) =(J38-PROMER($1$38:31$45))/SMODCH($1$38:$1$45)
29 2 -0,99331046 0,188 -0,887 -0,993
a0 3 -0,76904744 0,313 -0,489 -0,769
a1 4 -0,61222662 0,438 -0,157 -0,612
42 5 -0,09677384 0,563 0,157 -0,097
a3 6 048731092 0,688 0,489 0,487
44 7 1,34043713 0,813 0,887 1,341
45 8 1,699159438 0,938 1,534 1,699
Interpretace
Q-Q graf - rezidua ¢ Je patrny rozdil mezi skuteénymi kvantily (modré body) a
témi gaussovskymi (Cervena cara).
o . ¢ Vzhledem k malému po&tu pozorovani viak jest8 tento rozdil
1,500 * /‘ nemusi byt zcela statisticky vyznamny.
1,000 e Statistickou vyznamnost rozdilu bychom mohli otestovat
0500 néjakym testem normality, to vSak presahuje ramec této
' prezentace
' ' ' e ' ' ' eV dal$im tedy budeme piedpokladat normalitu (bez ni
2000 -1,500 -1,000 -0 087,9.000 0,500 1,000 1,500 2,000 bychom nedokézali ulohy vyiesit) a to i vzhledem k tomu, ze
/’1 nnn chyby v méfeni mivaji typicky normalni rozdéleni. K
’/ e vysledkiim (a jejich pouziti) vSak musime pfistupovat opatrng,
- 1,500 protoze normalitu se nepodafilo jednozna¢né prokazat.
k 2,000 /
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Uloha (A) - opravena data
Postup

e Hypotézu o nulovosti parametru posunu otestujeme pomoci oboustranného
intervalu spolehlivosti

e Z regresnich vypocti si vybereme potiebné vstupy a z nich spocitame 95% interval
spolehlivosti .

A B A B
51 dloha a) 51 dloha a)
52 |odhad @ 0,597 52 lodhad a =B20
53 smérodatnd chyba s, 0,866 53 smérodatna chyba s, =B21
54 stupné volnosti 6 54 stupné volnosti =B23
35 o 0,05 55 o 0,05
56 | 95% interval spolehlivosti pro koef. a 56 95% interval spolehlivosti pro koef. a
57 dolni mez horni mez 57 dolni mez horni mez
58 1,522 2,717 538 =+5B552-SB553*TINV($BS55;5B554) =+5B552+5B553* TINV(5B555;5B554)
Interpretace

* 95% interval spolehlivosti pro parametr posunu obsahuje nulu. Na hladin¢
vyznamnosti 5 % tedy nemuzZeme zamitnout hypotézu o nulovosti tohoto
koeficientu. Jinymi slovy, nelze vyloucit, ze kalibra¢ni kiivka prochazi
pocatkem (ovSem nemuZeme to ani potvrdit).

-
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Uloha (C) - opravena data 1
Postup

e Nejdtive si provedeme nékolik pomocnych vypocti

A B A B
64 aloha c) 54 aloha c)
65 65
66 |5 1,333 66 |s° =5B4$24/5B523
67 |x prumer 48,75 67 |x prumer =+PRUMER(SA53:5A510)
68 |sum x* 24440 68 sum x” =SUMA.CTVERCO[SAS3:5A510)
69 n 8 69 n =+POCET(SA53:5A510)
70 stupne volnosti ] 70 |stupne volnosti =+5B523
71 | 0,05 71 o 0,05

e Dale pro kazdou hodnotu x dopocitdme rozptyl odhadu regresni funkce, z n¢j pak rozptyl
predikce a nakonec predik¢ni pas

L

' J K L 3 |=+5D3+TINV(5BS71;$B570) *ODMOCNINA($I3)
1 52,“,4 52‘flxb Predickni pas
2 dolni mez horni mez K
2 0,43 3 |=+$D3-TINV(SBS$71;$B$70)*ODMOCNINA($J3)
4 0,414
5 0,228
6 0,181 203, 209,030 J
7 0,180 1,513 278,164 284,183 3 |=513+5B566
8 0,224 1,557 318,203 32
9 0,377 1,710 388,200 394,599 :
10 0,565 1,898 443,142 449,383

3 |=88366%((1/3B369)+(($A3-$B367)1(2)/($BS68-$BS69°$836742) )
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Uloha (C) - opravena data 2

Interpretace
e Pfiblizné 95 % méfeni by mélo leZet v predikénim pasu. V naSem ptipad¢ je vSech 8 méfeni
uvnitt tohoto pasu, coz neni v rozporu s o¢ekavanim.

e Pro lepsi pfedstavu byva dobre doplnit dolni a horni mez predikéniho pasu do bodového
grafu.

* Dolni i horni mez se pfidaji jako nove fady do bodoveho grafu a upravi se typ grafu pro
tyto fady na ,,Bodovy s vyhlazenymi spojnicemi*

* V nasem piikladu jsou pfedpovédi natolik piesné, ze predikcni pas v grafu prakticky
splyva s regresni funkei (predikcni pas by byl zietelny pii velkém pfiblizeni). Predikce
pomoci regresni funkce je tedy velmi presna.

Bodovy graf s regresni funkci a predikénim pdsem

500

¢+ namerene
7 napeti

450
400 /
350 / —— predikeni
300 dolni
/

250

/ —— predikeni
200 / horni
150 Y

///
100 A Linedrni
/ (namerene

30 napeti)

k 0] 20 40 mg/| 60 80 100

mV
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Uloha (B) - opravena data
Interpretace

e Vzhledem k predchozi analyze rezidui Ize usuzovat, ze
posledni méfeni z puvodnich dat je systematicky chybne.

e Po odebrani tohoto méfeni jsou uz vSechna pozorovani uvnitft
95% predikéniho pasu z tlohy (C) a rezidua nevykazuji zadné
vyrazné odlehlé hodnoty, takze dalSi systematicky chybné
méfeni uz nepredpokladame.

B K L
1 napétovd odezva (y) Predickni pas
2 mv dolni mez  horni mez
3 62,42 57,409 64,032
35,16 82,538 89,007

165,84 162,880 168,994
205,25 203,008 209,030
280,18 278,164 284,183
320,2 318,203 324,309
392,74 388,200 394,599
447 443,142 449,883

- - T - T TN

[y
=
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Uloha (D) - opravena data

Postup

Vzhledem k tomu, Ze na celkovém grafu horni i dolni mez predikéniho pasu prakticky splyvaji, splyvala by i horni a dolni mez pasu
spolehlivosti. Vykreslime si tedy zvétSenou cast grafu s pasem spolehlivosti jen na okoli bodu x = 50
*  Pas spolehlivosti se spocita podobné jako predikéni pas, akorat misto smérodatné chyby odhadu Y (S%() se pouzije
smérodatnd chyba odhadu regresni funkce (%)) -

A

1 koncentrace NH3 (x]

B

napétovd odezva (y) |stiedni odezva - odhad 52,“,4

D

mg/|

2 mgfl m dolni mez horni mez
11 241,0910 0,167 240,092 242,090
12 231,1116 0,167 230,112 252,112
13 261,1322 0,169 260,126 262,139
e Dadle do grafu nakreslime usecku ptedstavujici poZadovanou piesnost odhadu  dsecka s presnosti
koncentrace, neboliy = a + b*50 =251,1a 50-0,02*50 < x < 50+0,02*50, «x y
neboli 49 < x <51 A9 251,1
50 251,1
Pozadovana pfesnost a pas spolehlivosti 51 2511
2630 Interpretace
260,0 / y odhad * 95% pas spolehlivosti obsahuje
255,0 T skuteCnou (neznamou) regresni funkci s
S ,/ pravdépodobnosti 95 % a tento pas je
B 200 // horni mez vyrazné uzs$i nez pozadovana piesnost
245,0 = sotadovand 2 %. Lzetedy tvrdit, Ze na hladiné¢
2400 pesnost vyznamnosti 95 % Ize urcit koncentraci s
’ presnosti lepsi nez 2 %.
235,0 T T T 1
48 49 50 51 52

1 M M

Pds spolehlivosti

/




g

Uloha (E) - opravena data
Postup

e Je velmi podobny postupu v tloze (A)

A B A B
108 dloha e) 108 dloha e)
109 odhad b 5,0 109 odhad b =5A520
110|smérodatna chyba s, 0,016 110 smérodatnd chyba s, =5A521
111 stupné volnosti ) 111 stupné volnosti =5B523
112 | 0,05 112 | 0,05
113 95% interval spolehlivosti pro koef. b 113 95% interval spolehlivosti pro koef. b
114 dolni mez horni mez 114 dolni mez horni mez
115 4,972 5,049 115 =+B109-B110*TINV(B112;B111) =+B109+B110*TINV(B112;B111)
Interpretace

* 95% interval spolehlivosti pro smérnici regresni piimky je velmi uzky
a neobsahuje nulu. Tvrzeni o nulové smérnici tedy mizeme zamitnout.




