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Uvod - naéteni a Uprava dat

Nacteni vstupnich dat

Vstupni data se nachazeji v souboru "data-lin_regrese.txt".

Pfedpokladejme, Ze data jsou uloZena na disku F ve sloZce

Aplikovana_statistika.

Nacteni vstupnich dat do pracovniho objektu DATA a vypsani na

obrazovku provedeme pfikazem
DATA<-read.csv("f:\\Aplikovana_statistika\\data-lin_regrese.txt", header=TRUE)
DATA

koncentrace napetova_odezva

1 12 62.42
2 17 85.16
3 33 165.84
4 41 205.25
5 56 280.18
6 64 320.20
7 78 392.74
8 89 447.00
9 92 496.80
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Linearni regrese - zakladni ukazatele

Zakladni ukazatele

Linearni regresni model Iregrese, v némz je na napétova odezva
zavislou proménnou na vysveétlujici proménné koncentrace,
zavedeme piikazem

lregrese<-1m(DATA$napetova_odezva~DATA$koncentrace)

Zddraznéme, Ze jako prvni pfed vinovkou piSeme do argumentu
zavislou proménnou a za vinovku vysveétlujici proménnou.

Nyni se budeme zajimat o zakladni ukazatele modelu Y = o + 5x.

Tim prvnim, co nas zajima, jsou odhady koeficientl «, 5. K tomu
staci nechat si vypsat objekt Iregrese.
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Linearni regrese - zakladni ukazatele

lregrese
Call:
Im(formula = DATA$napetova_odezva ~ DATA$koncentrace)

Coefficients:
(Intercept) DATA$koncentrace
-5.723 5.201

Koeficient v prvnim sloupci (Intercept) odpovida odhadu parametru «
a koeficient ve druhém sloupci je odhadem smérnice 3. VétSinu
zakladnich ukazateld (véetné pravé spoctenych odhadu) Ize
jednoduse najednou vypsat pomoci pfikazu "summary".
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Linearni regrese - zakladni ukazatele

summary (lregrese)

Call:
Im(formula = DATA$napetova_odezva ~ DATA$koncentrace)
Residuals:

Min 1Q Median 30 Max

-10.206 -6.970 -2.286 2.459 23.990

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t]|)
(Intercept) -5.7233 7.9305 -0.722 0.494
DATA$koncentrace 5.2015 0.1312 39.658 1.69e-09 *x*x

Signif. codes: @ ‘s¥x’ 0.001 ‘s’ 0.01 ‘x’ 0.5 ‘.’ 0.1 ‘ ' 1
Residual standard error: 11.04 on 7 degrees of freedom

Multiple R-squared: ©.9956, Adjusted R-squared: 0.9949
F-statistic: 1573 on 1 and 7 DF, p-value: 1.688e-09

Linearni regrese



Linearni regrese - zakladni ukazatele

Nyni si podrobné rozebereme, co ndm program vypsal na konzoli
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-10.206 -6.970 -2.286  2.459 23.990

.. vypiSe minimalni, maximalni reziduum a také kvartily rezidui.

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t]|)
(Intercept) -5.7233 7.9305 -0.722 0.494
DATA$koncentrace 5.2015 0.1312 39.658 1.69e-09 *x*x*

‘

Signif. codes: 0 ‘*xx’ 0.001 ‘xx’' 0.01 ‘x" 0.05 ‘.’ 0.1 “ "1

.. sloupec Estimate obsahuje odhady parametrd
.sloupec Std. Error jim odpovidajici chyby
.. sloupec t value pfislusné t-statistiky
.. sloupec Pr(>|t|) pravdépodobnost, Ze tyto statistiky padnou do
kr|t|ckeho oboru (p-hodnoty)
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Linearni regrese - zakladni ukazatele

Residual standard error: 11.04 on 7 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9956, Adjusted R-squared: 0.9949
F-statistic: 1573 on 1 and 7 DF, p-value: 1.688e-09

... Residual standard error je chyba modelu Y.

... Multiple R-squared je tzv. koeficient vicenasobné determinace.
Jedna se o vicenasobnou verzi klasického indexu determinace
(ovéem my mame pouze jednoduchou regresi, takze oba koeficienty
viceméné splyvaji). Koeficient determinace x 100 popisuje, kolik
procent rozptylu bylo modelem vysvétleno (tj. kolik procent dat bylo
modelem dobfe popsano).

... Adjusted R-squared je obdobou koeficientu determinace, ale
narozdil od klasického zohlednuje pocet parametrd modelu, takze
budeme hledét na néj.

... F-statistic je prislusna statistika véetné stupni volnosti a
p-hodnoty.
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Linearni regrese - zakladni ukazatele

Rezidua

Uz jsme si ukazali, jak vypsat néktera rezidua pro na$ model.
Rezidua pfedstavuji odhad nepozorovatelnych nahodnych chyb v
méreni. Chceme-li vypsat v8echna rezidua pouzijeme piikaz

residuals(lregrese)

1 2 3 4 5 6
5.72585188  2.45859697 -0.08461872 -2.28622657 -5.37799129 -6.96959913
7 8 9

-7.24991287 -10.20587366 23.98977340
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Ovéreni predpokladul

Ovéreni predpokladu - linearita

Nejprve graficky ovéfime, Ze linearni model je pro dana data vhodny -
zkonstruujeme bodovy graf zavislosti napétové odezvy na
koncentraci. Zakladni pfikaz pro nakresleni (nejen) bodového grafu
plot(DATA)
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Zdlraznéme, Ze tento pfikaz pouzijeme na plvodni data.
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Ovéreni predpokladul

Pokud budeme chtit do grafu vykreslit i regresni pfimku, mGzeme
pouzit pfikaz

> abline(lregrese,col="red")
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Graf skute¢né podporuje nasi hypotézu o linearni zavislosti. Pouze
posledni bod se vyrazngji odhchyluje od regresni pfimky. Detailn&jsi
pohled pfinese analyza rezidui.
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Ovéreni predpokladul

Ovéreni predpokladu - rezidua

Abychom posoudili vzajemnou nekorelovanost i neménny rozptyl
n&hodnych odchylek, vykreslime si graf rezidui. Zkonstruujeme
sloupcovy graf, kde kazdy sloupec bude reprezentovat jedno méreni:

> barplot(residuals(lregrese), main="residuals")
residuals
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Opravena data

Opravena data

Graf rezidui jasné ukazuje, jak moc se posledni pozorovani vymyka,
proto ho vylou¢ime z naseho modelu. Z dat ho mizeme odebrat
jednouduchym pfikazem

DATA<-DATA[-9,]

DATA

koncentrace napetova_odezva
1 12 62.42
2 17 85.16
3 33 165.84
4 41 205.25
5 56 280.18
6 64 320.20
7 78 392.74
8 89 447.00
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Opravena data

Regresni pfimku bychom mohli ulozit do stejného objektu Iregrese,
ale obecné je potfeba dat si na prepisovani (stejné jako v kazdém
programovacim jazyce) pozor, aby nam nékde nezlstala ulozeng
néjaka stara data. Pokud chceme mit jistotu, mizeme vymazat
v§echno pomoci pfikazu

rm(list=1s(all=TRUE))

Tento pfikaz ovéem vymaze Uplné vSechno, takze musime znovu
nacist data a znovu z nich odebrat posledni pozorovani

DATA<-read.table("C:\Aplikovana_statistika\data-lin_regrese.txt", header=TRUE)
DATA<-DATA[-9,]

lregrese<-1m(DATA$napetova_odezva~DATA$koncentrace)
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Opravena data

Pfikazem summary si opét analogicky vypiSeme vétsinu potfebnych
udaju
summary (lregrese)

Call:
Im(formula = DATA$napetova_odezva ~ DATA$koncentrace)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-1.0556 -0.8251 -0.3545 0.7006 1.6992

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t]|)
(Intercept) 0.59740 0.86621 0.69 0.516
DATA$koncentrace 5.01028 0.01567 319.70 6.32e-14 *x*x

Signif. codes: 0

‘

w0k’ 0,001 ‘xx’ 0.01 ‘x’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘"1
Residual standard error: 1.155 on 6 degrees of freedom

Multiple R-squared: ©.9999, Adjusted R-squared: 0.9999
F-statistic: 1.022e+05 on 1 and 6 DF, p-value: 6.321le-14
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Opravena data

Jak vidime, residual standard error se vyrazné zmensSila, naproti tomu
statistika F je vyrazné vys$si, coz znamena tésnéjsi prolozeni
regresni pfimky. Také smérodatné odchylky odhadu se snizily a index
determinace je bliz&i 1.

plot (DATA)
abline(lregrese,col="red")
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Opravena data

residuals(lregrese)

1 2 3 4 5 6

1.69919438 -0.61222662 -0.09677384 -0.76904744 -0.99331046 -1.05558406
7 8

1.34043713 0.48731092

barplot(residuals(lregrese), main="residuals")
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Opravena data

Ovéreni predpokladd - normalita

Z grafu vidime, Ze rezidua uz vypadaji nahodné a nesystematicky,
coz je potrebny predpoklad pro zakladni model linearni regrese. Z
grafu dat zase vidime, Ze data jsou zjevné pfimkou dobfe nafitovana.
K ovéreni dalSiho pfedpokladu - normality - si vykreslime Q-Q graf,
nebot na histogram mame malo pozorovani.

ggnorm(residuals(lregrese)) Normal Q-Q Plot
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Opravena data

Q-Q graf, ktery jsme zkonstruovali, znazornuje vztah mezi rezidui a
teoretickymi kvantily normalniho rozdéleni. Normalitu dat by
indikovalo, kdyby se body Q-Q grafu soustfedily kolem pfimky y = x.
Pro vétsi nazornost si tuto pfimku do obrazku mizeme vykreslit
(udélame to Cervenou barvou).

gqline(residuals(lregrese),col="red")
Normal Q-Q Plot
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Opravena data

Mezi body Q-Q grafu a pfimkou y = x jsou sice patrné rozdily, to
ovéem vzhledem k malému mnozZstvi dat jesté nemusi znamenat, Ze
predpoklad normality chyb neni spinén. Statistickou vyznamnost
normality rezidui bychom mohli otestovat nékterym z testdl normality
(existuji testy, které funguiji relativné dobre i pro maly rozsah vybéru).
To je ovSem nad ramec tohoto cviceni, a proto budeme nadale
normalitu pfedpokladat.
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Uloha (A) + (E)

Uloha (A)
Zda kalibracni kfivka prochazi poCatkem je Uloha ekvivalentni testu
hypotézy o nulovosti koeficientu posunu (parametr «), kterou
otestujeme pomoci oboustranného intervalu spolehlivosti. Pfikaz
confint nam (pokud nespecifikujeme blize, které) vypiSe oboustranné
intervaly spolehlivosti pro jednotlivé parametry. Argumentem
level=0.95 udavame, Zze chceme 95% interval spolehlivosti.
confint(lregrese, level=0.95)

2.5 % 97.5 %

(Intercept) -1.522139 2.716929
DATA$koncentrace 4.971937 5.048632

Nas momentéalné zajima fadek (Intercept), nebot pravé to je odhad
koeficientu posunu. Jak vidime, interval spolehlivosti pro tento
koeficient pokryva nulu, nemuizeme tedy na hladiné vyznamnosti 95%
zamitnout hypotézu o jeho nulovosti.
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Uloha (A) + (E)

Uloha (E)
Obdobné jako v Uloze (A) nas zajima, jestli smérnice regresni pfimky
(parametr 3) nemuze byt nulovy. Mame zkonstruovany interval
spolehlivosti i pro tento parametr (viz predchozi slide)

confint(lregrese, level=0.95)

2.5% 97.5%
(Intercept) -1.522139 2.716929
DATA$koncentrace 4.971937 5.048632

Jak vidime, interval spolehlivosti pro smérnici regresni pfimky je velmi
Uzky a neobsahuje nulu. Tvrzeni o nulové smérnici tedy mizeme (s
95% spolehlivosti) zamitnout.
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Uloha (C)

Uloha (C)
Nyni si uréime predikéni pas pro vypoctenou regresni primku, opét
pfi hladiné 95%. V programu R pro spocteni predikCniho intervalu
(ulozime si ho do proménné predikceni_int) existuje opét pfikaz
predikcni_int<-predict(lregrese, interval="prediction", level=0.95)

VypiSeme si tento predikeni interval

predikcni_int

fit Twr upr
60.72081 57.40948 64.03213
85.77223 82.53784 89.00661
165.93677 162.88003 168.99351
206.01905 203.00787 209.03023
5 281.17331 278.16396 284.18266
6 321.25558 318.20258 324.30859
7 391.39956 388.20003 394.59909
8 446.51269 443.14205 449.88333

A WN

Ve sloupci "fit" mame odhad hodnoty Y(x), ve sloupci "lwr" dolni mez
intervalového odhadu a ve sloupci "upr" horni mez intervalového
odhadu.



Uloha (C)

Chceme-li si do jednoho obrdzku vykreslit pozorovani, regresni
primku a interval spolehlivosti budeme muset zkombinovat nékolik
prikazd

plot (DATA)

abline(lregrese)
lines(DATA[,1],predikcni_int[,2],type="1",col="red")
lines(DATA[,1],predikcni_int[,3],type="1",col="green")

Prvni pfikaz vykresli data, druhy regresni pfimku (Cernd), tfeti a
Ctvrty vykresli spojnice mezi jednotlivymi dolnimi (Cervena),
respektive hornimi (zelena) hodnotami predikéniho intervalu.
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Uloha (C)
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Uloha (B)

Interpretace - Uloha (B)

Vzhledem k ptfedchozi analyze rezidui Ize usuzovat, Ze posledni
méfeni z plvodnich dat je systematicky chybné. Po odebrani tohoto
méreni jsou uz vSechna pozorovani uvnitt 95% predikéniho pasu z
Ulohy (C) a rezidua nevykazuji Zzadné vyrazné odlehlé hodnoty, takze
dalsi systematicky chybné méreni uz nepredpokladame.
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Uloha (D)

Chceme-li si spocitat 95 % pas spolehlivosti, pouzijeme analogicky
piikaz

pas_spolehlivosti<-predict(lregrese, interval="confidence", level=0.95)
pas_spolehlivosti

fit lwr upr
60.72081 58.99347 62.44814
85.77223 84.19742 87.34704
165.93677 164.76954 167.10401
206.01905 204.97695 207.06115
281.17331 280.13651 282.21011
321.25558 320.09816 322.41301
391.39956 389.89764 392.90149
446.51269 444.67422 448.35116

o~NOOUAE WN

Vykresleni pasu spolehlivosti probiha obdobnym zptisobem jako pro
pas predikéni

plot (DATA)

abline(lregrese)

lines(DATA[,1],pas_spolehlivosti[,2],type="1",col="red")
lines(DATA[,1],pas_spolehlivosti[,3],type="1",col="green")
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Uloha (D)

napetova_odezva
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Uloha (D)

Jak vidime, pas spolehlivosti je velice Uzky, pojdme se tedy zaméfit
jen na okoli bodu 50. Nakreslime si zvétSeny graf na okoli bodu 50.
To se provede pomoci argumentud xlim, ylim.

plot (DATA,x1im=c(20,80),ylim=c(200,300))

abline(lregrese)

lines(DATA[,1],pas_spolehlivosti[,2],type="1",col="red")
lines(DATA[,1],pas_spolehlivosti[,3],type="1",col="green")

Dale do grafu naneseme Usecku vyjadfujici poZadovanou presnost.
Souradnice jejiho pocatecniho koncového bodu vypocteme
nasledovné:

1. Pocéatedni bod: x—ova souradnice: x1 =50 — 0,2 x 50
2. Koncovy bod: x—ova soufadnice: x2 = 50 + 0,2 % 50

3. y—ova souradnice obou bodu je funkéni hodnotou odhadnuté
regresni pfimky v bodé 50.
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Uloha (D)

Celé to v programu R probéhne nasledovné (do vektoru koeficienty si
ulozime spoctené odhady koeficientl regresni pfimky)
koeficienty<-coefficients(lregrese) ##vektor obsahujici odhady koeficientu
y<-koeficienty[1l]+koeficienty[2]*50 ## vypocet y(50) na regresni primce
x1<-50-0.02%50

x2<-50+0.02%50
lines(c(x1,x2),c(y,y),type="1")

Pfikaz lines dokresli do stavajiciho grafu Usecku, jejiz krajni body
maji soufadnice (x1,y) a (x2,y).
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Uloha (D)

Interpretace: 95% pés spolehlivosti obsahuje skuteGnou (neznamou)
regresni funkci s pravdépodobnosti 95 % a tento pas je vyrazné uzsi
nez pozadovana presnost 2 %. Lze tedy tvrdit, Ze na hladiné
vyznamnosti 95 % lze ur&it koncentraci s presnosti lepSi nez 2 %.
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