Linearni regrese — Stanoveni rovnice kalibra¢ni krivky

Napiste rovnici kalibra¢ni kiivky prumyslového analyzatoru se selektivni elektrodou. Méfena
veli¢ina je koncentrace rozpusténého amoniaku na vystupu z absorpéni kolony. Za predpokladu
linearity napétové odezvy elektrody na koncentraci amoniaku rozhodnéte, zda

(A) kalibra¢ni kiivka prochdzi poc¢atkem;
(B) mohlo dojit pti méteni k systematické chybe.

(C) Stanovte predikéni pas pro vypoctenou regresni primku (hladinu vyznamnosti volte 95%).
(D) Rozhodnéte, zda na této hladiné vyznamnosti lze urcit koncentraci amoniaku ¢ = 50 mg/1
s presnosti 2%.

(E) Urcete interval spolehlivosti pro smérnici regresni piimky. Muze byt S = 07

ReSeni — teorie

7 teorie casto vime, ze namétrena data vykazuji funkciondalni zavislost, ovsem zatizenou chybou
meéreni. V nasem prikladu je tato zavislost linedrni. Chtéli bychom najit takovou ptimku, ktera
snejlépe” (v jakém smyslu?) vystihuje nase data mérena s ndhodnou chybou. Tuto tlohu lze popsat
pomoci tzv. linearni regrese

Y(z) = Bi + Bz + (),
kde
e pro kazdé = (nendhodné!) z podmnoziny M redlnych ¢isel je Y () ndhodna veli¢ina,
e 31,05 € R jsou parametry,
e pro kazdé z € M je e(x) ndhodnd veli¢ina (chyba méfeni).

Ona funciondlni zdvislost se nazyvéa regresni funkce 7n(z) a v linedrnim piipadé je definovand
vztahem

n(x) = E[Y(2)] = B + for.
Sestavme tzv. linearni regresni model:
Y}:Bl—i_ﬁﬂnl_'—eja jzla'-'7n7
kde pro hodnoty nezavislé proménné x;,j = 1,...,n, jsme oznacili
Y, =Y(xj), ¢, =¢€(xj), j=1,...,n.
Jeho predpoklady jsou
(i) n > 2 aexistuji ¢,5 € {1,...,n} takovd, ze z; # z;,

(11) EY; :77(ZE]) :61+52Ij7 ]: 1,...,n,



(iii) varY; =62 >0, j=1,...,n,
(iv) cov(Y;,Y;) =0, ¢, =1,...,n,i #j.
Poznamka 1. Podminky (ii) - (iv) lze prepsat v 7eci chyb e(x;) ndsledovné:

Ee; =0,vare; =02, j=1,...,n, cov(e,e) =0, i,j=1,...,n,i%#j.

Bodové odhady parametri modelu
Model mé tfi parametry 31, 32, 02, pro néz bychom chtéli nalézt bodové odhady

B1 = b1, PBa = by, 6% = 5%

e Pro odhady f1, B2 se standardné pouzivd metoda nejmensich ¢tverct — hledame by, by
tak, aby platilo
Z (Y} - (bl + bg[L‘j))Z = min (}/] - (51 + Bng))Q.

,BaEM
= B1,82 =

Je to aplikacni uloha na lokalni extrémy funkei dvou proménnych (viz Matematiku II) a
nalezend teseni by, by jsou nejlepsimi nestrannymi linearnimi odhady parametru i, 5s.

Poznamka 2. Bud’ Xy, ..., X, ndhodny vybér z rozdéleni ndhodné veliciny X . Bodovy odhad
On = 0N (X4, ..., X,) parametru 0 tohoto rozdéleni je nestranng, jestlize

E éN == 0
Nestranny bodovy odhad On parametru 0 je nejlepsi nestranny odhad, jestlize

var Oy = min var 6.
ON

Bodovyj odhad 0 je linedrnt, pokud existuji konstanty ag, aq, ..., a, € R tak, Ze
é = ag + Z CLZXZ
i=1

Ona teseni [y, (s 1ze vyjadrit ve tvaru

bl == Y - b2j7 (1)
by = n Z?:l z;Y; — Z:’L:l Li Z?:l Y;
- n n 2

ny iy r7 — (X iy i)

kde



e Bodové odhady chyb €;, j =1,...,n, ziskané na zédkladé metody nejmensich ¢tvercu
éj:}/}—bl—ngj

se nazyvaji rezidua a soucet jejich kvadratu (znaci se S.)

Se = Z@? = Z(Y} - b1 — le’j)2
j=1 j=1

pak rezidualni soucet ¢tverci. Snadnou tpravou lze ziskat tvar vhodny pro vypocty

Se=) Y7 =b Y YV;—b ¥ a;Y;.
j=1 j=1 j=1

Vyuzitim rezidudlniho sou¢tu ¢tvercu obdrzime nestranny odhad rozptylu

1
2 =62 =

Se,
n—2

ktery se nazyva rezidualni rozptyl.
Intervaly spolehlivosti — pas spolehlivosti a predikéni pas

Pokud bychom chtéli konstruovat intervaly spolehlivosti pro parametry regresniho modelu,
potiebujeme dodatecné predpoklady na chyby:

(i) €, j=1,...,n, jsou vzajemné nezavislé nahodné veli¢iny,
(ii) €, j =1,...,n maji normaln{ rozdéleni N (0, o?).

Pak (1 — a)100% oboustranny interval spolehlivosti pro

® 3 je
[bl — tl_%(n — 2)81,1, b1 + tl_%(n - 2)81,1} s

® [ je
[bg - tl_%(n — 2)Sb2, bg + tl_%(n - 2)81,2] y (3)

e regresni funkci 7(x) je

[b1 + bow =t (n = 2)852), by + o + t1-g (0 = 2)550)]

kde
Sg _ 2 Z?:l x? .
1
n Z:L—l xf - (Z?—l ;)
53, = 5 L




ati_a(n—2)je (1 —2)100% kvantil t-rozdélen{ s n — 2 stupni volnosti.

Jestlize se divame na horni a dolni meze intervalu spolehlivosti pro regresni funkci jako na
funkce proménné x, pak plocha ohranic¢ena grafy téchto funkei se nazyva pas spolehlivosti kolem
regresni primky. Obdobné lze zkonstruovat tzv. predikéni pas kolem regresni pirimky, coz
je plocha ohrani¢end mezemi (1 — «)100% intervalt zkonstruovanych pifmo pro ndhodnou veli¢inu
Y (x)

[bl +byr — -2 (n — 2)5’{,(:0), by + byx + tl,%(n — 2)857(36)},

kde

1 (x —7)?
2 2 2 2
S}A/(I) = S (1 + ﬁ -+ Z?:l :L‘? — nIQ) = s 4+ sﬁ(l’)

Vlastni reSeni prikladu

Z vzorcu (1), (2) ziskdme rovnici kalibra¢ni kiivky y = by + box.
Pro zodpovézeni ilohy (A) chceme otestovat, zdali regresni pifimka prochézi pocatkem, tj.
testujeme

Hy: 51 =0, Hy: 1 #0.

Predikéni pas kolem regresni piimky (iloha (C)) lze zkonstruovat pomoci softwaru. Pak muzeme
pohledem na obrazek zodpovédét otazku (B), zdali mohlo dojit k systematické chybé métreni. Pokud
95% dat lezi v predikénim péasu, lze usoudit, ze data nevykazuji systematickou chybu v méfeni.

V dloze (D) jde o to posoudit, zdali je graf regresni funkce y = b; + box pro x € [50 — 0,02 -
50; 50 4+ 0,02 - 50] obsazeny v pasu spolehlivosti. Pokud tomu tak je, lze ur¢it koncentraci 50 mg/1
s presnosti 2%.

Interval spolehlivosti z tilohy (E) sestavime podle vzorce (3). To, co chceme otestovat, je

Hy: By=0, Hi: By #0,

a to na zakladeé pravé zkonstruovaného intervalu spolehlivosti. Pokud je 0 mimo interval, nulovou
hypotézu zamitneme, a tak je nenulovost smérnice statisticky vyznamna. V opacéném piipadé
bychom pouze mohli konstatovat, ze nenulovost smérnice neni vyznamna, coz ovSem neznamena,
ze by jeji nulovost vyznamna byla!

Poznamka 3. Je vhodné se alesporni nékterou z grafickych metod (napr. Q—Q plot; pro histogram
je v nasem prikladé mdlo dat) presvédcit, Ze by namérené chyby €;, j =1,...,n, mohly pochdzet
z normdlniho rozdeleni. Té€Z je uzitecné si hned na zacdtku udélat prvotni predstavu o povaze dat
pomoci box—plotu a zkusit vykreslit graf rezidui, zdali se v datech nevyskytuje systematickd chyba.



