Statistické vyhodnoceni experimentalnich dat
a odhad nejistoty vysledku analyzy

Studijni material ke cviceni z analytické chemie |I.

K. Zaruba, M. Suchanek

V textu jsou uvedeny feSené pfiklady doplfiujici teoretickou €ast a dale jsou shrnuta i

zadani priklad(, které tvofi zaklad naplné jednotlivych cvieni, kde se k feSeni vyuziva
programu MS Excel.
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1. Uvod

Co je to nejistota, co je vysledek stanoveni, k cemu potfebujeme nejistotu1

Vysledek kazdého meéficiho procesu je odhadem skuteéné hodnoty. Je ovlivnén
nahodnymi a systematickymi chybami, které se uplatni v pribéhu méficiho procesu. Vysledek
tedy nemU(ze predstavovat exaktni hodnotu a bez pfidruzeného udaje, ktery by charakterizoval
odhad rozsahu zahrnutych chyb, neni plnohodnotnou informaci. Je proto dilezité, aby vysledek
mérfeni (chemické analyzy), ktery slouzi velice ¢asto jako podklad pro celou fadu dilezitych
rozhodnuti, byl doprovazen uréitou informaci o jeho kvalité. Takovym Udajem je hodnota
nejistoty méreni. Bez znalosti nejistoty neni mozné odhadnout stupen spolehlivosti vysledku
pfi jeho pouziti a rovnéz nelze navzajem porovnavat riizna méfeni téze veli€iny.

Nejistota se zavadi proto, aby bylo mozné kvalitu vysledku charakterizovat souhrnné
jedinym parametrem a aby se neporovnavaly nesouméfitelné udaje. Zakladnim pfedpokladem
pouziti nejistoty méfeni je kvantitativni odhad jeji velikosti podle jednotné metodiky platné pro
vSechny obory méreni.

Pavodné vychazelo vyhodnoceni nejistoty z pfedpokladu, Ze se pfi méfeni uplatfiuji
pouze nahodné chyby. Jejich odhad byl &inén nejCastéji ve formé intervalu spolehlivosti
vztazeného k pramérné hodnoté vysledkl analyz opakovanych v kratkém ¢asovém sledu. Takto
odhadnutéd variabilita €i spolehlivost vysledku neodrazi vSechny vlivy, které se v méficim
procesu uplatiuji. Svédéi o tom porovnani hodnot opakovatelnosti s variabilitou vysledku
mezilaboratornich porovnavani. Reprodukovatelnost vysledk(l mezi laboratofemi ma takika
vzdy daleko vétsi rozptyl. To je pravidlem, at se pro statistické zpracovani vysledku

Soucasné pojeti nejistot méfeni a zplsobu jejich vyhodnoceni bylo definovano v roce
1993 v dokumentu International Organization for Standardization Guide to the Expression of
Uncertainity in Measurement (GUM).

Pro vlastni odhad nejistoty se pouzivaji dva postupy — postup zdola nahoru a postup
shora doll. Princip prvniho (nazyvaného téz ,slozka po slozce®) spociva v analyze procesu
méfeni krok po kroku. Uréuji se jednotlivé sloZky nejistoty, které se vyhodnocuji a posléze se
slou¢i do kombinované nejistoty. Druhy postup vyuziva k odhadu nejistoty udaje, které jsou
v laboratofi €asto dostupné z ové&fovaci (validaéni) studie, dlouhodobého sledovani pfesnosti
metody nap¥. formou regulacnich diagram(, z uc€asti laboratofe v mezilaboratornich porovnava-
nich a nebo z analyza certifikovaného referenéniho materialu.

! Volné pfevzato z Kvalimetrie 13 (viz kapitola 1).



2. Pojmy, definice a zakladni statistické vypocty

Opakovani zakladnich termin( tykajicich se pravdépodobnosti na pfikladu spojitého normalniho
rozdéleni; statistické funkce programu MS Excel

2.1 Pravdépodobnost, hustota pravdépodobnosti a distribuéni funkce
normalniho rozdéleni

Hustota pravdépodobnosti nahodné veli¢iny £(x) je popsana funkci f(x). Tato funkce

pro normalni rozdéleni N(z, 02) ma tvar

(xi—p)?
l - 2 .
f(x)= e 2% (rovnice 2.1)
o2

Toto rozdéleni je charakterizovano dvéma parametry: u — stfedni hodnotou a o -
rozptylem. Hodnota o se nazyva smérodatna odchylka.

Hodnoty distribucni funkce v urcitém bodé F(x,) vypocitame integraci funkce hustoty
pravdépodobnosti od —eo do bodu Xq,

F(x)= _i“f(t) -dt (rovnice 2.2)

Pro rozdéleni N(, 02) Ize k vypoltu hodnoty distribuéni funkce pouzit funkci MS Excelu
=normdist(X; & o; 1).

Pro hodnoty 4= 2,0 a o= 0,3, tedy pro rozdéleni N(2,0; 0,09) je prubéh hustoty
pravdépodobnosti a distribuéni funkce uveden na obr. 1.
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Obr. 1: Pribéh hustoty pravdépodobnosti f(x) a distribuéni funkce F(x)
nahodné veli¢iny £(x) s normalnim rozdélenim N(2,0; 0,09)

Hodnota distribuéni funkce vbodé X, udava pravdépodobnost, se kterou hodnota
nahodné veliCiny §(x) s danym rozdé&lenim bude mensi nebo rovna hodnoté x,, tedy

F(xo) = P(x < Xq) pro spojité funkce

F(xo) = P(x <Xo) pro nespojité funkce (rovnice 2.3)

Jak je patrné z obr. 1, je hustota pravdépodobnosti normélniho rozdé&leni symetricka
kolem stfedni hodnoty . Proto plati

F(-x) =1-F(x) (rovnice 2.4)

Pravdépodobnost vyskytu hodnoty x mezi dvéma krajnimi mezemi y; a y, lze vypoditat
jako

P(y1 < x <y) = F(y2) — F(y1) (rovnice 2.5)



Kazdou nahodnou veliinu £(x) s rozdélenim N(x, 02) Ize prevést podle nasledujiciho

vztahu na normovanou nahodnou veli€¢inu £(z), jejiz rozdéleni je N(0,1)

(rovnice 2.6)

Hustota pravdépodobnosti normovaného rozdéleni N(0,1) ma funkci

f(z)= 1. e 2 (rovnice 2.7)

2z

Rovnice 2.2, 2.3, 2.4 a 2.5 uvedené pro nahodnou veli¢inu &(x) s rozdélenim N(x, 02)

plati i pro normovanou nahodnou veli¢inu £(z) s rozdélenim N(0,1).

Hodnoty distribuéni funkce F(z) se pomoci MS Excelu se vypocitaji funkci

=normsdist(z).

Hustota pravdépodobnosti a distribuéni funkce nahodné veli¢iny (z) jsou na obr. 2.
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Obr. 2: Pribéh hustoty pravdépodobnosti f(z) a distribuéni funkce F(z)
nahodné velic¢iny {(z) s rozdélenim N(O, 1)



Priklad 1.

Veli¢ina (x) ma normalni rozdéleni se stfedni hodnotou x = 2 a rozptylem o* = 0,15.
Vypocitejte jaka je pravdépodobnost, Ze hodnota x < 1,5.

Reseni 1:
Hodnotu pravdépodobnosti vypolitdame dosazenim do rovnic 2.2 a 2.3
=normdist(1,5;2;0,3873;1) = 0,098

kde 0,3873 = (0,15)°°

Reseni 2 (jen jako demonstrace vypoétu s normovanymi velié¢inami):

Vypocitame normovanou hodnotu z,, ktera odpovida hodnoté x; =1,5

_X,—u 15-2

§ o J0,15

Podle rovnice 2.2 je hledana pravdépodobnost rovna

z =-129

F(z,) = F(-1,29)
Pomoci funkce v MS Excelu je
=normsdist(-1,29) = 0,098
V obou pfipadech muselo vyjit to samé, tedy necelych 10 %.

Zavér: Jestlize opakované vysledky analyzy |ze charakterizovat hodnotami 4 = 2 a o =
0,15, pak existuje asi 10% pravdépodobnost, Ze vysledek analyzy bude menSi nebo roven
hodnoté 1,5.



2.2 Kvantily, kritické hodnoty a hladiny vyznamnosti a spolehlivosti
rozdéleni N(O, 1)

Cislo zp nazyvame P.100% kvantilem, jestlize pro ngj plati, Zze

F(zp) =P (rovnice 2.8)

tedy, Zze pro normovanou veli¢inu {(z) plati zarover

P((2) < 25) <P

P(&(2) >zp)>1-P (rovnice 2.9)

95%procentni kvantil (P = 0,95) je tedy hodnota, kterou 95 % (normovanych) vysledku
analyzy neprekroci. Tuto hodnotu vypocitame funkci =normsinv(zp). Pro hodnotu 95% kvantilu
(2o,95) tedy musi platit

F(zo,05) = 0,95

coz spliuje hodnota z; 95 = 1,64 (=normsinv(0,95)) (obr. 3 A).

Kriticka hodnota rozdéleni N(0,1), ktera se oznacuje z,, je definovana vztahem

PE(@)>z) =« (rovnice 2.10)

Cislo z, je tedy hodnota, kterou normovand hodnota z prekrodi s .100%
pravdépodobnosti.

Hodnota « se oznacuje jako hladina vyznamnosti a hodnota (1-a) se oznacuje jako
hladina spolehlivosti. Pomoci rovnic 2.9 a 2.10 Ize odvodit vztah mezi kvantilem a kritickou
hodnotou. Plati, ze

P=1-« resp. a=1-P

Odtud vyplyva, Ze kvantil a hladina spolehlivosti jsou jedno a to samé.

8



Priklad 2.

Vypocitejte hodnotu normovaného normalniho rozdéleni z, pro kterou plati, ze P(-z; <
(C(2) <25 =0,95

Reseni:

Z rovnice 2.5 vyplyva, ze

P(-zy< C(2) < zp) =F(zp) —F(-zp) =F(zp) - (1 - F(zp) = 2.F(zp) - 1
odtud tedy

2.F(zp)-1=0,95

0,95+1

F(zp) = =0,975

a pomoci funkce MS Excelu vypocitame hodnotu z,4

z; = normsinv (0,975) = 1,96

Zavér: Existuje tedy 95% pravdépodobnost, ze normované hodnoty z budou
lezet v intervalu od —1,96 do +1,96 (obr. 3 B).

f(z,) f(z,)
0,41

0,31
0,21

0,11

-3 Zogrs 0 Zog75 3
=-1,96 =1,96

Obr. 3: KFivky hustoty pravdépodobnosti rozdéleni N(0,1) s vyznaéenymi 95% kvantily
pro jednostrannou (A) a oboustrannou (B) pravdépodobnost.



V pfirodnich védach jsou v8echny hypotézy ovéfovany na hladiné vyznamnosti = 0,05
(5 %), tedy na hladiné spolehlivosti 95 %.

Z uvedenych vysledku tedy vyplyva, ze pozadovana pravdépodobnost 95 % odpovida
kvantilu zpes = 1,64 pro jednostrannou podminku ({(z) < z,) a kvantilu zg975 = 1,96 pro
oboustrannou podminku (-z, < £(z) < z;) (obr. 3. A, B).

Nasledujici dva pfiklady, které toto ilustruji, pfedstavuji dvé zakladni situace, které jsou
zasadni pfi zpracovani experimentalnich hodnot.

Priklad 3

Vypocitejte hodnotu koeficientu k, aby platilo, ze P({(x) < i+ k 0) = 0,95, kde pza o jsou
stfedni hodnota a hodnota smérodatné odchylky.

Reseni:
Algebraickou upravou nerovnice dostavame

X_
’u<k
O

a uvédomime-li si, Ze leva strana nerovnice predstavuje nyni definici normované veli¢iny
(srovnej s rovnici 2.5), je jasné, ze hodnota k musi odpovidat 95% kvantilu, tedy hodnoté

=normsinv(0,95) = 1,64

Zavér: Pro normalni rozdéleni plati, ze P(§(x) < ¢ + 1,64 o) = 0,95.

Priklad 4.
Vypocitejte hodnotu koeficientu k, aby platilo, Zze P(x- k o< &(x) < u+ k 0) = 0,95
Reseni:

Stejné jako v pfikladu 3 dostaneme pomoci algebraické uUpravy, Ze hledana hodnota
k odpovida hodnoté zg, kterou jsme nalezli v pfikladu 2. Odpovida tedy 97,5% kvantilu, ktery
ma hodnotu

=normsinv(0,975) = 1,94

Zavér: Pro normalni rozdéleni plati, ze P(x- 1,94 o<x < x4+ 1,94 o) = 0,95. Hodnota
1,94 se €asto zaokrouhluje na 2.

10



Parametry normalniho rozdéleni u a o” nelze zjistit, Ize je pouze odhadnout. Odhadem
stfedni hodnoty / je aritmeticky primér X definovany jako

n
DX
X =42 (rovnice 2.11)
n

=priamér(hodnoty_x)

a odhadem smérodatné odchylky o je vybérova smérodatna odchylka s, ; definovana jako

T\2
S, = ’u (rovnice 2.12)
n-1

=smodch.vybér(hodnoty x)

Relativni smérodatna odchylka (rsd nebo s;) je definovana jako

g —>n-t (rovnice 2.13)

Aritmeticky primér rovnéz neni absolutni veli¢ina. Ma své rozdéleni N(Xx, s;), kde

smérodatna odchylka priiméru s, je definovana jako

s, = 2n1 (rovnice 2.14)

Presnost vysledku je dana mirou proménlivosti mezi hodnotami nahodné veliiny
ziskanymi nékolikanasobnou aplikaci experimentalnino postupu za pfedem stanovenych
podminek. Opakovatelnost vysledku se ziska opakovanou analyzou zku$ebniho materialu
jednim pracovnikem v dané laboratofi v ur€itém kratkém €ase, zatimco reprodukovatelnost
vysledku se ziska opakovanou analyzou zku$ebniho materialu rdznymi pracovniky v rliznych
laboratofich v del§im ¢asovém obdobi.

11



Mirou pfesnosti (opakovatelnosti a reprodukovatelnosti) je odhad pfislusné smérodatné
odchylky. Jinou mirou pfesnosti je tzv. rozpéti R, definované jako rozdil mezi nejvySSi (Xmax) @

R = Xmax — Xmin (rovnice 2.14)

12



3. Statistické testy

Statistické testy jsou zaloZzeny na stanoveni nulové hypotézy H,, tedy urcitého
predpokladu, ktery u¢inime a priori a na zakladé pfedepsaného postupu tuto hypotézu na dané
hladiné vyznamnosti bud potvrdime, nebo vyvratime. Casto se k nulové hypotéze definuje jesté
alternativni hypotéza. Kazdy test se provadi na urcité hladiné vyznamnosti ().

Pfi testovani se muzeme dopustit chyby I. druhu, jestlize zamitneme testovanou
hypotézu (Hy) a ona ve skute€nosti plati. Tato chyba je obvykle mala, odpovida pravé hladiné
vyznamnosti testu. MGZzeme se také dopustit chyby Il. druhu, a to tehdy, jestlize testovanou
hypotézu (Ho) potvrdime a ona neplati. Velikost chyby Il. druhu obvykle nezname, ¢asto maze
byt vy8Si nez je hladina vyznamnosti testu «. Tyto skuteCnosti vyplyvaji z podrobného rozboru
statistického vyznamu hypotéz Hy a H;. Je tedy tfeba zduraznit, Zze zamitnuti hypotézy (Hy nebo
H;) ma statisticky vyznamnéj§i vahu nez pfijeti urcité hypotézy. Tento rozdil narlsta
s klesajicim poctem méreni.

3.1 Statistické testy opakovanych méreni (jednovybérovy t-test o stredni
hodnoté)

Pouzivaji se tam, kde nezname nejistotu méfreni. Provede se opakovana analyza a ze
ziskanych vysledkU, které se charakterizuji po¢tem méreni (=pocet(hodnoty x)), aritmetickym
pramérem X a vybé&rovou smérodatnou odchylkou s,;. Jako hladina vyznamnosti se voli o =
0,05.

NejcastéjSimi pfipady jsou rozhodovani, zda se stfedni hodnota testovaného souboru
vyznamné lisi od referen¢ni hodnoty, nebo zda stfedni hodnota testovaného souboru prekrocila
dany legislativni limit.

1. Testovani hypotézy, ze stfedni hodnota u je shodna s ur€itou hodnotou (danou napf.
legislativnim limitem) 14, tedy Ho: u = 1o (Hi: o # pp). Tato hypotéza se oznaluje jako
oboustranna. Potvrzeni hypotézy Hy Ize slovné interpretovat jako ,stfedni hodnota testovaného

souboru dat se statisticky vyznamné (s pravdépodobnosti 95 %) nelisi od hodnoty p4*. Pfi
zamitnuti hypotézy H, lze tvrdit, Ze ,stfedni hodnota testovaného souboru dat se statisticky

vyznamné li§i od hodnoty pi"“.

Hypotézu na dané hladiné spolehlivosti potvrdime, jestlize hodnota 4 lezi uvnitf tzv.
intervalu spolehlivosti, tedy Ze plati nerovnosti

. 2n-d (rovnice 3.1)

13



kde hodnota t;..». 0.1 je tzv. kritickd hodnota Studentova rozdéleni pro oboustranny interval
spolehlivosti a jejimi parametry je pocet stupfiti volnosti, ktery se vypocita jako pocet méreni
minus jedna, a hladina vyznamnosti a. V MS Excelu ziskdme tuto hodnotu funkci =tinv(¢;n-1).
Ostatnimi parametry jsou aritmeticky pramér ( X ), vybérova smérodatna odchylka (s,.;) a pocet
hodnot (pocet méreni) (n).

2. Testovani hypotézy, Ze stfedni hodnota x je mensi nebo rovna nez uréita napf.

legislativni hodnota 14, tedy Ho: u < o (Hi: i > ty). Tato hypotéza se oznaluje jako
jednostranna.

Hypotézu na dané hladiné spolehlivosti potvrdime, jestlize plati

<ty <0 (rovnice 3.2)

kde hodnota t,;. 1., je tzv. kritickd hodnota Studentova rozdéleni pro jednostranny interval
spolehlivosti a v MS Excelu ziskame tuto hodnotu funkci =tinv(2.a;n-1). Ostatni symboly (X ,
Sn.1, N) Maji stejny vyznam jako u oboustranného testu.

3.2 Statistické testy vysledkl, jejichz nejistota u je znama (nejistota viz
kap. 4)

Hladina vyznamnosti testu je opét « = 0,05, tedy testovani je provedeno na hladiné
spolehlivosti 95 %

1. Testovani hypotézy Hy: 1= 1
Hypotéza plati, jestlize
X = 1t <k -u, (rovnice 3.3)

kde x je vysledek méfeni, u, je nejistota vysledku méfeni a k je koeficient rozSifeni (podrobnéji
viz kapitola 2.2). Pro zvolenou hladinu spolehlivosti je k = 2.

2. Testovani hypotézy H,: 1< 1
Hypotéza plati, jestlize

X =t <k-u, (rovnice 3.4)

14



kde x je vysledek mérfeni, u, je nejistota vysledku méreni a kje koeficient rozSifeni. Pro
zvolenou hladinu spolehlivosti je k = 1,64.

3. Testovani hypotézy Hy: 14 = 16

Zname-li vysledky dvou analyz (x;, X,) v€etné obou jejich nejistot (u;, u,), potvrdime
nulovou hypotézy, jestlize plati

%, = X,| <k -yJuf +ul (rovnice 3.5)

kde k je koeficient roz$ifeni. Pro zvolenou hladinu spolehlivosti je k = 2.

PRIKLADY NA PROCVICENI 1
Priklad 1.1

Pfi analyze metodou GC je nutné znat opakovatelnost davkovani a integrace pikd, nebot oba
analytické uUkony tvofi vyznamnou ¢&ast rozpoc€tu nejistot jakéhokoli chromatografického stanoveni.
Opakovany nastfik standardu poskytl experimentalni Udaje o plochach pik( (viz tabulka). Vypoctéte
aritmeticky primér, vybérovou smérodatnou odchylku, relativni smérodatnou odchylku a smérodatnou
odchylku priméru. Rovnéz zjistéte rozmezi nameérenych dat.

¢. méfeni plocha piku
1 2957398
2 3733127
3 2900811
4 3010190
5
6

2810196
2084063

Priklad 1.2
Pro stanoveni opakovatelnosti metody stanoveni Se v ryZi bylo provedeno 9 méfeni jednoho vzorku

hnédé ryze (viz tabulka). Vypoctéte primér, smérodatnou odchylku opakovatelnosti, relativni smérodatnou
odchylku a smérodatnou odchylku praméru.
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Priklad 1.3

Stanovenim dusiku Kjeldahlovou metodou bylo v acetanilidu nalezeno: 10,38 %, 10,34 %, 10,33 %,
10,31 % a 10,26 % N. Teoreticky obsah v acetanilidu je 10,36%. Na zakladé statistického testu pro
opakované pokusy zjistéte, zda je metoda zatizena systematickou odchylkou na hladiné vyznamnosti « =
0,05.

Napovéda: testujte hypotézu x4 = w4 (rovnice 3.1). Jestlize hodnota 4 = 10,36 bude lezet uvnitf
nalezeného intervalu spolehlivosti, Ize na zvolené hladiné spolehlivosti tvrdit, Ze metoda neni zatiZzena
systematickou chybou.

Priklad 1.4

0,6490 g CRM kyseliny borité bylo rozpusténo ve vodé a doplnéno v odmérné barnce na 100 ml.
Alikvotni podil 10 ml byl titrovan alkalimetricky roztokem hydroxidu sodného o koncentraci 0,1000 mol/l. PFi
5x opakované titraci stejného alikvotniho podilu zdsobniho roztoku byly ziskany nasledujici spotfeby
titraéniho ¢inidla: 9,88; 10,18; 10,23; 10,39; 10,25 ml. Vypoctéte primérnou spotiebu titracniho ¢inidla,
vybérovou smérodatnou odchylku a na zakladé opakovanych pokusU rozhodnéte, zda zvolena titracni
metoda vykazuje systematickou odchylku. M(H3BO3) = 61,83 g/mol

Napovéda: Zjistéte, zda latkové mnozstvi NaOH, které odpovida navazce CRM k. borité, lezi uvnitf
intervalu spolehlivosti vypocitaného z latkovych mnozstvi NaOH potfebnych k neutralizaci pfi jednotlivych
titracich.
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4. Nejistoty méreni

4.1 Terminologie

Standardni nejistota u(x) je nejistota hodnoty veli€iny vyjadfena jako vybérova sméro-
datna odchylka, jejiz vypocet je zavisly na typu rozdéleni.

Kombinovana (standardni) nejistota u(y) je standardni nejistota vysledku mérfeni, ktery
se vypocita z hodnot odpovidajicich nékolika dalsim veli€inam. Kombinovana nejistota je rovna
kladné hodnoté druhé odmocniny souétu vyraz(, jimiz jsou hodnoty rozptyld nebo kovarianci
téchto dalSich veli€in s pfifazenou vahou tak, aby odrazely zmény vysledku ve vztahu k témto
veli¢inam.

Relativni standardni (kombinovana) nejistota se obvykle znaci u, nebo Castéji rsu,
ackoliv vicepismenné oznaceni veli€in neni doporu€ovano, a vypocita se analogicky jako
relativni smérodatna odchylka (rovnice 2.13).

Rozsifena nejistota U(y) je veliCina definujici interval hodnot v okoli vysledku méfeni,
ktery obsahuje velky podil z rozdéleni hodnot, které mohou byt divodné pfifazeny k méfené
veli¢iné. Roz8ifenou nejistotu vypoc&itame podle vztahu

U(y) =k *u(y) (rovnice 4.1)

kde ktzv. koeficient rozsifeni (koeficient pokryti). Jeho hodnota (nejcastégji k = 1,96 a po
zaokrouhleni k = 2) vyplyvé z avah uvedenych v kapitole 2.2.

Vysledek analyzy, ktery pfedstavuje ,nejlep§i odhad skuteéné hodnoty“, udavame ve
tvaru

y £ U(y)

ktery je doplnén o hodnoté koeficientu rozSiteni k.

Odhad standardni nejistoty u(x) Ize ziskat dvojim zplsobem:

e zpusob A: nejistota zjiStovana z méfeni v laboratofi — nejcastéji jako vybérova
smérodatna odchylka

e zplUsob B: nejistota ziskana z jinych zdroji (specifikace vyrobce, literarni udaje,

certifikaty...) — pokud neni uveden typ rozdéleni, pfedpokladame rovnhomérné
rozdéleni
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4.2 Vypocet standardnich nejistot
4.2.1 Nejistota veliC¢iny s normalnim rozdélenim

Standardni nejistota veli€iny s normalnim rozdélenim se vypocita jako vybérova
smérodatna odchylka (rovnice 2.12). Pokud je jako vstupni veli¢ina pouzit aritmeticky primér
z n opakovani, pak standardni nejistota je rovna smérodatné odchylce priiméru (rovnice 2.14).

4.2.2 Nejistota veli¢iny s rovhomérnym nebo neznamym rozdélenim

V praxi je u nékterych vstupnich veli€¢in znamo nebo pfedpokladano pouze urcité rozmezi
hodnot (horni a dolni mezni hodnota nebo nejvyssi dovolena odchylka). Odhad standardni
nejistoty se v tomto pfipadé provede z hodnot tohoto intervalu a z pfedpokladu rozdéleni hodnot
dané veliciny.

Pro rovnomérné rozdéleni se standardni nejistota vypocita jako

u= (rovnice 4.2)

a
V3
kde a je

- horni mez — dolni mez
- 2

Pro neznamé rozdéleni vzdy aproximujeme vypocCet standardni nejistoty rovnomérnym
rozdélenim.

4.2.3 Nejistota veli€iny s trojuhelnikovym rozdélenim

V pfipadé, Ze vstupni veliCina ma trojuhelnikové rozdéleni, standardni nejistota se
vypocita podle vztahu

u= (rovnice 4.3)

a
NG

kde a je definovano stejné jako v kapitole 4.2.2. Toto rozdéleni maji napf. tolerance odmérného
nadobi (odmé&rnych banék, pipet, byret) podle CSN.
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5. Rovnice méreni a propagace nejistot

Bilancovani nejistoty neni ani rutinni prace, ani Cisté matematické cvi¢eni. Je zavislé na
uplné znalosti méfené veliCiny a méficiho postupu. Rovnice méfeni zahrnuje vztah mezi
vysledkem a vSemi vstupnimi veli¢inami, které vysledek ovliviiuji. Jejich seznam ziskame pfi
tzv. validaci méficiho postupu. Rovnici méfeni Ize v obecném tvaru psat jako

y = f(x)

kde y je mé&fena veli€ina a x; jsou vstupni veliiny. Funkce f(x;) musi obsahovat vSechny vstupni
veli¢iny, aby pfi bilancovani nejistoty byly uvazovany vSechny zdroje nejistot.

Desatero bilancovani nejistoty podle Guide to the Expression of Uncertainity in
Measurement

L

definuj méfenou veli€inu

2. popi§ méfici postup modelem méfenim

3. identifikuj vSechny zdroje nejistoty

4. odhadni hodnoty v8ech vstupnich veli¢in (modelu méfeni)

5. odhadni standardni nejistoty kazdé ze vstupnich veli¢in

6. vypocti hodnou méfené veli€iny (pomoci rovnice méfeni)

7. vypocti kombinovanou nejistotu vysledku

8. vypocti rozSifenou nejistotu (s vybranym koeficientem rozSifeni)

9. analyzuj jednotlivé pfispévky k celkové nejistoté a pfemyslej o nich

10. dokumentuj vSechny kroky a pisemné je zaznamenej a uchovej

5.1 Vypocet kombinované nejistoty

Citlivost (koeficienty selektivity) méfené hodnoty y vzhledem k hodnotam jednotlivych
vstupnich veli€in x; oznacme c;. Plati

C = Y (rovnice 5.1)
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Podle zakona Sifeni chyb je kombinovand nejistota hodnoty y dana

ufy) = \/icfu(xi )2+ 2.N21 i c,c;u(X;,X;) (rovnice 5.2)
i=1 i=1 j=i+l

N-1 N
Pokud jsou veli¢iny x; vzajemné nezavislé, je ,kovarian¢ni* ¢len Z Z Cicju(xi,xj)
i=1 j=i+1

roven nule.

5.1.1 Aditivni model

Je-li vystupni veli€ina dana linearni kombinaci nezavislych vstupnich veli€in, napf.
y = KiXg + KXz + Kg-xa

kde Ky, K, a K3 jsou konstanty, vypocita se kombinovana nejistota podle vztahu

u(y) = JKZ U0 +K2 -u(x,)” + K3 -u(x,)’ (rovnice 5.3)

5.1.2 Multiplikativni model
Je-li vystupni veli€ina ddna sou€inem nezavislych vstupnich veli€in, napf.

y=K-X; X2 X3

kde K je konstanta, vypocita se kombinovana nejistota podle vztahu
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u(y) = y\/(u(xxl))2 + (u(XXZ))2 +(u(XX3))2 (rovnice 5.4)

Pouzitim definice relativni standardni nejistoty (kapitola 4.1) Ize rovnici 5.4 prepsat do
tvaru

U, (Y) = U, (%) + U, (%)% +U, (X, )?

5.2 Kragtenuav algoritmus vypoétu nejistot

U komplikovanéjsich vztah( je nutné bud vztah rozlozit na jednotlivé ¢asti, na které Ize
aplikovat aditivni nebo multiplikativni model, a postupné vypocitat vyslednou kombinovanou
nejistotu, nebo Ize pouzit nize popsany Kragten(v algoritmus.

Algoritmus vypoctu vychazi z obecné rovnice 5.2, ve kterém opét zanedbava kovarianci.
Vstupni veliCiny opét povazujeme za vzdjemné nezavislé. Vypocet citlivosti podle rovnice 5.1 se
aproximuje pomoci Taylorova rozvoje

(rovnice 5.5)

oy YO U ) -y(x)
OX; - u

X

a rovnici pro vypocet kombinované nejistoty (rovnice 5.2) Ize pfepsat do tvaru

uy) = \/i[Y(Xi +U, )]2 (rovnice 5.6)

Vyhodou tohoto algoritmu je, Ze je nezavisly na vzajemném matematickém vztahu
vstupnich veliin, nerozliSuje se tedy, zda jde o aditivni nebo multiplikativni vztahy. Dana
konkrétni aplikace zavisi pouze na poctu vstupnich veli€in. Vyrazné se tim eliminuje moznost
chyb pfi vypoctu a napf. pomoci MS Excelu Ize vytvofit univerzalni aplikacni listy, pro vypocet
kombinované nejistoty libovolnych vztaha.

Postup je demonstrovan na nasledujicim pfikladu.
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Priklad 3
Rovnice méfeni je ve tvaru

2X,
Y=""-%
X2

Hodnoty vstupnich veli¢in x; v€éetné standardnich nejistot u; a relativnich nejistot (rsu)
shrnuje nasledujici tabulka

Xi u; rsu

1 5,03 0,11 2,2%
2 0,0253 0,0005 2,0%
3 60,250 0,021 0,03 %

Vypocitejte hodnotu y v€etné standardni nejistoty u(y).
Reseni:
Hodnotu y vypocitame dosazenim do rovnice méfeni

24, 2503

X, = =22 _ 60,25 = 337,378
X, 0,0253

Pro odhad kombinované nejistoty u(y) zkonstruujeme nasledujici tabulky

X uj
X1 Uy X1+ Uy X1 X1
X2 us X2 X2+ Uz X2
X3 us X3 X3 X3+ Us
y(x, u) Y (XU XX 3) Y (XX o+l 5iX3) | Y (XXX 5+Us) |
y(x)) Y(X1;X2,X3)
diff? | [Y(X1?X2;X3)'Y(X1+U1§X2§X3)]2 | [Y(X1?X2?X3)'}’(X1?X2+U2?X3)]2 | [Y(X1§X2?X3)'Y(X1;X2;X3+U3)]2 |
suma(diff?) diff 2+diff, 2 +diff,2
index diff,2 / suma(diff?) . 100% diff,? / suma(diff?) . 100% | diffs? / suma(diff?) . 100 |

Hodnotu kombinované nejistoty u(y) vypocitame jako druhou odmocninu ze souctu
druhych mocnin diferenci, tedy
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u(y) = /suma(diff?)

Dosadime-li zadané hodnoty, dostavame

503 | 0,11 5,14 5,03 5,03
0,0253 | 0,0005 0,0253 0,0258 0,0253
60,25 | 0,25 60,25 60,25 60,50
y(x;, uy) 346,074 329,672 | 337,128 |
y(x)) 337,378
dif? | 75,614 59,382 | 0,063 |
suma(diff?) 135,06
index 55,99% 43,97% | 0,05% |
odkud

u(y) = \/suma(diff®) = \[135,06 =116

Vysledky obvykle zaokrouhlujeme takto: kombinovanou nejistotu zaokrouhlime na dvé
platna Cisla. Tim ziskame poc&et desetinnych mist, na ktera zaokrouhlime vypogé&itanou hodnotu.
V naSem pfipadé je kombinovana nejistota u(y) = 12, a proto i vysledek zaokrouhlime na
jednotky, tedy y = 337.

V uvedeném schématu vypoCtu je rovnéz uveden tzv. index. Pomoci jeho hodnoty
shadno identifikujeme nejistoty téch veli€in, které pFfevaznou mérou pfispivaji k hodnoté
kombinované nejistoty. V naSem pfipadé je zfejmé, Ze ke kombinované nejistoté pfispivaji
pfedevSim nejistoty u; a u,. (K podobnému zavéru dospéjeme, vezmeme-Ili v ivahu hodnoty
relativnich nejistot (rsu) — viz zadani pfikladu.)

Naprosto stejnym schématem by se podéitala i nejistota jakékoliv jiné veli€iny rovné
funkci tii vstupnich veli¢in x;, x, a x;. Podle konkrétniho tvaru dané funkce se pouze
upravi vypocet radku y(x;; u;) a y(x;).
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PRIKLADY NA PROCVICENI 2
Priklad 2.1

Vypocitejte vysledek (y) v€etné kombinované nejistoty (uy), kterou vypocitate pomoci Kragtenova
algoritmu a bez néj.

a)y =(128+2) + (1025 + 8) — (636 + 4)
b) y = (16,25 + 0,06) — (9,43 £ 0,03)

C)y=(46,1+0,04) + (935 1)

Priklad 2.2

Vypoditejte vysledek (y) v€etné kombinované nejistoty (uy), kterou vypocitate pomoci Kragtenova
algoritmu a bez néj.

a)y =(2,78 +0,04) . (0,00506 + 0,0006)

b) v _ 36:2£0,04
27,1+0,6
) y - (80.23+0,07) (27,86 +0,05)
0,1167 +0,0003
Priklad 2.3

Vypocitejte vysledek (y) v€etné kombinované nejistoty (uy), kterou vypocitate pomoci Kragtenova
algoritmu a bez néj.

17,0+£0,2
587+0,01

y = (25,0+0,1)-(0,0215 +0,0003) - (1,02 +0,01) - (0,112 +0,01) -
Priklad 2.4

Pomoci tabulky atomovych hmotnosti véetné jejich toleranci (pfedpokladejte rovnomérné
rozdéleni), vypocitejte molekulovou hostnost véetné (kombinované) nejistoty pro nasledujici slouceniny.
Nejistotu vypocitejte Kragtenovym algoritmem.

a) HCl, PbCl,, NO, N205,CO>
b) H,SO4, NaOH, HCIO4
c¢) hexahydrat siranu amonno-zeleznatého (Mohrova sul)

d) kyselina stearovéa (oktadekanova k.)
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Tabulka atomovych hmotnosti v€etné toleranci (www.webelements.com)

prvek M tol
H 1,00794 0,00007
(0] 15,9994 0,0003
N 14,0067 0,0002
S 32,065 0,005
(o 12,0107 0,0008
Fe 55,845 0,002
Ni 58,6934 0,0002
Na 22,98976928 0,00000002
Cl 35,453 0,002
Pb 207,2 0,1
Zn 65,409 0,004
Hg 200,59 0,02
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6. Nejistoty zakladnich operaci®

6.1 Nejistota vazeni

Nejistota vazeni je tvofena dvéma hlavnimi slozkami: nejistotou opakovatelnosti vazeni
(typ A) a nejistotou kalibrace vah (typ B).

Obvykla nejistota diferenéni navazky na ¢tyfmistnych analytickych vahach je 0,1 mg.

6.2 Nejistota objemu odmérnych banék a pipet daného objemu a tfidy
presnosti

Existuji tfi zdroje nejistot, které ovliviuji kombinovanou nejistotu objemu roztoku
v odmérné barnce nebo objemu roztoku odmeéfeného pipetou:

1. Nejistota deklarovaného objemu — charakterizovana toleranci +a, ktera je dana tfidou
presnosti podle CSN3. U téchto toleranci se predpoklada trojuhelnikové rozdéleni (rovnice 4.2).

2. Nejistota doplnéni odmérné bariky po rysku resp. nejistota objemu odméfeného
pipetou — tzv. nejistota opakovatelnosti, ktera je rovna vybérové smérodatné odchylce
vypocitané z vysledkd opakovanych méfeni objemu (vazenim).

3. Nejistota zpusobena riznou teplotou kapaliny (a barky) pfi praci v laboratofi a pfi
kalibraci. Nejistota objemu zplisobena tepelnou roztaznosti se vypocita podle vztahu

L _VAT-B

"B

(rovnice 6.1)

Vypoéitanou hodnotu kombinované popf. rozSifené nejistoty Ize vztahnout na vSechny
odmérné bariky nebo pipety daného typu (stejny vyrobce, stejny jmenovity objem a stejna tfida
presnosti).

2 http://lwww.eurachem.cz/metodicke-listy.php; http://www.eurachem.org/ (Guides&Docs)

% hedslené pipety: CSN 70 4119; délené pipety: CSN 70 4120; odmérné bariky: CSN 1SO 1042; odmé&mé valce:
GSN 70 4102-1, 70 4102-2; byrety GSN 70 4130
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Priklad 4

Vypocitejte nejistotu objemu roztoku po doplnéni odmérné bariky o objemu 250 ml (tfida
A) vodou po rysku pfi kolisani teploty v laboratofi v rozsahu + 3 °C.

Reseni:
Tolerance objemu této banky je +a = 0,15 ml. Nejistota deklarovaného objemu je potom

a _015_4o61ml

G

Budiz relativni smérodatna odchylka doplnéni 0,2 %. Toto predstavuje pfijatelnou
hodnotu, kterou pouzijeme k vypoctu, pokud opakovatelnost dopInéni po rysku nestanovime
sami. Pro objem 250 ml bude tedy vybérova smérodatna odchylka

Sn.1 = 0,002 - 250 = 0,5 ml
Tato hodnota je zaroven standardni nejistotou u, = 0,5 ml.

K odhadu nejistoty zpusobené tepelnou roztaznosti predevsSim kapaliny (tepelnou
roztaznost sklenéné barky zanedbame) potfebujeme znat teplotu, pfi které byl jmenovity objem
kalibrovan (obvykle 20 °C), odchylku aktualni teploty v laboratofi (podle zadani + 3 °C) a
tepelnou roztaznost kapaliny, v tomto pfipadé vody (podle tabulky tepelnych roztaznosti je
koeficient g(voda) = 2,07-10" K'l). Dosazenim do rovnice 6.1 dostavame

, _V-AT-p _250-3.2,07-10°*

B 5

=8,96-107 ml

Kombinovanou nejistotu vypoc&itame pomoci aditivniho modelu (rovnice 5.3). V nadem
pfipadé

U= Ju?+u? +u? = /0,061 +0,5” +(8,96-10?)* =0,51 ml

Uvazime-li hodnoty jednotlivych nejistot, je patrné, Ze hlavnim zdrojem nejistoty je
nejistota doplnéni odmérné bariky po rysku.

6.3 Nejistota objemu konkrétni jedné pipety

Postup stanoveni popsany v kapitole 6.2 nam umozni stanovit nejistotu objemu vSech
odmérnych banék nebo pipet daného jmenovitého objemu a tfidy pfesnosti sumarné.
Vyslednou nejistotu Ize potom vztahnout na libovolnou odmérnou bariku nebo pipetu stejného
typu. Budeme-li ale pouzivat pouze jedinou pipetu (pfiklad pouZiti jediné odmérné bariky nema
v praxi smysl), miZeme provést ,zpfesnéni“ odhadu nejistoty deklarovaného objemu.
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Provedeme nasledujici postup

1. Opakovanym méfenim (vazenim) pipetovaného objemu uréime objem pipetované
kapaliny jako aritmeticky primer.

2. Nejistota opakovatelnosti je rovna nejistoté aritmetického priméru, tedy vybérové
smérodatné odchylce prliméru (rovnice 2.14) vypocitané z vysledkl opakovanych méfeni
objemu (vazenim).

3. Nejistota objemu zpUsobena tepelnou roztaznosti se vypocita podle rovnice 6.1.

Na druhou stranu je tfeba Fici, ze hodnotu pipetovaného objemu spolu s kombinovanou
nejistotou vypocitanou nasledujicim postupem neni doporu¢eno v laboratofi ,sdilet”. Ddvodem
je mozna existence interpersonalnich systematickych chyb, tedy, Ze stejnou pipetu zkalibruiji
rdzni lidé rizné. V praxi proto pfevazuje postup popsany v kapitole 6.2.

6.4 Odhad nejistoty pomoci (certifikovaného) referenéniho materialu

Zatimco v pfedchozich Castech této kapitoly byly popsany dil€i kroky stanoveni nejistoty
vysledku analyzy tzv. ,zdola nahoru®, vyhodnoceni vysledku analyzy referenéniho materialu
predstavuje opaény postup, tedy ,shora dol(“.

Nejistota vysledku je potom tvofena tfemi pfispévky
- nejistotou deklarované hodnoty obsahu analytu v referenénim materialu uRM

- nejistotou opakovatelnosti odpovidajici vybérové smérodatné odchylce
opakované analyzy referenéniho materialu (u,)

- tzv. vychylenim, které je rovno rozdilu mezi naméfenou hodnotou
(aritmetickym primérem opakovanych méFeni, X ) a deklarovanou hodnotou
Xt1), pro vychyleni A tedy plati

A:|x—xT|

a vypocita se podle vztahu

U= Uz, +U2 +A? (rovnice 6.2)
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6.5 Nejistota instrumentalniho signalu
Nejistota mérené veli€iny (napf. absorbance) je tvofena tfemi pfispévky

- nejistotou opakovatelnosti odpovidajici vybérové smérodatné odchylce
opakovaného mérfeni signalu referenéniho materialu (standardu) (u;)

- instrumentalni reprodukovatelnosti (nejistota typu B) u,

- instrumentalni spravnosti, kterou udava vyrobce (nejistota typu B) us;

a vypocita se podle vztahu

2 2 2 H
u= Jul +Uu; +U; (rovnice 6.3)

PRIKLADY NA PROCVICENI 3
Piklad 3.1

Vypocitejte kombinovanou nejistotu stanoveni obsahu oxidu zelezitého v zelezné rudé, je-li
navazka vzorku 0,1050 g a vyvazka oxidu zelezitého 0,0525 g.

Priklad 3.2

Vypocitejte kombinovanou nejistotu objemu vody v odmérné barfice o objemu 250 mL (tfida
presnosti A). Pfi vypocCtu prispévku tepelné roztaznosti vody ke kombinované nejistoté uvazujte odchylku
teploty 3 °C.

Priklad 3.3

Navazka 0,128 g Mohrovy soli (Fe(NH4)2(SO4)..6H20) byla rozpusténa ve 250 mL odmérné barice
(tfida A). Vypoctéte koncentraci Zzeleznatych iontll [g/mL] a rozSifenou nejistotu koncentrace Zeleznatych
iontd (k=2). Pfi vypoctu nejistoty objemu odmérné barky uvazujte rel. smérodatnou odchylku
opakovatelnosti doplnéni odmérné barky po znacku 0,2 %.

Priklad 3.4

Pipeta o jmenovitém objemu 5 mL (tfida A) byla kalibrovana vazenim objemu vody pfi 25 °C. Bylo
provedeno 10 méfeni, vysledky jsou uvedeny v nasledujici tabulce.
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Cislo m [g]

1 5,0307
5,0122
5,0403
5,0323
5,0203
5,0418
5,0280
5,0228
5,0390
5,0383

© 0O N O Ok~ WwN

N
o

Hustota vody pfi 25 °C je 0,997044 g.cm™, tepelna roztaznost vody je 2,07.10* K™.
a) Vypoététe nejistotu véech 5 mL pipet v laboratofi (uvaZuijte vliv zmény teploty v laboratofi + 3°C).

b) Jaky je davkovany objem a nejistota této konkrétni pipety?

Priklad 3.5

Mikropipeta PLASTOMED o jmenovitém objemu 500 pL byla kalibrovana opakovanym vazenim
vypusténého objemu vody pfi teploté 20 °C. Vybérova smérodatna odchylka deseti méfeni byla 1,3 pL,
aritmeticky pramér 496,9 ulL. Vypoctéte nejistotu pipetovani vodnych a methanolickych roztokd touto
pipetou s uvaZovanim vlivu teploty v laboratoFi v rozsahu + 3 °C.

Priklad 3.6

Pipeta o jmenovitém objemu 1 mL (tfida B) byla kalibrovana vazenim objemu vody pfi 20 °C. Bylo
provedeno 10 méfeni, vysledky jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

m [g]
0,9728

0,9774
0,9838
0,9700
0,9789
0,9748
0,9794

0,9881

0,9836
0,9817

O 0 [N B|WIN|—~

—_
o

Jaka je nejistota této pipety s uvazovanim vlivu zmén teploty v laboratofi +3 °C pfi pipetovani
chloroformu? Hustota vody 0,9982 gcm's, koeficient tepelné roztaznosti chloroformu g = 1,28 K'l,
tolerance objemu pro danou tfidu pfesnosti 0,012 ml.
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Priklad 3.7

Redéni roztok(i je v analytické praxi velmi bé&zné. V MS Excelu pfipravte list, pomoci kterého
vypocitate zifedovaci faktor f a kombinovanou nejistotu fedéni, jestlize zadany objem roztoku byl pipetovan
do odmérné bariky, ktera byla posléze doplnéna rozpoustédlem po znacku. Uvazujte vSechny tfi pfispévky
nejistoty uvedené v kapitole 6.2.

Priklad 3.8

Jaka bude latkova koncentrace roztoku KOH pro titrace v nevodném prostfedi a pfislusna rozsifena
nejistota (k = 2), vzniklého rozpusténim 7,250 g KOH v bezvodém methanolu a doplnénim methanolem na
objem 1000 ml v odmérné barice. Pfi vypoctu nejistoty objemu odmérné barky uvazujte pouze toleranci
objemu a rel. smérodatnou odchylku opakovatelnosti doplnéni odmérné barky po znacku 0,2 %.

Priklad 3.9

Jaka je latkova koncentrace chloridu sodného v roztoku obsahujiciho v 500 mL odmérné barnce
12,50 g NaCl? Jaka je nejistota koncentrace? PFi vypoctu nejistoty objemu odmérné bariky uvazujte pouze
toleranci objemu a rel. smérodatnou odchylku opakovatelnosti dopInéni odmérné bariky po znacku 0,2 %.
Relativni nejistota vazeni byla stanovena pfi kalibraci vah a &ini 1 %.

Priklad 3.10

Kalibraéni roztok pesticidu v methanolu je pfipravovan ze zasobniho roztoku desetinasobnym
nafedénim methanolem a to pfenesenim 10 ml podilu délenou pipetou do 100 ml odmérné bariky.
Dodavatel udava koncentraci zasobniho roztoku rovnu 1000 + 2 mg/l. Teplota v laboratofi kolisa v rozmezi
3 stupiiti okolo 20 °C, koef. roztaznosti methanolu je 1,2-10'3 K, udaje vyrobce o toleranci odmérného
nadobi (+a) a vysledky experimentl stanoveni opakovatelnosti (sn-1) doplnéni nadobi po znacku vazenim
shrnuje nasledujici tabulka.

tolerance/ opakovatelnost
VimL mL doplnéni / mL

pipeta 10 0,02 0,012
odmérka 100 0,1 0,024

Vypoctéte koncentraci pesticidu v kalibraénim roztoku véetné rozsifené nejistoty (k=2).

Priklad 3.11

Stanoveni peroxidu vodiku probiha podle nasledujiciho experimentalniho schématu: Navazka 10 g
kapalného vzorku se prevede do 100 mL odmérné bariky a doplni se po znacku- Odpipetuje se 10 mL
alikvotniho podilu, zfedi asi na 50 mL v titrani barce a titruje se roztokem KMnO, do slabé rGzového
zbarveni.

Pfi odhadu nejistot pfedpokladejte, Ze objemové operace (doplfiovani odmérné bariky, pipetovani)
maji relativni standardni nejistotu 0,2%. Nejistota spotfeby titraCniho Cinidla ¢ini 1 kapku, tj. 0,05 mL.

Nejistota koncentrace titracniho ¢inidla je 0,3 %. Hmotnostni operace ma nejistotu 0,0001 g.

Experimentalni data jsou uvedena v tabulce.
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Xi u(x;) rsu
navazka m,[g] 10 0,0001
objem 100 V 100 [ML] 100 0,20%
objem pipety V 10 [mL] 10 0,20%
konec titrace V vinoa [ML] 17,65 0,05
konc. KMnO, C mnoa [Mol/L] 0,02 0,00006 | 0,30%
mol. hmotnost M w202 [g/MoOl] 34,01468 | 0,000436

Sestavte rovnici méfeni a vypodcitejte hmotnostni obsah peroxidu vodiku spolu s rozSifenou
nejistotou (k = 2).

Priklad 3.12

Vypocitejte kombinovanou nejistotu absorbance pfi méfeni na spektrometru, jehoz instrumentalni
spravnost a reprodukovatelnost byly ziskdny od vyrobce jako tolerance a jejich hodnoty byly 0,005 pro
spravnost a 0,002 pro reprodukovatelnost.

Opakovanym méfenim absorbanci referenéniho roztoku chromanu draselného v alkalickém
prostifedi byly ziskany nasledujici hodnoty.

I

C.

<

)
2

A
0,254
0,258
0,251
0,254
0,253
0,257
0,256
0,250
0,256
0,255

3

O|O|N|D|O|B[WIN|—=]®d

-
o

Priklad 3.13

Titraénim stanoveni Mn v certifikovaném referenénim materidlu oceli o obsahu 0,67% Mn byly pfi
opakovaném stanoveni nalezeny hodnoty, které jsou uvedeny v tabulce.
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€. stanoveni w (Mn),%
0,69
0,68
0,7
0,67
0,67
0,69
0,66
0,68
0,67
0,68
0,68
0,67
0,69

P e I P Ll S R S R EN T D B

Obsah manganu v certifikovaném referenénim materialu byl wcrm(Mn) = 0,67 % a standardni
nejistota ucrm = 0,01 %.

a) Jaka je smérodatna odchylka opakovatelnosti?

b) Vytéznost metody R je definovana jako pomér vysledku analyzy (aproximovany aritmetickym
prGmérem) a certifikovanou hodnotou. Pokud se vytéZnost statisticky vyznamné neli$i od 1, neni metoda
zatizena systematickou chybou. Vypoctéte vytéznost metody stanoveni Mn a urCete nejistotu vytéznosti.
Testujte, zda se vytéZnost systematicky lii od hodnoty 1 (na hladiné vyznamnosti « = 0,05).

Navod: Testujte hypotézu Ho: = 1o v kapitole 3.2.
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7. Nejistota linearni regrese

7.1 Metoda kalibraénich roztoka — linearni regrese

Metoda kalibraénich roztokd je zaloZzena na pfipravé série roztokl o znamém
vzrustajicim obsahu analytu a ziskani signald metody pfi méfeni kazdého kalibraéniho roztoku.
Ve vétsiné pripadl popisujeme zavislost y; = f(x;) linearni zavislosti a parametry b;, by linearni
regresni funkce

y =bi*X + by (rovnice 7.1)

Ize ziskat vyhodnocenim n dvojic koncentraci analytu v kalibraénim roztoku (x;) a signall
metody (y;) metodou nejmensich &tvercd.* Jsou definovany jako

nZXiYi _in ’ZYi
_ i3 =) =]

b, . - i (rovnice 7.2)

niZl:xiz —[zn:xi )2

i=1

b, = 1= i=1 (rovnice 7.3)

V MS Excelu Ize pouzit funkci =slope(hodnoty_y; hodnoty_x) pro vypocet smérnice (b,)
a =intercept(hodnoty_y; hodnoty_x) pro vypocet Useku (bg).

Hledanou koncentraci analytu ve vzorku (x,,) vypoCitame Upravou rovnice 7.1

— Yve = bO
VZ bl

a nejistotu u, ziskame dosazenim do vztahu

* Spravné bychom méli testovat hypotézu, Ze ziskané hodnoty signalll y; odpovidaji
linearnimu modelu kalibrani zavislosti.
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= 2
u zsﬂ\/leiJr(y;A (rovnice 7.4)
n N bl 'QXX

kde

Syx je smeérodatna odchylka regresni hodnoty y.4 kterou v MS Excelu vypocitame funkci
=steyx(hodnoty_y; hodnoty_x)

n je pocet kalibracnich roztokl
N je poCet opakovani analyzy roztoku vzorku
_ DY

Y je primérna hodnota signall y;, tedy y = 1=
n

Yvz je (primérna) hodnota signalu pfi méfeni vzorku

Qx je definovany jako
Qxx = Z(Xi - )_()2
i=1
Tuto hodnotu Ize vypocitat jako
Q. = n * varpa(hodnoty_x)

kde n je poc€et experimentalnich hodnot a =varpa(hodnoty_x) je funkce MS Excelu, jejimz
vysledkem je hodnota rozptylu zakladniho souboru.

7.2 Standardni pridavek
Metoda pfidavku standardu je zalozena na méfeni signalu metody pfi analyze roztoku

vzorku a na porovnani se signadlem pfi méfeni roztoku tvofeného vzorkem a zndmym
mnozstvim pfidaného standardniho roztoku.
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7.2.1 Jeden pridavek standardu

Metoda ,jednoho roztoku“ se provadi zjisténim signalu, ktery odpovida roztoku vzorku,
naslednym pfidanim znamého mnozstvi analytu pfimo do tohoto roztoku a zméfenim signalu
takto upraveného roztoku.

Metoda ,dvou roztokd“ se provadi paralelnim méfenim dvou roztok(l o stejném objemu,
které obsahuji stejné mnozstvi roztoku vzorku, pouze ke druhému roztoku se pfida znamé
mnozstvi analytu a teprve potom se odmérna barka doplni po rysku.

Podle konkrétniho provedeni se sestavi rovnice méfeni a z ni se vypocita kombinovana
nejistota vypocitané hodnoty koncentrace analytu ve vzorku. Nejjednodu$eji Kragtenovym
algoritmem.

7.2.2 Vice standardnich roztoki — linearni regrese

Pripravi se série roztok(l o stejném objemu. Do vSech odmérnych banék se da stejné
mnozstvi vzorku a do druhé a dal$ich banék se pfida vzrlstajici mnozstvi standardniho roztoku
analytu. Regresni rovnici 7.1 Ize pfepsat do tvaru

! CXVX + CSVS

Yieg = bl v + b(,)

ze kterého Ize algebraickymi uUpravami vyjadfit zavislost signalu na objemu pfidaného
standardniho roztoku

Yreg = b1 CXVVX +bg + bif/—s Vg =by +b; -V (rovnice 7.5)
b b

Pfipravi se série roztokd obsahujicich stejné mnozstvi roztoku vzorku a vzrustajici
mnoZstvi standardniho roztoku analytu, metodou nejmenSich ¢tvercli se vyhodnoti parametry by
a b; a vypodita se hledana koncentrace analytu ve vzorku c,.

Z jejich definice (rovnice 7.5) vyplyva, Ze

| = blcl (rovnice 7.6)
C, = % V= s (b —bo) (rovnice 7.7)
1V x Vx bl
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Hodnota b} odpovida absorbanci slepého pokusu. Provedeme-li korekci dat na signal

slepého pokusu, je by =0 a rovnice 7.7 pfechazi na tvar

c,=—— (rovnice 7.8)

y, = C,.U,
b /by
kde
S _2
u, =2, 1. 2y
b1 n bl'Qxx

je standardni nejistota objemu (odpovidajiciho nulovemu signalu y,.4=0), ktery byl ur€en pomoci
regresni rovnice 7.5.

PRIKLADY NA PROCVICENI 4
Priklad 4.1

Jednobodovou kalibraci s certifikovanym referenénim materidlem (CRM) byl stanoven obsah
analytu v neznamém vzorku. Obsah analytu v hmotnostnich procentech v CRM véetné standardni
nejistoty byl (3,50 + 0,07) %. Hodnota signall pfi analyze CRM, pfi analyze vzorku a pfi analyza
srovnavaciho roztoku neobsahujiciho analyt (blank) byla: ycrm = 0,293; yy, = 0,186; Ypank = 0,007.
Kombinovana nejistota signalu byla u(y) = 0,005. Vypodcitejte obsah manganu ve vzorku v€etné rozsifené
nejistoty (k = 2).
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Priklad 4.2

Obsah manganu v kyzovych vypalcich byl stanoven polarograficky metodou srovnani se
standardem. Do roztoku upraveného pro polarografické méfeni bylo pfevedeno 2,500 g vzorku a objem
doplnén na 250 ml. Vyska viny manganatych iontl €inila 36 mm. Stejnym zplsobem byl ze stejné velké
navazky pfipraven roztok standardu s obsahem manganu 0,53 %, davajici vinu o vySce 43 mm.
Vypocitejte obsah Mn spolu s rozSifenou nejistotou (k = 2).

P¥i validaci polarografické metody byly zjistény tyto standardni nejistoty, resp. relativni standardni

nejistoty vstupnich veli€in: rsu(objemové operace) = 0,2 %; rsu(analyticky signal (vySka piku)) = 2 %;
u(hmotnost) = 0,1 mg, rsu(Mn ve standardu) = 0,5 %.

Priklad 4.3

Kalibra¢ni zavislost je dana v nasledujici tabulce.

x [mg/L] y
1,03 0,169
2,22 0,317
3,15 0,473
4,14 0,625
5,49 0,821

Vypoctéte koncentraci analytu v neznamém vzorku a jeji standardni nejistotu, jestlize pfi analyze
vzorku mél instrumentalni signal hodnotu 0,512.

Priklad 4.4

Obsah glukézy ve vzorku vina byl stanovovan enzymaticky se spektrofotometrickou detekci. Do
odmérnych banék o objemu 5 mL bylo odpipetovano vzdy 200 uL standardniho roztoku glukézy o rizné
koncentraci nebo vzorek vina, bylo pfidano stejné mnozstvi roztoku enzymu a barika byla doplnéna po
rysku tlumivym roztokem. Namérena data pro kalibrani zavislost jsou uvedena v tabulce

¢ [mmol/L] 0,000 0,050 0,100 0,200 0,400 0,600 0,800
A 0,000 0,057 0,119 0,221 0,383 0,599 0,730

Zkoumany vzorek vina byl stejnym zplsobem analyzovan tfikrat.

1 2 3
A, 0,253 0,243 0,238

Vypoctéte koncentraci glukézy ve vzorku vEetné jeji standardni nejistoty.

Priklad 4.5

Stanoveni isooktanu ve smési uhlovodikl bylo provedeno chromatografickou metodou. V tabulce
jsou kalibragni data, tj. zavislost plochy odpovidajiciho piku na obsahu isooktanu (mol %). Vypoctéte
obsah isooktanu v neznamém vzorku spolu s rozSifenou nejistotou, jestlize prdmérna plocha piku pfi
analyze neznamého vzorku (4 stanoveni) méla hodnotu 2,65.
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mol% isooktanu | plocha piku, A
0,352 1,09
0,803 1,78
1,08 2,6
1,38 3,03
1,75 4,01
Priklad 4.6

Koncentrace siranovych iontd v pfirodnich vodach se stanovuje turbidimetrickou metodou. Ke
vzorku vody se pfida pfebytek barnatych iontd, pH se upravi na hodnotu 5 a po 20 minutach se méfi zakal
BaSO, v turbidimetru. Instrument se kalibruje standardnim roztokem Na,SOs. Kalibraéni data jsou
uvedena v tabulce.

p(SO,), mg/L Y, a.u.
0,00 0,06
5,00 1,48
10,00 2,28
15,00 3,98
20,00 4,61

Vypoctéte koncentraci siranovych iontl ve vzorku vody spolu s kombinovanou nejistotou, jestlize
instrumentalni signal mél hodnotu 3,67 (pramér ze 6 opakovani).

Priklad 4.7

Vzorek krve o objemu 5,00 mL byl obohacen o 0,5 pL 1% (v/v) vodného roztoku propanolu jako
vnitiniho standardu. 10 uL smési bylo davkovano do plynového chromatografu a byly zaznamenany
plochy pikd ethanolu (A(EtOH)) a propanolu (A(PrOH)). Standardni roztoky o znamém obsahu (% (m/V))
ethanolu byly zpracovany stejnym zplsobem. Ziskana data a vypocitané poméry ploch jsou v tabulce.
Vypocitejte koncentraci ethanolu ve vzorku a jeji nejistotu.

W o(EtOH) A (EtOH) A (PrOH) A (EtOH)/A (PrOH)
0,02 114 457 0,249
0,05 278 449 0,619
0,10 561 471 1,191
0,15 845 453 1,865
0,20 1070 447 2,394
vzorek 782 455 1,719
Priklad 4.8

Pfi polarografickém stanoveni zinku ve slitiné hof€iku byla pouzita metoda pfidavku standardu
s jednim roztokem. Vzorek slitiny o hmotnosti 1,0000 g byl rozpustén v kyseliné chlorovodikové a roztok
byl upraven a doplnén na 250 mL. K 10 mL roztoku, poskytujiciho vinu vysky 37,0 mm, byly pfidany 2,00
mL standardniho roztoku siranu zine€natého, c(zn) = 5,00.10° moliL, a po provedeni elektrolyzy byla
naméfena vyska viny 63,0 mm. Vypocitejte hmotnostni obsah Zn v&etné rozsifené nejistoty.
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Pfi validaci polarografické metody byly zjistény tyto standardni nejistoty, resp. relativni standardni
nejistoty vstupnich veli€in: rsu(objemové operace) = 0,2 %; rsu(analyticky signal (vySka piku)) = 2 %;
u(hmotnost) = 0,1 mg, rsu(koncentrace standardu) = 0,5 %.

Priklad 4.9

Obsah Ni v hlinikové slitiné byl stanoven polarograficky metodou pfidavku standardu se dvéma
roztoky. K jednomu ze dvou roztok( pfipravenych soubézné rozpusténim 1,0000 g slitiny bylo pfidano 20
mL roztoku siranu nikelnatého, c(Ni) = 0,01 mol L™ Po upravé roztoku k polarografovani byly objemy
doplnény na 100 mL. VIna nikelnatych iontl ve vzorku méla vySku 37,5 mm, vina s pfidavkem byla 60,0
mm vysoka. Vypocitejte hmotnostni obsah Ni [%].

PFi validaci polarografické metody byly zjiStény tyto standardni nejistoty, resp. relativni standardni
nejistoty vstupnich veli€in: rsu(objemové operace) = 0,2 %; rsu(analyticky signal (vyska piku)) = 2 %;
u(hmotnost) = 0,1 mg, rsu(koncentrace standardu) = 0,5 %, Rsu (opakovatelnosti) = 1 %.

Priklad 4.10

Obsah vapniku v Fiéni vodé byl stanoven pouzitim AAS metodou vicenasobného standardniho
pridavku. CtyFi 25 ml alikvotni podily vzorku byly odpipetovany do 50 ml odmérnych banék, byly pidany
pfidavky standardu o koncentraci 2,5 mg/L o objemech 0; 1,00; 2,00; 3,00 a roztoky byly doplnény na 50
mL. Absorbance méfenych roztokl byly 0,101; 0,176; 0,238; 0,310. Vypoctéte hmotnostni koncentraci Ca
ve vzorku vCetné standardni nejistoty.

Priklad 4.11

Chrom se ve vodnych roztocich stanovuje metodou AAS. Postupuje se tak, Ze do 5 odmérnych
banék o objemu 50 mL se postupné pipetuje 10 mL vzorku vody, do 4 z nich se potom pfidaji rizné
objemy standardniho roztoku chromité soli o koncentraci 12,2 mg/L. Po dopInéni se zméfi instrumentalni
signal (absorbance). Vysledky jsou uvedeny v tabulce.

Vst (ML) A
0,00 0,201
10,00 0,292
20,00 0,378
30,00 0,467
40,00 0,554

Vypoctéte koncentraci Cr ve vzorku spolu s kombinovanou nejistotou.

Priklad 4.12

Obsah stfibra se ve fotografickych odpadech stanovuje metodou AAS. Byla pouzita metoda
standardniho pfidavku a data jsou shrnuta v tabulce.
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p(Ag) pridané
do vzorku,
ug/L A

0 0,32
5 0,41
10 0,52
15 0,6
20 0,7
25 0,77
30 0,89

Vypoctéte koncentraci Ag spolu s roz$ifenou nejistotou.

Priklad 4.13

Obsah analytu ve vzorku byl stanoven metodou standardniho pfidavku. Do 5 odmérnych banék o
objemu 50 mL bylo odpipetovano 10 mL vzorku. Ve &tyfech barikach vzrostla koncentrace pfidavkem
standardniho roztoku na hodnoty uvedené v tabulce. Uvedeny jsou také naméfené hodnoty absorbanci
jednotlivych roztoki.

pImgi{l]| YJla.u.]
0 0,811
25 0,998
50 1,135
75 1,331
100 1,459

Vypoctéte koncentraci analytu spolu s kombinovanou nejistotou.
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8. Odhad meze detekce

vzorku, které jsme schopni detekovat, ale které neni nutné& kvantifikovatelné jako exaktni
hodnota. Existuje cela fada zptsobu jejiho stanoveni®. Mezi nejéastéji pouzivané patii odhad
variability méfreni slepého pokusu

e vyhodnocenim opakovanych méfeni slepého vzorku

e extrapolaci dat linearni kalibragni zavislosti, pfi¢emz pfedpokladem je, Ze ke
kalibraci byly pouzity standardy stejného matricového slozZeni jako realné vzorky
a ze prvni kalibraéni bod (x;) lezi vblizkosti LOD - plati nerovnost
0,5.X1 < XLop < X1

8.1 Odhad LOD z opakovanych méreni slepého vzorku

Za mez detekce se povazuje koncentrace, jejiz signal splfiuje podminku

Yoo =Y +3:S, (rovnice 8.1)

kde y a S, , jsou aritmeticky primér a vybérova smérodatna odchylka, které ziskame

vyhodnocenim opakovanych méfeni slepého pokusu. Hodnostu X, op (CLop) potom vypocitame
z rovnice 7.1, pokud Ize ddvodné predpokladat, Ze tato linearni zavislost plati pfi téchto nizkych
koncentracich.

8.2 Odhad LOD z kalibrac¢ni zavislosti

Statisticky vhodnéjSi odhad LOD je zalozen na vyhodnoceni celé kalibraéni zavislosti
metodou intervalovych odhadu.

Definuje se kritickd hodnota y, pro hodnoceni vysledku méfeni (analyt je nebo neni
pfitomen) jako Urovehn odezvy, pro kterou je pravdépodobnost vyskytu chyby I. druhu «
(hypotéza zamitnuta, ale pfitom plati) zvolena na uréité urovni — obvykle o = 0,05. Mezi detekce

> Podrobnégji viz Kvalimetrie, 7. Validace analytickych metod., Suchanek, Plzak, Subrt, Koruna, Praha:
EURACHEM-CR, 1997
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(LOD) se pak nazyva uroven odezvy (Ci jeji odpovidajici koncentrace), pro niz je
pravdépodobnost chyby II. druhu S (hypotéza potvrzena, ale ve skute¢nosti neplati) zvolena na

urcité arovni, obvykle = 0,05.

Rovnice 7.4 definuje zavislost nejistoty vypocitané hodnoty nezavisle proménné (napf.
koncentrace) (podle rovnice 7.3) na signalu metody (y.,). Pro nejistotu nulové koncentrace u,q
plati, Ze signal je roven Useku na ose y, tedy y,, = by, a rovnici 7.4 Ize pfepsat pro tento pfipad
(N =1) do tvaru

- 2 -2
Uy zsﬂ\/l+}+w ZSﬂ 1+1+X_ (rovnice 8.2)

bl n 1 blz'Qxx b1 n Qxx
Za kritickou hodnotu se povazuje hodnota signalu, pro kterou plati
Yi =0+t 40 2By Uy (rovnice 8.3)

kde by, b; jsou parametry linearni zavislosti

t1.n2 je kriticka hodnota Studentova rozdéleni pro jednostrannou hypotézu a n-2 stupnd
volnosti

n je poCet kalibra¢nich bodu

Uy je nejistota koncentrace, které odpovida nulova koncentrace

Dosazenim rovnice 8.2 do rovnice 8.3 dostavame
Yk =Bg +t gno Syx L+ =+ — (rovnice 8.4)

Mez detekce (LOD) je potom definovana jako hodnota obsahu analytu odpovidajici
kritickému signalu. Plati tedy

Yiit = Do + b, - LOD
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a odtud

) -2
X op = twnt—)—zsyx 1.1, X (rovnice 8.5)
1

PRIKLADY NA PROCVICENI 5
Piklad 5.1

V nasledujici tabulce jsou uvedeny hodnoty kalibraéni zavislosti signalu detektoru (ploch pikd) na
koncentraci analytu pfi chromatografickém stanoveni.

c S
0,10 1815
0,20 3750
0,30 5100
0,40 6920
0,50 8865

Jestlize aritmeticky priimér signalu zakladni linie (Sum) byl N=1500, vypo itejte mez detekce tohoto
stanoveni.

Priklad 5.2

Opakovanym meéfenim tfi kalibracnich bodl byla ziskana nasledujici kalibraéni data.

p [ng/mL] Y exp
4 0,030 | 0,032 | 0,033 | 0,029 | 0,030 | 0,028 | 0,031 | 0,030
10 0,045 | 0,048
20 0,078 | 0,075 | 0,076

Odhadnéte mez detekce na hladiné spolehlivosti 95 %.
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9. Statistické funkce v MS Excel - shrnuti

normalni rozdéleni

=normdist(x; & o; 1)

hodnota distribuéni funkce rozdéleni N(,u,o-z)
v bodé x

normsdist(z,)

hodnota distribu¢ni funkce rozdéleni N(O, 1)
v bodé z,

normsinv(zp)

p.100% kvantil rozdéleni N(0,1)

statistika opakovanych vysledku

=tinv(hladina vyznamnosti; pocet
stupnid volnosti)

kriticka hodnota Studentova rozdéleni pro
oboustranny interval

smodch.vybér(hodnoty_ x)

vybérova smérodatna odchylka

primér(hodnoty_x)

aritmeticky prameér

pocet(hodnoty_x)

pocet hodnot

linearni regrese

intercept(hodnoty_y; hodnoty x)

usek na ose y (lin. regrese)

slope(hodnoty_y; hodnoty x)

smérnice pfimky (lin. regrese)

steyx(hodnoty_y; hodnoty_x)

smérodatna odchylka regresni hodnoty

varpa(hodnoty_x)

rozptyl zakladniho souboru*n
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10. Tolerance odmérného nadobi®

Odmérné bariky CSN ISO 1042 (1994 )

Jmenovity objem Nejvétsi dovolena chyba objemu
(cm?) (cm?)
trida A trida B
5 + 0,025 + 0,05
10 + 0,025 + 0,05
25 + 0,04 + 0,08
50 + 0,06 +0,12
100 +0,10 + 0,20
200 +0,15 + 0,30
250 +0,15 + 0,30
500 + 0,25 + 0,50
1000 + 0,40 + 0,80
2000 + 0,60 +1,20

Nedélené pipety CSN 70 4119 (1986)

Jmenovity objem

Povolena tolerance

(mL)
(mL) Trida presnosti A Trida presnosti B
0,5 0,005 0,01
1 0,008 0,015
2 0,01 0,02
5 0,015 0,03
10 0,02 0,04
20 0,03 0,06
25 0,03 0,06
50 0,05 0,1
100 0,08 0,15
200 0,1 0,2

6 http://eurachem.upol.cz/user-files/files/nj_objemyml1.xls
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Délené pipety CSN 70 4120 (1986)

Jmenovity objem Hodnota dilku Povolena tolerance pro celkovy objem
nebo kazdy dilci objem pipet (mL)
(mL) (mL) Tfida presnosti A TFida presnosti B
1 0,01 0,006 0,01
2 0,02 0,01 0,02
5 0,05 0,03 0,05
10 0,1 0,05 0,1
25 0,1 0,1 0,2
25 0,2 - 0,2

Byrety, mikrobyrety DIN 12700, CSN 704130

Jmenovity objem

Déleni objemu

Povolena tolerance pro celkovy objem
nebo kazdy dil¢i objem pipet (mL)

(mL) (mL) Trida presnosti A Trida presnosti B
1 0,01 0,01
2 0,01 0,01
5 0,02 0,01
10 0,05 0,03 0,05
25 0,1 0,05 0,1
50 0,1 0,08 0,1
100 0,2 0,12 0,2
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