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Testovani normality Obecné

prvni pfedpoklad pro ANOVu:

- srovnavané vybéry pochazeji ze zakladnich soubord s normalnim
rozdélenim

Testovani normality

- je nutné vzdy, kdy vznikne pochybnost o normalité zakladniho souboru

- Ize provést celou fadou testl (Shapiro-WilkQv test, testy zaloZzené na
Sikmosti a $picatosti, Kolmogorov(iv-Smirnoviv test apod.)

Jeden z nejjednodussich testu je zalozen na Sikmosti a Spicatosti.
- ma vyhodu, Ze miazeme zjistit, ktera charakteristika tvaru (zda Sikmost
nebo Spicatost) zplsobuje odchylku od normality
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Testovani normality

U testll zalozenych na Sikmosti a Spiatosti vychazime z pfedpokladu, Ze
vybér je z normalniho rozloZeni. Potom vybérova Sikmost A a Spi¢atost E
maji asymptoticky normalni rozdéleni s parametry:

6
E(A) =0 E(E) = ———
D(A) = 6(n—2) D(E) = 24n(n — 2)(n — 3)

n+1D(n+3) (n+1)2%(n+3)(n+5)
Ho: vybér pochazi ze zakladniho souboru s normalnim rozdélenim

H,: vybér pochazi z n&jakého nesymetrického &i SpiCatého rozdéleni
Av;’zbér - E(A) TK(E) _ Evybér - E(E)

/D) JD(E)

pokud je alesporn jedno ze dvou |TK| > z_, hypotézu H, zamitame
test je pouzivan pro velky vybér (> 50 prvku)
demonstrace v Excelu ,pfiklad na test normality.xlsx"

TK(A) =
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Testovani shodnosti rozptylt Hartleytv test

druhy predpoklad pro ANOVu:
- vybéry pochazeji ze zakladnich soubor se shodnymi rozptyly

Testovani shodnosti rozptyla

- pro test shody rozptyll (homoskedasticita) k > 2 nahodnych vybéru
z normalniho rozdéleni Ize pouzit opét celou fadu testd (Bartlettiiv test,
Hartleylv test, Cochranuv test apod.)

Hartleylv test
- nejjednodussi test

- pokud nezjistime rozdil mezi nejvétSim a nejmensim vybérovym
rozptylem, nebudou se statisticky vyznamné lisit ani ostatni dvojice

Herman Otto Hirschfeld (1912-1980)

- némecky a americky statistik
- Hirsch = Hart, Feld = field = lea = ley
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Testovani shodnosti rozptylt

Hartleytv test

Hy: 012=0,2=...= g2 H,: existuje alespori jeden rozdil rozptylt
TK = Fpy = max s{ pokud e TK > ha(k,rf - 1)' '
min Sl.Z hypotézu o rovnosti rozptyll zamitdme
kritické hodnoty h,(k,n — 1)
a =005 k
stupné volnosti v 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
2 39 87.5 142 202 266 333 103 475 550 626 704
3 154 278 392 50.7 62 729 835 939 104 114 124
4 9.6 15.5 20.6 252 29,5 33.6 375 41.1 44.6 48 51.4
5 7.15 10.8 13,7 16.3 18.7 208 229 247 26,5 282 29.9
6 5,82 8.38 104 12,1 13.7 15 16.3 17.5 18.6 19.7 20.7
7 4.99 6.94 8.44 9.7 10.8 11.8 12.7 13.5 143 15.1 15.8
8 443 6,00 7.18 8.12 9.03 9,78 10,5 11,1 11,7 12,2 12.7
9 1,03 5.34 6.31 7.11 7.8 8.41 8,95 9.45 9.91 10.3 10.7
10 3,72 4.85 5.67 6,34 6,92 7.42 7.87 8.28 8.66 9,01 9.34
12 3.28 4.16 4.79 53 5,72 6,09 642 6,72 7.00 725 7.48
15 2.86 3.54 4.01 4,37 4,68 4.95 5,19 54 5.59 5,77 5.93
20 246 295 3.29 3.54 3.76 3.94 11 1,24 1.37 149 1.59
30 2,07 24 2.6l 2,78 291 3.02 3,12 3.21 3,29 3.36 3.39
60 1,67 1,85 1.96 2,04 2,11 2,17 2,22 2,26 23 233 2.36
> 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 124
Testovani shodnosti rozptylt Hartleytv test

Priklad: Pribéh reakce muze byt ovliviiovan tfemi rdznymi biochemickymi katalyzatory A, B a
C. Zjistéte, zda vytéZek reakce (zavisle proménna) je vyznamné ovliviiovan nékterym z
katalyzatort. Pfed provedenim ANOVA analyzy otestujte, zda je splnén poZzadavek rovnosti

rozptyld.

urovné 2 n

faktoru i i
A 85 86 83 82 87 90 80 81 11,36 | 8
B 87 86 85 93 89 88 86 89 6,41 8
C 89 87 90 88 83 88 89 91 5,84 8

11,36

TK = max — m = 1,94 h0'05(3,8 - 1) = 6,94

jelikoz TK < kriticka hodnota, hypotézu o rovnosti rozptyl(i nelze zamitnout
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Testovani shodnosti rozptylt Bartlettiv test

Bartlettuv test
- nejsilngj8i mozny test
- Ize pouzit v pfipadé, kdy vybéry maji rlizny rozsah

Hy: 012=0,°2=...= g2 H,: existuje alespon jeden rozdil rozptyll
k
In10 , , :
TK=B=T (N —k)logs —Z(ni—l)logsi N:Zni
i=1 i=1
k k
, 1 Z 1)s2 C=1+ 1 Z 1 1
s _N—k,l("" Jsi T T3k-D\Lm—1 N-k
1= i=
spolecny rozptyl Ucel korekce: zmirnit nadhodnoceni B u malych vzorkd.

Statistika B ma pfi platnosti H, pfiblizné y? rozdéleni, pokud vSechna
n,> 6. Lze nejdfive vypocitat hodnotu B pro C = 1. Je-li B < Xé,k—1 hypotézu
pfijimame. Je-li B > Xczz,k—h pocitdme ji znovu pro vypocCitanou hodnotu C.126

Testovani shodnosti rozptylt Hartleytv test

Priklad: Pribéh reakce muze byt ovliviiovan tfemi rdznymi biochemickymi katalyzatory A, B a
C. Zjistéte, zda vytéZek reakce (zavisle proménna) je vyznamné ovliviiovan nékterym z
katalyzatort. Pfed provedenim ANOVA analyzy otestujte, zda je splnén poZzadavek rovnosti
rozptyld.

urovné
faktoru

A 85 86 83 82 87 90 80 11,24 | 7

B 87 86 85 93 89 88 86 89 641 | 8

C 89 87 90 88 83 88 89 91 5,84 8

In10 : ,
TK =B = I (23 —3)1og7,659 — Z(ni —1)logs;| = 0,843
i=1
1 2
s? = 53 3Z(ni —1)s? = 7,659 Xa -1 =599
i=

jelikoz TK < kriticka hodnota, hypotézu o rovnosti rozptyl(i nelze zamitnout
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Analyza rozptylu Neparametricka ANOVA

Neparametrické ANOVA (angl. non-parametric ANOVA)
pouziti v pfipadé:
- kdy neni zaru¢ena normalita dat ¢i homogenita rozptylQ
- maji-li jednotlivé vybéry velmi malo prvkd a normalitu neni mozné
spolehlivé stanovit

Neparametricka ANOVA ma vzdy nizsi silu testu (slabsi schopnost
zamitnout nulovou hypotézu) nez parametrickda ANOVA.

PFfi splnéni pfedpokladd normality a homogenity ma neparametricka
ANOVA asi 95 % sily testu parametrické varianty.

Parametricka ANOVA sama je pomérné robustni a neparametrické metody
pouzivame zpravidla pfi vyrazném poruseni predpoklad( o normalité dat ¢i
homogenité rozptyl{!
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Analyza rozptylu Neparametricka ANOVA - Kruskal-Wallis test

Kruskal-Wallistv test (K-W test) (angl. Kruskal-Wallis test)
- neparametricka obdoba jednofaktorové ANOVy
- test zaloZen na poradi prvka

JOURNAL OF THE AMERICAN
STATISTICAL ASSOCIATION

Number 260 DECEMBER 1852 Volume 47

USE OF RANKS IN ONE-CRITERION VARIANCE
ANALYSIS
Wiiau H. Krvskar axp W, ALLEN WaLLis
Undversity of Chicago

William Kruskal (1919-2005) W. Allen Wallis (1912-1998)

- americky statistik - americky ekonom a statistik

- v roce 1950 zisk mista instruktora - poradce Eisenhowera, Nixona,
pro statistiku na Chicagské univerzité Forda a Reagana

pod Allenem Wallisem 1




Analyza rozptylu Neparametricka ANOVA - Kruskal-Wallis test

Kruskal-Wallistv test (K-W test) (angl. Kruskal-Wallis test)

- neparametricka obdoba jednofaktorové ANOVy
- test zalozen na pofadi prvkud

H,: mediany jednotlivych soubor( jsou stejné

postup testu:
1) prvky vSech k vybéra slou¢ime do jednoho sdruzeného vybéru
2) prvky sefadime od nejmensiho k nejvétSimu
3) uréime poradi prvkl ve sdruzeném vybéru
4) provedeme soucty R; takto ziskanych pofadi ale v pdvodnich vybérech
5) vypocteme testovaci kritérium H

odvozeni vzorce

k
12 R?
H:N(N+1)ZE_3(N+1) pro Kruskal-Wallisi test
i=1

N - celkovy pocet prvkd, n; - po€et prvku v i-tém vybéru, R, - soucet poradi v i-tém vybéru

6) H, zamitame, pokud je H > )((Za’ k-1)  PouZiti krit. y* hodnotjen pron;>5 o

Analyza rozptylu Neparametricka ANOVA - Kruskal-Wallis test

Priklad: Aterosklerdza je kornaténi tepen, které vznika v disledku ukladani tukovych latek do
stény tepny. Toto postupné ukladani zplsobuje tvorbu pfekazky a nasledné tlakové rozdily v
krevnim obéhu. Koneénym stavem je prasknuti tepny. Pfi vyzkumu pruznosti tepen byl
studovan vliv drovné stendzy (%) na maximalni pratok krve (ml/s), pfi kterém dojde ke
kolapsu tepny. Pro kazdou uroven stenézy byla provedena opakovana méfeni a ziskana data
jsou uvedena v tabulce. Na hladiné vyznamnosti 5 % otestujte, zda uroven stenézy ma vliv na

hodnoty maximalniho pratoku.

carotid artery stenosis

9,7 2 15,1 20,5
106 | 11,7 | 19,6 10,2 3 15,1 20,5
97 | 127 | 151 Ln‘u&d' —— 104 4 15,2 22
102 | 126 | 156 blood flow 10,6 55 15,6 23
14,3 16,6 19,2 7 | 10,6 55 16,3 24
10,6 16.3 18,7 Artery wall ‘ | Plaque. ‘ | 10,8 7 16,6 25,5
11,0 | 147 | 130 e /' 11 8 16,6 25,5
13,1 | 195 | 18,9 :& ’)} 11,7 9 16,8 27
108 | 168 | 18,0 - ) 12,6 10 17,6 28
14,3 15,1 18,6 12,7 11 18 29
104 | 152 | 166 13 12 18,6 30
83 | 132 13,1 13 18,7 31
14,8 seni méreni & i 13,2 14 18,9 32
i sdruzeni méfeni ze vSech skupin 145 155 192 a3
17.6 14,3 15,5 19,5 34
a urceni poradi hodnot 14,4 17 19,6 35

14,7 18



https://web.vscht.cz/~kaniap/chemometrika/odvozen%C3%AD vzorce pro Kruskal-Wallis.docx
https://web.vscht.cz/~kaniap/chemometrika/odvozen%C3%AD vzorce pro Kruskal-Wallis.docx

Analyza rozptylu

Neparametricka ANOVA - Kruskal-Wallis test

10,6 55 11,7 9 19,6 35
9,7 2 12,7 11 15,1 20,5
10,2 3 12,6 10 15,6 23
14,3 15,5 16,6 25,5 19,2 33
10,6 55 16,3 24 18,7 31
11 8 14,7 18 13 12
13,1 13 19,5 34 18,9 32
10,8 7 16,8 27 18 29
14,3 15,5 15,1 20,5 18,6 30
10,4 4 15,2 22 16,6 255
8,3 1 13,2 14
14,8 19
14,4 17
17,6 28
R, 80 R, 279 R, 271
n, 11 n, 14 n, 10

o 12
"~ 35(35+1)

802 4 2792 2712
11

t 10 )—3(35+1)=20,438

Jelikoz jsou mezi prvky i skupiny stejnych hodnot a tedy stejnych poradi, je
tfeba provést korekci kritéria H — viz nasledujici snimek. 158

Analyza rozptylu

Neparametrickd ANOVA - Kruskal-Wallis test

83 1 14,8
9,7 2 15,1
10,2 3 15,1
10,4 4 15,2
10,6 15,6
10,6 16,3
10,8 7 16,6
1 8 16,6
11,7 9 16,8
12,6 10 17,6
12,7 1 18
13 12 18,6
131 13 187
13,2 4 18,9
14,3 @ 19,2
14,3 19,5
14,4 7 19,6
14,7 18

H

zt';1(ti3 — ti)
N3 —N

H. =

1-—

t; - pocet stejnych hodnot v i-té skupiné stejnych hodnot
m - pocet skupin stejnych hodnot

0= 20,438 B
@2+ @ -9+ @ -2+ -
353 -35
= 20,449

jelikoz H = 20,449 > x& o53-1) = 5,99

H, neplati
stupen stendzy ovliviiuje max. priitok

Korekce H je vyznamna pouze pfi velkém poctu rozsahlych skupin stejnych
hodnot, jinak je jeji vliv zanedbatelny.
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Analyza rozptylu Neparametricka ANOVA - Kruskal-Wallis test

I s T aar] H
H, =

8,3 14,8 9 - m (3 _ 4
9,7 15,1 1— M
10,2 15,1 N> —N
10,4 15,2 22
10,6 15,6 23 t; - poCet stejnych hodnot v i-té skupiné stejnych hodnot
10,6 16,3 24 m - pocet skupin stejnych hodnot
10,6 16,6 26
10,6 16,6 26 20,438
11,7 16,6 26 H, = =
126 17.6 8 ¢ 1- (43—4)+@23-2)+(23-2)+
12,7 18 29 353 —35
13 18,6 30 = 20,484
13,1 18,7 31
13,2 18,9 32
14,3 19,2 33
14,3 19,5 34 jelikoz H = 20,484 > )((20 0s;3-1) = 599
14,4 19,6 35 o
14,7 H, neplati
stupen stendzy ovliviiuje max. prutok
MODIFIKACE PREDCHOZIHO PRIKLADU
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Analyza rozptylu Neparametricka ANOVA - Kruskal-Wallis test
Dunnuv test mnohonasobného porovnavani (angl. bunn’s test)
Ho: X, =Xg Hy: X, # Xg
TK =0 = M R; - praimé&rné poradi v porovnavanych skupinach (R; = R;/n;)
SE

_|(N(N+1) mE-t\ /1 1
= (- ()

pokudjeTK=Q>z( « )

k(k—-1)

Z,(k-1)) J€ Kriticka hodnota norm. normalniho rozdéleni pro hladinu vyznamnosti o/(k(k-1))
k je pocet porovnavanych skupin
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