ANALYTICKA CHEMOMETRIE

odhady parametrd zakladniho souboru

Populace
Vybér
P N
4’ B
Y 1
. 8 t,
o ~ - .4
Patrik Kania
Ustav analytické chemie, VSCHT Praha 14. 10. 2025
Odhady parametr( zakladniho souboru Zakladni soubor

Zakladni charakteristiky zakladniho souboru:

- mnozina véech moznych hodnot nahodné veli€iny &
- distribuéni funkce F nahodné veli€iny &

- hustota pravdépodobnosti f nebo pravdépodobnostni funkce

- stfedni (oCekavana) hodnota E(&)=u
- rozptyl D(¢) = o2

- kvantil Xp
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Odhady parametr( zakladniho souboru Nahodny vybér

vybérovy soubor - konkrétni data slouzici k poznani zakladniho souboru

INNN23INNNIINIININAN

A A I A s z vybérového souboru uréime
A555555095555595995555 , 7b& 4 isti
NN55559305559595955595~ VYb?rove S&HBUKyV
55555555355555555555555 platici pouze pro vybér

ANAIAANIINAINNAIAINANANNNANANANNAY

3995955559 39955559954 "
INAIANNANNAY, 9999999~
INIIANAD AN
b LLLL) AN 5
39959 559995957
INNNND ANAAANNA
3990 AN55555%9
RRELLLL) 5559955555

33359559 755559559557 S - .
199%9%955%95%5%9555555559553% 7 z vybérovych statistik odhadujeme
AT O . vlastnosti zakladniho souboru (ZS)

3595559555559955955995°
195595559555955955595
35399955955595559559¢

S POZOR!
/ nezname cely ZS — parametry ZS maji nejistotu
zakladni soubor - muze byt prilis velky ¢i mit az nekoneéné mnozZstvi
prvkl a vSe nelze zméfit 108
Odhady parametr(i zakladniho souboru Nahodny vybér

POZOR, vybérové charakteristiky jsou nahodné veli¢iny!

napr. vybérovy primér
nahodna veli¢ina

N (%)

559,6)1959555
Q088NN

UA3$§1°A

. BENY
ddkaz 3y

n n
~ 1 1
EX)=E szi =—ZE(xi)=—Zu——nu—u

i i i

i n
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Odhady parametrii zakladniho souboru Nahodny vybér

Zakladni pojmy spojené s vybérovym Setfenim:

Parametr - je statisticka charakteristika zakladniho souboru
(znaCi se feckymi pismeny, napf. stfedni hodnota /)

Statistika - je statisticka charakteristika vybérového souboru
(znadi se latinkou, napf. vybérovy primér x)

Odhad parametru zakladniho souboru je ur€ita hodnota vhodné statistiky
ziskana postupem zvanym bodovy nebo intervalovy odhad.

110

Bodové odhady zakladnich parametru
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Bodové odhady Vlastnosti bodovych odhadu

zakladni vlastnosti bodovych odhad:

nespornost (konzistence)
- se vzrlstajici velikosti vybéru vzrlista i pravdépodobnost, Ze odhad
bude blizky skute€nému parametru

nevychylenost (nestrannost)
- stfedni hodnota vybérové statistiky X se rovna odhadovanému
parametru P zakladniho souboru. Napfiklad pron — « se X = p.

E(XX)=P
vydatnost (efektivnost)

- odhad je vydatny, pokud se jeho rozptyl okolo skuteéné hodnoty
parametru rychle zmensSuje s rostoucim rozsahem vybéru

robustnost
- necitlivost odhadu na odchylky od pfedpokladaného rozdéleni a na
extrémy
112
Bodové odhady Nejpouzivanéjsi bodové odhady

Nejpouzivanéjsi bodové odhady parametrt rozdéleni:

VYBEROVY ARITMETICKY PRUMER X (angl. arithmetic mean of sample)
=PRUMER(A1:A10)

- nejlepsi odhad u (konzistentni, nestranny a vydatny)

1
xz—in
n .

4

VYBEROVY ROZPTYL s? (angl. sample variance)
=VAR.VYBER(A1:A10)

- nejlepsi odhad o2 (konzistentni, nestranny a vydatny)
1
s? = — 1Z(xi —x)?
15

VYBEROVA SMERODATNA ODCHYLKA s (ang. sample standard deviation)
=SMODCH.VYBER(A1:A10)
s =+s? 13




Bodové odhady Nejpouzivanéjsi bodové odhady

SMERODATNA ODCHYLKA VYBEROVEHO PRUMERU & STREDNI
CHYBA PRUMERU S (angl. standard error of the mean)

Sy =

S
N

RELATIVNI VYBEROVA SMERODATNA ODCHYLKA, RSD
(angl. relative sample standard deviation)

RSD =

Rl ©

VYBEROVY VARIACNI KOEFICIENT (%), CV (angl. coefficient of variation)

CV = RSD - 100
114
Bodové odhady

/ HE 105 7ZAKLADNI souBor 10,5 10,5 \

7.5 10,5 S 10,5 10,5

7.5 10,5 10,5 10,5

7.5 10,5 10,5 10,5

7,5 10,5 10,5 10,5

7,5 10,5 10,5 10,5

8,2 10,5 — 1037 10,5 12

9,0 10,5 u=103 10,5 12

9,0 10,5 10,5 12

9,0 10,5 10,5 15

9,0 10,5 10,5 15

9,0 10,5 10,5 15

9,8 10,5 10,5 15

K 98 105 10,5 /
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Bodové odhady

VYBEROVY SOUBOR

7,5
8,2
10,5
10,5
10,5
10,5
10,5
15

lidé s pfijmenim na ,K*

x = 10,40

116

Bodové odhady

Slaba stranka bodového odhadu:

hustota pravdépodobnosti

zakladniho souboru \

stfedni hodnota ZS - v praxi ji
nezname, znali bychom ji pouze,
pokud bychom znali cely ZS

tato vzdalenost je pro jeden konkrétni vybér neznama (protoZze nezname polohu p)
a neni mozné tedy urgit spolehlivost konkrétniho odhadu (tj. miru vychyleni vybérového
praméru) - proto se pro odhad parametrd ZS pouzivaji radéji intervalové odhady
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Intervalové odhady zakladnich parametru

118

Intervalové odhady Obecné

Intervalovy odhad (angl. confidence interval) pro parametr z a pro hladinu
vyznamnosti « je takova dvojice statistik T, a T,, Ze

P(T1STST2)=1—(I

bodovy odhad neznamé stfedni hodnoty x uréeny z vybéru
(nevime nic o jeho vztahu ke skute¢né stfedni hodnoté)

prvky vybéru T

intervalovy odhad neznamé stfedni hodnoty u
pfedpokladame, ze s pravdépodobnosti P=1 - «
leZi nam neznamé x kdekoliv v tomto intervalu
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Intervalové odhady Obecné

Vyhoda: intervalovy odhad Ize urcit s pravdépodobnosti (spolehlivosti)

Pravdépodobnost odhadu uréujeme pomoci hladiny vyznamnosti « i
hladiny spolehlivosti 1 — ¢.

Hladina vyznamnosti « (angl. level of significance)
- je pravdépodobnost (,riziko®) toho, Ze intervalovy odhad nebude
skute¢nou hodnotu parametru obsahovat.
Hladina spolehlivosti (1 — @) (angl. level of confidence)
- je pravdépodobnost, Ze intervalovy odhad obsahuje skutecnou

hodnotu parametru.

NejCastéjSi hodnotou « je 0,05 (tj. 5 %) nebo 0,01 (tj. 1 %).

120

Intervalové odhady Obecné

3o
..: :.:..i. (]

iM tyto intervaly ,obsahuji“ odhadovanou
I } stfedni hodnotu (jsou tedy ,spravné®),

e o o000
) °

X
' téch (pfi opakovanych vybérech) bude
X nejméné (1 - ) - 100 %

tento interval spolehlivosti ,neobsahuje”
stfedni hodnotu (je tedy ,chybny®), téchto
interval( se objevi nejvyse (100 - o) %
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Intervalové odhady Druhy intervalovych odhadu

Oboustranny intervalovy odhad parametru
(angl. two-sided confidence interval)

- pro odhad parametru ZS, ktery neporovnavame s hrani¢ni hodnotou

- pfi konstrukci intervalu musime ,rozlozit“ pravdépodobnost « ha obé
strany, protoze nevime, kde je skuteéna hodnota parametru, zda
vlevo/vpravo od IS

- proto se obé hranice oboustranného IS konstruuji na zakladé
pravdépodobnosti /2, nikoliv a

a,=al2

122

Intervalové odhady Druhy intervalovych odhad(i

Jednostranny intervalovy odhad parametru
(ang. one-sided confidence interval)

- pro odhad parametru ZS a nasledné porovnani s hrani¢ni hodnotou
- na druhé strané intervalu nezalezi!

- konstrukce hranice je na zakladé pravdépodobnosti «

levostranny odhad pravostranny odhad

P(T>T1)=1—CZ P(T<T2):1_a

P=1la

i 13 123




Intervalové odhady Jednostranny vs. oboustranny interval

Porovnani jednostranného a oboustranného intervalového odhadu

jednostranny intervalovy odhad

ag ' P=1-a

a

T, ? T,
oboustranny intervalovy odhad
P=1-(nq+ )

124

Intervalové odhady Jednostranny vs. oboustranny interval

Porovnani jednostranného a oboustranného intervalového odhadu

Kritické hodnoty normovaného normainiho rozdéleni pro:
o =0,05 (interval s 95% spolehlivosti)

o =0,01 (interval s 99% spolehlivosti)

o =0,001 (interval s 99,9% spolehlivosti)

pro: (a) - levostranny, (b) - oboustranny, (c) - pravostranny interval
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Intervalové odhady Interval spolehlivosti stfedni hodnoty

Odvozeni vyrazu pro interval spolehlivosti stfedni hodnoty u

znama smérodatna odchylka o zakladniho souboru nebo je pouzivan velky vybér (> 30 prvkl)
nahodna veli€ina & nahodna veli¢ina ¢

normalni rozdéleni N(u,c2) normované normaini rozdéleni N(0,1)

f(x) X— 1 f(z)

———————————-
normovani

0.2

pro nahodnou proménnou x v podobé priméru x majici rozdéleni N (u n)

U=x—z-

=l

126

Intervalové odhady Interval spolehlivosti stfedni hodnoty

Oboustranny interval spolehlivosti stfedni hodnoty u

znama smérodatna odchylka o zakladniho souboru nebo je pouzivan velky vybér (> 30 prvkl)
pfi testu hypotézy 1 = 1, je hypotéza platna, pokud je y uvnit intervalu

v pripadé velkého vybéru Ize pouzit misto o
vybérovou smérodatnou odchylku s

x—za/z-ﬁSqu+za/2-

k§|| qk

- J/ -
R R

dolni hranice horni hranice

z,, je oboustranna kritickd hodnota normovaného normainiho rozdéleni pro hladinu

vyznamnosti a
127
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Intervalové odhady Interval spolehlivosti stfedni hodnoty

Oboustranny interval spolehlivosti stfedni hodnoty u

neznama smérodatna odchylka o zakladniho souboru a mame maly vybér (< 30 prvku)

Na nasledujicich snimcich budou pfevazné probirany varianty pro maly vybér.

pfi testu hypotézy 1 = 1, je hypotéza platna, pokud je y uvnitf intervalu

t(%,n 1) ﬁ (Z,n 1) \/—

R R

-

dolni hranice horni hranice

t(u2, n-1) j€ Oboustranna kriticka hodnota Studentova rozdéleni pro hladinu vyznamnosti
« a n-1 stupnl volnosti

128

Intervalové odhady Interval spolehlivosti stfedni hodnoty

VYBEROVY SOUBOR

lidé s pfijmenim na ,K*

75 %= 10,40 5= 992
8,2
10,5 taos, gy = 2365 u=1037
10,5
10,5 < <
105 Yoty FEHS ey
10,5
15 10,40 — 2,365 - 22< < 10,40 + 2,365 - 2,22

' V8 o H V8

8,51 < u < 12,23

12



Intervalové odhady Interval spolehlivosti stfedni hodnoty

Jednostranny interval spolehlivosti stfedni hodnoty

ptipad pro neznamou odchylku o zakladniho souboru a maly vybér (< 30 prvku()

levostranny odhad
(Ly, )

pravostranny odhad
(-0, Ly

L1=.f_

S
t(a,n—l) ) ﬁ

_ S
Ly =X+ t@n-1) \/_ﬁ

pokud je Cislo uq uvnitf
intervalu, plati hypotéza . <y,

pokud je Cislo u uvnitf
intervalu, plati hypotéza 1> 1

L, n-1) j€ jednostranna kriticka hodnota Studentova rozdéleni pro hladinu vyznamnosti « a n-1
stupniti volnosti
130

Intervalové odhady Interval spolehlivosti stfedni hodnoty

Priklad: Obsah nitroglycerinu ve farmaceutickém roztoku ma podle normy
obsahovat maximalné [2,052 [%. Z pravé vyrobené Sarze tohoto roztoku
byly nahodnym vybérem a naslednou analyzou ziskany tyto vysledky [%]:

207 204 203 205 206 204 212 204 2,05 2,07
Otestujte na hladiné vyznamnosti 5 %, zda vyrobena Sarze splfiuje normu.

% =[2,057 s =0,0258 n=10 toos0 = 1,833
=TINV(0,10;9)

levostranny odhad

(Ly, )
_ S 0,0258
Li=x-— t(an-1) ﬁ = 2,057 -1,833- 710 = 2,042

norma (Cislo 2,052) je uvnitf intervalu = Sarze splfiuje normu

131
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Intervalové odhady Interval spolehlivosti stfedni hodnoty

MASLO (min. 82 % Zivocigného tuku)

Jak se to ovéfuje?

- dle vyjadieni Ustavu mléka, tukt a kosmetiky na VSCHT Praha se vét§inou
porovnava pouze aritmeticky pramér jednotlivych stanoveni s limitem

- ale zapocitani nejistoty je legislativné spravny postup

Kunin Tesco Value Moravia Meggle LidI/Pilos Norma/
Maslo Maslo Maslo Alpenbutter Maslo (! Landfein

Deutsche
Markenbutter

uspokojivé uspokojivé uspokojivé uspokojivé uspokojivé nedostatecné nedostatecné nedostateéné
58% 55% 52 % 51% 47% 17% 17% 1%
neuvedeno neuvedeno neuvedeno x neuvedeno x 7z v
82/82,9 82/826 82/82,2 82/82,2 82/82 82/80,8 82/80,7 82/80,1
15,2 15,4 16 15,6 15,6 15,9 16 15,9
132
Intervalové odhady Interval spolehlivosti stfedni hodnoty

Muzete jim véFit

Deklarovanou tu¢nost dodrzely
v8echny vzorky. Tt mésla ptivodem

z némeckych mlékaren - Norma/Land-
fein Deutsche Markenbutter, Molkerei
Ammerland Némecké maslo a Arla
Foods Deutsche Markenbutter - v8ak_
slibovanym hodnotdm dostala jen pti
zapocteni nejistoty méteni. Tento fakt
jsme zohlednili v hodnoceni deklarace
a za dodrZeni slibované tu¢nosti jsme
jim udélili dostate¢nou znamku.

dTest 11 - 2017 133



https://www.youtube.com/watch?v=Lor-NGPLgTA&t=134s

Intervalové odhady

Interval spolehlivosti stfedni hodnoty

Jaky tedy pouzit interval?

chci pouze odhadnout stfedni hodnotu
nebo testovat jeji rovnost urcité hodnoté

L ¥ X L
157 2

oboustranny interval spolehlivosti (L, L,)
stfedni hodnoty

_ S
*- t(%,n—l) ﬁ

chci odhadnout stfedni hodnotu 1
a porovnat s limitem

pokud je MAX uvnitf intervalu, plati
hypotéza 1 < MAX

jednostranny interval spolehlivosti <L, «)
stfedni hodnoty 4

_ S
L1 =% —t@n-1) NG

pokud je MIN uvnitf intervalu, plati
hypotéza x> MIN

L,

|
MIN

jednostranny interval spolehlivosti (-, L,>
stfedni hodnoty «

_ N
LZ =x+ t(a,n—l) . \/_ﬁ

135

Intervalové odhady

Interval spolehlivosti stfedni hodnoty

Jaky kvantil/kritickou hodnotu pouzit?

Vypocet intervalu spolehlivosti stfedni hodnoty

znam rozptyl zakladniho souboru o
nebo ho odhaduji pomoci s z velkého
mnozstvi méfeni (n > 30)

pouZiji kvantil normalniho rozdéleni z
=NORMSINV(hodnota kvantilu)
napf. 95% jednostranny interval
=NORMSINV(0,95) vysledek 1,64
napf. 95% oboustranny interval
=NORMSINV(0,975) vysledek 1,96

rozptyl zakladniho souboru odhaduiji
pomoci s z malého mnozstvi méfeni
(n < 30)

pouziji kvantil/kritickou hodnotu
Studentova rozdéleni t
=TINV(e; n-1)
pro 95% oboustranny interval
=TINV(0,05; n-1)
pro 95% jednostranny interval
=TINV(2%0,05; n-1)

136
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Intervalové odhady

Interval spolehlivosti stfedni hodnoty

Jak vypocitat kritickou hodnotu Studentova rozdéleni v Excelu?

are§= [+3
critical
value
value
area=a area=a
\ 2 2
critical critical
value value

95% kritickd hodnota (5% kvantil)
=-TINV(2*0,05; n—-1)
nové =T.INV(0,05; n-1)

5% kriticka hodnota (95% kvantil)
=TINV(2*0,05; n-1)
nove =T.INV(0,95; n-1)

97,5% kriticka hodnota (2,5% kvantil)
=-TINV(0,05; n-1)
nové =-T.INV.2T(0,05; n—-1)

2,5% kriticka hodnota (97,5% kvantil)
=TINV(0,05; n-1)
noveé =T.INV.2T(0,05; n-1) 137

Intervalové odhady

Interval spolehlivosti stfedni hodnoty

Sitka intervalu spolehlivosti je ovlivnéna:

- velikosti vybéru n (¢im vétsi vybér, tim uzsi interval)

- hladinou vyznamnosti « (¢im vySs$i «, tim uzsi interval) — mensi

spolehlivost

- variabilitou dat (¢im vy$S$i hodnota o nebo s, tim Sirsi interval)

- pouzitym vzorcem (pokud pouzivame t-rozdéleni, je interval Sir§i nez pfi
pouziti N(0, 1) a rozdil je markantnéjsi u malych vybéra)

X—ta .
E,Tl—l)

f_Z(Z/Z *

IA

=l

IA

=l

S

<x  —_

u_x+t%’n_1) N
_ o
MSx-i—Za,/z'—

Vn

138
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Intervalové odhady Interval spolehlivosti rozptylu

Odvozeni vyrazu pro interval spolehlivosti rozptylu o2:

Méjme normalni ndhodnou veli¢inu & s rozdélenim N(u, o2) a provedme
vybér hodnot této veliCéiny v rozsahu k. Pro kazdy ziskany vybér
vypocitejme hodnotu Y;

k

k
Yf=Zl(x";“)2=Zz? <20

i i=1

- ziskané hodnoty jsou hodnotami veli¢iny s y 2(k) rozdélenim

- je to tedy rozdéleni sumy Ctverct normované nahodné veli€iny

Co se stane, pokud nahradime neznamé . vybérovym primérem?

_ Y (x — %)? _ (n—1)s? 5

Y:
) o2 o?

X2(n—1)

139

Intervalové odhady Interval spolehlivosti rozptylu

Oboustranny interval spolehlivosti rozptylu ¢

2 2
X« X «a
i,n—l) (1—7,11—1)
“ _ “ _
~" ~"
| |
[ |
dolni hranice horni hranice

Intervalovy odhad smérodatné odchylky je nesymetricky!
X?lignil) a)(?gnfl) je dolni a horni kriticka hodnota chi-kvadrat rozdéleni pro hladinu
2’ 2’

vyznamnosti & a n—1 stupril volnosti o
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Intervalové odhady Interval spolehlivosti rozptylu

Jednostranny interval spolehlivosti rozptylu o2

levostranny odhad pravostranny odhad
(L,, ) 0, Ly
2
(n—1)-s? (n—1)-s
7 Ly =—5——
1 2 XZ
X(an-1) (1-a,n-1)
pokud je €islo oy? uvnitt intervalu, pokud je ¢islo oy? uvnitt
plati hypotéza o2 < o,° intervalu, plati hypotéza o2 > ¢,?

Xt—an-1) @ Xfan-1) J& dolni a horni kriticka hodnota chi-kvadrat rozdéleni pro hladinu
vyznamnosti & a n-1 stupnd volnosti

141

Intervalové odhady Interval spolehlivosti rozptylu

Priklad: Bylo provedeno 10 nahodnych analyz obsahu pseudoefedrinu
v [é€ivu Sudafed [mg]:

120,1 118,1 114,7 1215 122,3 123,2 120,7 121,8 119,9 118,7

Rozhodnéte s chybou I. druhu 5 %, zda je smérodatna odchylka obsahu
pseudoefedrinu v Ié€ivu Sudafed rovna 1 mg.

SZ = 6,091 n= 10 120’025; 9= 19,023 120’975; 9= 2,700

n—1)-s2 n—1)-s? 10-1)- 1 10-1)- 1
(2 ) <0< (2 ) (10 — 1) - 6,09 o< (10-1)-6,09
X(0,025; 10-1) X(0,975;10-1) 19,023 2,700

interval je (1,70; 4,51)

jelikoz pozadovana hodnota 1 mg nelezi uvnitf intervalu
U

smérodatna odchylka neni rovna 1 mg o

18



Intervalové odhady Interval spolehlivosti rozptylu

Vypocet intervalu spolehlivosti rozptylu o2

pouZiji kvantil chi-kvadrat rozdéleni
rozdéleni pravdépodobnosti odpovida =CHINV(e; n-1)
chi-kvadrat rozdéleni

=CHINV(1-¢/2; n-1)

dolni kvantil yfe
>

horni kvantil )((Zl_gn_l) =CHINV(a/2; n-1)
g

napf. pro « = 0,05 a n = 10 dostavame:

2,5% kvantil (doIni) =CHINV(0,975; 10-1)
vysledek 2,700
97,5% kvantil (horni) =CHINV(0,025; 10-1)
vysledek 19,023
97,5% kvantil (97,5 % hodnot lezi pod touto hranici)

neboli
2,5% kriticka hodnota (2,5% hodnot lezi za hranici)

2,5% kvantil (2,5 % hodnot lezi pod touto hranici)
neboli

97,5% kriticka hodnota (97,5% hodnot lezi za hranici) 143

Rozdéleni spojitého typu - uméla t-rozdéleni

t-rozdéleni (Studentovo) (angl. Student's t-distribution)

Jsou-li X a Y nezavislé nahodné veli€iny, pficemz X ma rozdéleni N(O, 1)
a 'Y ma rozdéleni y2(k), pak ndhodna veli¢ina T

ma Studentovo rozdéleni t(k) s k stupni volnosti

a t and normal distributions b P values of t statistic

0.10

P value

0.05
0.04
0.03
0.02
0.01

145
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https://www.youtube.com/watch?v=3rMJK4BKziM&t=5s

Intervalové odhady

t-rozdéleni (Studentovo) (angl. Student's t-distribution)

Pokud nahodné veli€iny x,, X,, ..., X, maji normalni rozdéleni N(x, o?)
a jsou navzajem nezavislé, pak nahodna veliina definovana jako

X —

B ~ttn—1)

ma Studentovo t rozdéleni s (n-1) stupni volnosti.

dikaz:

o? X—u
x ~N(u, 7) po standardizaci ziskame F ~N(0,1)
n

(n—1)s?

dale vime, ze nahodna veli¢ina >
o

~x*(n—1)
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Intervalové odhady

Nyni obé nahodné veli¢iny dosadime do definice Studentova rozdéleni:

Jsou-li X a Y nezavislé nahodné veli€iny, pficemz X ma rozdéleni N(O, 1)
a 'Y ma rozdéleni y 2(k), pak nahodna veli¢ina T

X
T=-"—
Y
k

ma Studentovo rozdéleni t(k) s k stupni volnosti

—u X—u
a? a?
X o o Y —
f= == N T 1)
Y (n —1)s? s?
k o2 o2
(n-1)
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