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1. Uvod

Kazdé mérfeni ve fyzice, at jiz extenzivnich (napf. délka) nebo intenzivnich
(napf. teplota) veli€in, je zatizeno ur€itou nepresnosti zplsobenou nejriznéjSimi
negativnimi vlivy, které se v méficim procesu vyskytuji. To se projevi odchylkou mezi
naméfenou a skuteCnou hodnotou sledované veli€iny. Vysledek méfeni se tak vzdy
pohybuje v urCitém pravdépodobném rozsahu (tzv. chybovém intervalu), o ktery se
muze skute¢na hodnota veliiny odliSovat od namérené.

Ugelem tohoto textu je pfehledné& uvést zakladni teorii a postupy zpracovani
vysledkd méfeni vzhledem k témto nepfesnostem. Dliraz je kladen na pfehlednost a
srozumitelnost. Uvedené priklady jsou aplikovatelné hlavné v laboratornich
cviCenich. Pro ostatni obory jsou postupy a pfiklady pouzitelné bud pfimo na zakladé
fyzikalni analogie, pfipadné pomoci vhodného pfizplsobeni.

Relativné samostatnou casti €lanku je pfehled tfid pfesnosti samotnych
méficich pfistroja. S tim souvisi zplsob odec¢tu hodnot ze stupnic pfistroju, zvl. v
analogovém provedeni.

Uvedeny jsou také vztahy pro vypocet nejistoty u nepfimo méfenych velicin,
které jsou z naméfenych hodnot vypocitavany. V uvedenych vzorovych pfikladech je
kladen ddraz i na formalné a vécné spravny zapis vysledné hodnoty s uréenou

nejistotou (pfip. chybou).

2. Méreni ve fyzice

K vyhodnoceni vysledku ve fyzikalnich a technickych méfenich mizeme volit
rlizné pfistupy. Pfi urCeni nepfesnosti méfeni existuji dva zakladni postupy: starsi a
jednodus8si chybovy, novéjSi a komplexnéjSi vyhodnoceni prostfednictvim nejistot
mérfeni. Preferovana je druha metoda. PfiruCka uvadi oba pfistupy oddélené, nebot
nejistoty méfeni vychazeji i z puvodni chybové koncepce a obsahuiji ji, pfiemz ve
specifickych pfipadech je vyjadieni samotné chyby postacujici.

Chyby se vyjadfuji v absolutnich nebo relativhich hodnotach. Podle jejich
pusobeni Ize chyby rozdélit na systematické, nahodné a hrubé. Podle svého zdroje
se rozdéluji na chyby pfistroje, metody, pozorovani a vyhodnoceni.

Nejistota méfeni charakterizuje rozsah namérenych hodnot okolo vysledku

méreni, ktery Ize zdivodnéné pfifadit k hodnoté méfené veliiny. Nejistota se tyka



nejen samotného méreni, ale zahrnuje také nepfesnost méficich pfistroji, hodnoty

pouzitych konstant, korekci apod., na kterych celkova nejistota vysledku zavisi.

3. Chyby méreni

Tato klasicka koncepce stanoveni chybového intervalu byla dfive jedinou
moznosti jeho urCeni, nyni byva jednou ze soucasti zpracovani nejistoty mérfeni.
Vzhledem Kk jeji diuleZitosti je zde uvedena samostatné. Podle povahy a ucCinku se

déli na tfi kategorie.

3.1. Hrubé chyby

Hrubé chyby (jiné oznacCeni je vybocCujici nebo odlehlé hodnoty) jsou
zpusobeny vyjimecnou pfi¢inou, nespravnym zapsanim vysledku, nahlym selhanim
méfici aparatury, nespravnym nastavenim podminek méfeni apod. Naméfena
hodnota se znacné liSi od ostatnich hodnot ziskanych pfi opakovaném méfeni.

Takové mérfeni je tfeba ze zpracovani vyloucit, aby nezkreslovalo vysledek.

3.2. Systematické chyby

Systematicka chyba se pfi€ita (nasobi apod.) k méfené hodnoté; ovliviiuje
nameér konstantné jednim smérem, i kdyz se velikost ovlivnéni mize ¢asem ménit
napf. v dusledku starnuti méficiho pfistroje. Chybu mizeme tedy matematicky z
nameéru korigovat, pokud ji zname. Problémem je tedy jeji identifikace a kvantifikace.
Po nasledné korekci naméfenych dat ale dostdvame spravné vysledky méfeni.

Odhalit pfitomnost systematické chyby muize byt nékdy naro¢né. Nejprve
bychom si méli uvédomit, zda systematicka chyba nevyplyva pfimo z metody méfeni.
Zpravidla pak jiz neni problém ji matematicky korigovat. Napf. pfi nepfimém méreni
odporu voltmetrem a ampérmetrem se kompenzuje dle zapojeni bud spotfeba
ampérmetru nebo voltmetru. Je-li vSak tato korekce mensi nez chyby zplsobené
nepresnosti  pfistroj, nemusime kompenzaci zapocCitavat. DalSi moznosti
identifikace systematické chyby je srovnavaci méfeni jinou metodou. V nékterych
pfipadech nas mlze na systematickou chybu upozornit i nesouhlas naméfenych
hodnot s matematickym modelem pfislusného déje, tj. vysledky neodpovidaji

teoretickému pribé&hu, napf. nesouhlasi vyznacné hodnoty jako je nulova apod.



3.3. Nahodné chyby

Nejcastéji uvazujeme o souctu velkého mnozstvi malych rusivych G&inkd, které
ovliviuji vyslednou hodnotu. Statisticka rozdéleni elementarnich zdrojd chyb mohou
byt obecna, ve vysledném souctu se zpravidla pfiblizuji Gaussovu pribéhu rozdéleni.

Nahodnou chybu z jednoho méfeni nemlizeme stanovit. Namér musi byt
vicenasobny a zpracujeme jej statistickymi metodami za pfedpokladu urcitého
rozloZeni nahodnych chyb.

Minimalni poCet méfeni umozriujici statistické zpracovani je 5 - 10. Maximalni
poCet méfeni byva omezen €¢asem, naklady apod. Vice nez 100-nasobné opakovani

zpravidla jiz vyraznéji nezpfesfiuje vysledek, jak vyplyva z obr. 3.

3.4. Veli¢iny a vyrazy spojené s chybami

Nasledujici pfehled uvadi vzorce pro vypocet veli€in pouzivanych v souvislosti

se stanovenim chyb:

Spravna hodnota méfené veliiny X
i-ta hodnota veliCiny X,
Absolutni chyba méfeni M. =X —x. = x—x
Relativni chyba mefeni e = X

¢
Pravdépodobna hodnota veli€iny pfi n méfenich x= ZXA

Rozptyl (variance)

Stfedni kvadraticka chyba N
p= ;Z(Ax[ )2

Smérodatna chyba \/ 1
pn—l =

Chyba aritmetického priiméru n méreni

Pravdépodobna chyba aritmetického praméru

Krajni chyba méfeni

Tab. 1. Prehled vzorcU



K ur€eni chyb se nejCastéji pracuje s nasledujicimi veliCinami. Smérodatna
chyba nam udava interval, v jakém se pro Gaussovo rozlozeni naméfenych hodnot

kazdé jednotlivé méfeni vyskytne s pravdépodobnosti 68 %, coz mizeme zapsat

<)_c—pn71,;+pn4>; viz obr. 2. Vysledek méfeni pak uvadime pomoci chyby méfeni
vyrazem x+p.

Pravdépodobna chyba aritmetického priméru 6 definuje takovy +6 interval

kolem pravdépodobné hodnoty x, e spravna hodnota X lezi s 50%

pravdépodobnosti v tomto intervalu. Protoze poloviéni jistota nékdy nestaci,

zavadime také krajni chybu méfeni «, coz je interval, v jehoz rozmezi se nachazi

spravna hodnota s pravdépodobnosti 99.73 %.

f(x)

K2
38

=
KL

v,.,v
o
X2

e

xb x0—2p ) X +2p

R

x x
Xo=pP  Xotp
Obr. 1. Gaussovo rozdéleni Obr. 2. Intervaly pravdépodobnosti
f(x) N\ L=
- AT\ n=50
VA VA
! \
U \' =N
l \/ \ n=>5
/7 N A D
7. N N \
: R : N\
7 s S S~
— -— . N - e

Obr. 3. Vliv po¢tu méreni n na hodnotu x



3.5. Zaokrouhlovani

Udaj z mé&ficiho pristroje nebo vysledek vypoétu zpravidla obsahuije jiny pocet
desetinnych mist nez odpovida pfesnosti méfeni. Vysledek tedy musime zaokrouhlit
a zaokrouhlujeme také velikost chybového intervalu.

Hodnota vysledku se standardné zaokrouhluje podle cifry v niz§im fadu nez je
chybovy interval, tj. od 0 do 4 posledni platna cifra zUstane a od 5 vySe pfi¢teme
jednicku.

Hodnotu chybového intervalu zaokrouhlujeme nahoru na jednu platnou cifru,
ale v pfipadé, Ze interval zac€ina Cislici 1 nebo 2, tak na dvé cifry a to rovnéz nahoru.

V desetinné cCasti hodnoty, ktera nema dostateCny pocte platnych cifer,
musime v zapisu vysledku doplnit nuly podle fadu chyby, viz nasledujici tabulka 2

s pfehledem zaokrouhlovani:

0,123456 +£0.00031 — 0.1235+0.0004
0,123456 £0.00029 — 0.12346 +£0.00029
0.123456 £0.000111 — 0.12346+0.00012

1.1+0.009 —1.100+0.009
1.1004 £0.009 —1.100+£0.009
1.1005+0.009 —1.101+£0.009
321.5+0.91 —322+1
321.5+0.81 —321.5+09

Tab. 2. Zaokrouhlovani

3.6. Priklad zpracovani méreni

Opakovanym méfenim jsme ziskali deset hodnot s pfesnosti na dvé platné

cifry, viz nasleduijici tabulka. Urete chybu méfeni.

¢.m. i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
hodnot x, 19 | 24| 22 2.1 2.8 1.5 1.7 1.8 53 1.3

Tab. 3. Namétené hodnoty



Rozdily mezi hodnotou x/9]=5.3 a ostatnimi jsou vyrazné vys$Si nez
vzajemné rozdily mezi ostatnimi hodnotami, toto méfeni proto vylouCime jako
zatizené hrubou chybou. Zistane tedy » =9 hodnot.

< 1

}=12x,. =§(1.9+2.4+...+1.3)=1.96 (1)
n =

- 1 -
p_\/n(n—l)z(AXi) -

:\/9(91 1)(1.9—1.98)2+(2.4—1.96)2+...+(1.3—1.96)2 =0.154559724

x=x+p=197+0.16

Hodnoty 1, 6, 7, 8 a 10 jsou menSi nez pravdépodobna hodnota, 2, 3,4 a 5
vétSi, coz vytvari priblizné poloviny; pravdépodobna hodnota je tedy medianem

souboru. Smérodatna chyba vytvafi interval:

pn1=\/ LS (ax, ) = @)

n-—1

= \/ﬁ(l.9—1.95)2 +(24-1.96)* +...+(1.3-1.96)* = 0.463680924

(x=p,xtp, ) =(1.96-0.463680924,1.96 - 0.463680924) = (1.50,2.43)

V tomto intervalu nelezi hodnoty 5, 7 a 6. je na hranici, tedy 67 % hodnot v
ném lezi. MiZeme proto pfedpokladat, ze naméfeny soubor pfiblizné vyhovuje
Gaussovu rozlozeni Cetnosti hodnot a vysledek je platny.

Uvedené algoritmy byvaji standardni soucasti programového vybaveni

védeckych kalkulatek a tabulkovych procesorl. V Casti statistika nalezneme funkce



AVERAGE pro pravdépodobnou hodnotu, STDEV pro chybu aritmetického praméru
apod.

4. Mérici pristroje

Méfici pfistroje délime z hlediska zobrazeni Udajl na analogové a digitalni.
Do prvni skupiny patfi pfistroje s mechanickym pohybem rucky ukazatele (pfip.
stupnice vuci rysce). Digitalni pfistroje ukazuji pfimo Ciselnou hodnotu. Do této

skupiny zahrnujeme i elektronicka méfidla, ktera ru¢ku nebo sloupec jen zobrazuji na

displeji.

4.1. Analogové

Dulezité veli€iny u analogovych meéfidel jsou shrnuty v tab. 4.

Méfici rozsah (max. hodnota, kterou mizeme méfit) M
Max. absolutni chyba Au
Tfida pfesnosti méfidla =ﬂ100
M
Normované hodnoty tfidy presnosti 1 15 25 5

Tab. 4. Analogova méfidla

Laboratorné naméfenou tfidu presnosti pfistroje vyrobci zaokrouhluji na
normované hodnoty v pfislusném dekadickém fadu. Ve vypoctech se pak uvazuje

kladna i zaporna chyba. Fyzikalni rozmér % se zpravidla u tfidy pfesnosti nepise.

4.2. Cteni stupnice

Pfi odeCtu se snazime ziskat co nejpfesnéjsi vysledek. Dbame, aby byl pfistroj
v predepsané poloze (vodorovné, svisle nebo s pfedepsanym sklonem, coz je
zpravidla vyznaceno znackou na stupnici).

Ukazatel mérené veliCiny se na stupnici ¢asto nekryje s zadnym dilkem, ale

leZi napf. mezi k-tou a (k+1)-ni délici arkou. Ctena hodnota tedy leZi mezi nimi a
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jeji velikost odhadujeme v desetinach dilku. Ridime se pfitom nasledujicimi

empirickymi zasadami:

1. Je-li déleni stupnice husté a ma-li délici arky (rysky) tlusté (Siroke),
odhadujeme poloviny dilk(l a chyba odhadu je +0.5 velikosti dilku.

2. Jsou-li délici ¢arky dostate¢né tenké proti jejich vzdalenostem, mizeme
odhadovat desetiny nejmenSich dilku stupnice a chyba je £0.1+0.2 dilku.

3. Je-li stupnice opatfena noniem, tj. pomocnou stupnici s n-tinovym
délenim, ¢teme presné 7 -tiny dilku hlavni stupnice a odhadujeme poloviny n-tin, coz

je i velikost chyby odhadu.

Dalsi chyba maze vzniknout pfi ode¢tu hodnoty vlivem paralaxy. Pokud rucka
nelezi v roviné stupnice a nepozorujeme ji kolmo, promita se do nespravné polohy.
Pfesnégjsi pfistroje maiji pod ru¢kou zrcatko; pfi spravném uhlu pohledu musi rucka

zastinovat svUj obraz.

4.3. Priklad chyby analogového méridla

Mé&fidlo naméfilo na rozsahu M =30 hodnotu x=14.5 a ma tfidu pfesnosti
T=25.

py=ME_309x25 _ 75 03 (3)
100 100

o =214 2075 _ 6051724 5 0.05
X 14

Hodnota x =14.5+0.8, relativni chyba méfeni je 5 %.
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4.4. Digitalni

Méfidla s digitalnim vystupem ukazuji pfimo Ciselnou hodnotu, tudiz odpadaji
chyby pozorovatele spojené s odecitanim ze stupnice (zplisobené napf. paralaxou),
pFepocitavanim udaja dle rozsahu atd.

Chybu pfistroje udavaji vyrobci jako soucet dvou ¢lenl a to dvéma zpUsoby:

* (% chyby éteni + % chyby rozsahu), nebo

+

( % chyby ¢&teni + pocet digitd s nejmensi vahou (LSB)).
Zjednodu$ené je mozno uvadét jejich tfidu presnosti jako u analogovych

pFistrojU.

Displeje jsou charakterizovany svoji délkou - potem zobrazenych cifer. Je-li
za timto Cislem zlomek 1/2, pak je pfed uvedenym poctem normalnich Cislicovek
jesté dalsi s omezenym rozsahem, ktera muze zobrazovat jen hodnoty 0 nebo 1. Je-
li dodatkem zlomek 3/4, pak prvni &islicovka muze zobrazovat Cisla od 0 az do

pripadné 8 dle rozsahu méfidla.

4.5. Priklad s chybou rozsahu

Digitalni multimetr s 41/2 mistnym displejem a pfesnosti 0.1 % +0.05 %
udava na rozsahu M =200 V napéti u=75.00 V. Na tomto rozsahu tedy muze
zobrazit nejvy$Si hodnotu 199.99 V.

Au = Auy,, +du = 4)

éteni rozsahu

=0 954 095 a00=0225 V]
100 100

u=7500+023 [V]

12



4.6. Priklad s chybou digitu

Digitalni multimetr s 33/4 mistnym displejem a presnosti +£0.08 % +3

naméfil na rozsahu M = 60 mA hodnotu i = 05.09 mA.

s v

velikost 0.01 mA.

Ai= i, +MxLSB= (5)

Cteni

- %x5.09 +3x0.01=0.0341 [mA]

i=5.09+0.04 [mA]

5. Nejistota méreni

V souCasnosti se pfi méfeni vyjadfuje pfevazné jeho nejistota. Na rozdil od
vySe uvedené chybové koncepce jde o komplexnéjsi posouzeni méfeni, uvazujeme
o nejistotach celého méficiho Fetézce. Tento mizeme rozdélit na Clanky: fyzikaini jev

- etalon - kalibra¢ni postup - méfidlo - rusivé vlivy pfi méfeni.

Mnohdy se vSak v fetézci vyrazné uplathuje nepfesnost pouze jednoho jeho

¢lanku.
Nejistoty jsou typu A nebo B dle svého charakteru, viz dale. Vice nejistot v

méficim fetézci se zpravidla sCitd geometricky, nékdy provadime vypocet krajnich

hodnot intervalu nejistoty.
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5.1. Veli¢iny, vyrazy a vztahy

Vypoctu nejistot se tykaji nasledujici parametry, viz tab. 5.

Nejistota typu A/ B

Koeficient nejistoty typu A

RozSifena nejistota typu A a koeficient rozsifeni

Tab. 5. Nejistota

5.2. Negjistota typu A

Tato nejistota je, stejné jako vySe uvedené chyby, zpisobena mnoha malymi

nahodnymi vlivy. Je-li poCet méfeni n alespori 10, urCeni nejistoty je stejné jako v

pfipadé jednoduchého stanoveni chyby, viz vySe. Pfi mensim poctu nasobime chybu

koeficientem £k, z tabulky 6, se zmensSujicim se n totiz klesa vérohodnost nejistoty,

coz koeficient kompenzuje.

poC. m. n 10 9 8 7 6 5 4 3 2
koef. k, 1 1.2 | 1.2 1.3 1.3 1.4 1.7 | 23| 7.0
Tab. 6. RozSifujici koeficient
5.3. Priklad vypoctu standardni nejistoty typu A
Namérena data jsou v tab. 7 a ur€ujeme interval standardni nejistoty.
c.m. i 1 2 3 4 5 9 10
hodnota x, 119 | 1.24 | 122|121 128 | 115 | 117 | 118 | 1.20 | 1.13

Tab. 7. Namérena data

;=12xi =%(1.19+1.z4+...+1.13)= 1.197  (B)
n -

14




=k, x p=1x 1 2=
uy =ksxp=1 \/n(n—l)z(dxi)

_ 1><\/10(1+1)[(1.19—1.197)2 +(1.24-1.197)> +...+(1.13-1.197)*| = 0.013828312

x=x+u, =120+0.014

5.4. Rozsirena nejistota

O rozSifenych nejistotach ug; mluvime, pokud interval nejistoty u,
vynasobime konstantou rozsifeni k. Pro k; =2 do né&j spada 95 % hodnot z ”

meéfeni a pro k; =3 celych 99.7 % (pro k£, =1 je to 68 %).

5.5. Negjistota typu B

Nejistota B typu nema nahodny charakter. Pfi opakovanych méfenich na sebe
upozorni trvalym vyskytem. Tuto nejistotu stanovime z charakteru méfeni, bez
statistického vypoctu, tj. jde o nedokonalosti zplsobené méficimi pfistroji, technikou,
metodami, konstantami, podminkami, za kterych méfeni probiha, popf. vlivem
operatora. Pfi jejim urCeni tedy odhadujeme maximalni rozsah odchylek od
naméfené hodnoty tak, aby v ném skute€na hodnota s velkou pravdépodobnosti
lezela.

V pfipadé, Ze mame stanoveno vice nejistot v méficim fetézci, vyslednou
nejistotu dostaneme jejich geometrickym souctem. Korelace mezi jednotlivymi zdroji

nejistot typu B se nebere v uvahu.

5.6. Priklad souctu nejistot

Méfime komparacné stfedovou tloustku €ocky, tj. porovnavame jeji tloustku s

koncovymi (Johansonovymi) mérkami pomoci Cislicového uchylkoméru (hodinek).
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Jde o pfesné (pfesnéjSi nez posuvnym méfitkem nebo mikrometrem) komparacni
méfeni mechanickych souc€asti mezi dvéma hroty, z nichz jeden je pevny a druhy,
posuvny, nalezi k uchylkoméru. 2 mérky jsou poloZzeny na sebe a maji nepfesnost

Uy, =+0.5pum,, uchylkomér ma u,, =+lum, a deformaci hrotd b&hem méfeni

odhadneme na u,, =+0.3 pm.

Uy = \2xul, ity Futy =V2x0.51 +17 4037 =1260952%13 (7

Vysledna nejistota méfeni u, =+1.3um.

Aq —
max. min. jmenovity
rozmeér rozmeér rozmeér
Aq —

Obr. 4. Tloustka koncové mérky v fezu

Vypocet pouzijeme pro orientaci pfed vlastnim méfenim, pfipadné pokud
mame meéfeni jen jedno. Pokud je statisticka chyba vicenasobného méreni vyrazné
niz§i nez vySe vypoctena, musime zvazit, zda nejsou hodnoty zatizeny
systematickou chybou a dle toho stanovit nejistotu vysledku.

Tloustku CoCky mizeme méfit také posuvnym méfitkem nebo mikrometrem.
Nejistotu stanovime u mechanickych méfidel z déleni stupnice, viz vySe, pfipadné z
udaji o kalibraci. Pro méfidla s digitalnim vystupem pouzijeme standardni zde

uvedeny postup.

5.7. Negjistota vypocétené hodnoty

Pfi nepfimém méfeni, kdy je vysledek dan vypoctem, nejistotu stanovime dle
prislusSnych matematickych operaci.
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u,=xy

z

z=ax u, =au zZ=Xxy W, , U,
(—) +(—)
X y

y z

=x=+ -
Y X y

U slozitéjSich funkci je jednodudsi dosadit do vzorce krajni hodnoty a z nich
ur€it vysledny interval. Konstanty (z apod.) dosazujeme o fad prfesnéjSi, nez je

predpokladana nejistota vysledku.

5.8. Priklad vypoctu nejistoty z funkce

Zméfili jsme Uhel a=101'01.1"+-0.1" a pfeponu ¢ = 2.00000 =+ 0.00002 . Jakou
ma délku protilehla odvésna a ?

1+£

a = ¢ x sina = 2.000000 x sin(1 +T6O ) =0.035497163

1+E

a, = 2.000020 x sin(1 +T6O ) =0.035498487 ~ 0.035498

1+i

a_ =1.999980 x sin(1+ 6(?0 ) =0.035495838 ~ 0.035496

a =0.035497 £0.000001
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Ale naopak pro odvésnu délky a=1.999695+0.000001 a pfeponu ¢=2+0
dostavame moznou nejistotu Uhlu o <88°59‘52"; 89°00' O4"> = a =88°59'58"+-6", coz

je Sedesatinasobek predchozi nejistoty.

Podékovani

Tento podpulrny studijni text vznikl za finanéni podpory Evropského socialniho fondu
vCR vramci projektu CZ.1.07/2.2.00/07.0018 ,Moderni technologie ve studiu
Aplikované fyziky*.
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