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Autonomní rovnice na přímce
• Př́ıklad 1.1 Pro každou z následuj́ıćıch diferenciálńıch rovnic nalezněte všechny

rovnovážné stavy. Rozhodněte, zda se jedná o atraktor, repelor nebo ani jeden z
nich.
a) x′ = x3 − 2x

b) x′ = x4 − x2

c) x′ = cos x

d) x′ = sin2 x

e) x′ = |x2 − 1|

• Př́ıklad 1.2 Pro každou z následuj́ıćıch diferenciálńıch rovnic nalezněte všechny
rovnovážné stavy. Nakreslete fázový portrét.
a) x′ = x2 + 2x

b) x′ = x2

c) x′ = x2 − 2x

d) x′ = x4 − 4x2

e) x′ = x3 − x

• Př́ıklad 1.3 Najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice x′ = a x + 2, kde a je
parametr. Určete počet a charakter rovnovážných stavu v závislosti na parametru a.
Nakreslete integrálńı křivky a fázové portréty.

• Př́ıklad 1.4 Nakreslete bifurkačńı diagram následuj́ıćıch diferenciálńıch rovnic.
a) x′ = x2 − a x

b) x′ = x3 − a x

c) x′ = x3 − x+ a

d) x′ = x2 + a

.

Obsah

Sbírka příkladů Soustavy obyčejných diferenciálních rovnic – p.3/32



Příklad 1.1
Pro každou z následuj́ıćıch diferenciálńıch rovnic nalezněte všechny rovnovážné stavy.
Rozhodněte, zda se jedná o atraktor, repelor nebo ani jeden z nich.
a) x′ = x3 − 2x

b) x′ = x4 − x2

c) x′ = cos x

d) x′ = sin2 x

e) x′ = |x2 − 1|

Výsledek

a) Rovnovážný stav x0 = 0 je atraktor, rovnovážné stavy x1 =
√
2 a x2 = −√

2 jsou
repelory.

b) Rovnovážný stav x0 = 0 neńı atraktor ani repelor, rovnovážný stav x1 = 1 je repelor
a rovnovážný stav x2 = −1 je atraktor.

c) Rovnovážné stavy x1 = π
2 + 2kπ jsou atraktory, rovnovážné stavy x2 = 3π

2 + 2kπ jsou
repelory.

d) Rovnovážné stavy xk = k π nejsou atraktory ani repelory.

e) Rovnovážné stavy x0 = −1 a x1 = 1 nejsou atraktory ani repelory.

Řešeńı
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Příklad 1.1
Pro každou z následuj́ıćıch diferenciálńıch rovnic nalezněte všechny rovnovážné stavy.
Rozhodněte, zda se jedná o atraktor, repelor nebo ani jeden z nich.
a) x′ = x3 − 2x

b) x′ = x4 − x2

c) x′ = cos x

d) x′ = sin2 x

e) x′ = |x2 − 1|

Řešeńı
a) Rovnovážné stavy:

f(x) = x3 − 2 x, f(x) = 0 ⇔
x0 = 0

x1 =
√
2

x2 = −√
2

f ′(x) = 3 x2 − 2 ⇒

⎧⎪⎨
⎪⎩

f ′(x0) = −2 Rovnovážný stav x0 je atraktor.

f ′(x1) = 4 Rovnovážný stav x1 je repelor.

f ′(x2) = 4 Rovnovážný stav x2 je repelor.

b) Rovnovážné stavy:

f(x) = x4 − x2, f(x) = 0 ⇔
x0 = 0

x1 = 1

x2 = −1

f ′(x) = 4 x3 − 2x ⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

f ′(x0) = 0 protože pro x ∈ O−
ε (x0) je

f ′(x) < 0 a pro x ∈ O+ε (x0) je
f ′(x) > 0 neńı rovnovážný stav
x0 atraktor ani repelor.

f ′(x1) = 2 Rovnovážný stav x1 je repelor.

f ′(x2) = −2 Rovnovážný stav x2 je atraktor.
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Příklad 1.1
Pro každou z následuj́ıćıch diferenciálńıch rovnic nalezněte všechny rovnovážné stavy.
Rozhodněte, zda se jedná o atraktor, repelor nebo ani jeden z nich.
a) x′ = x3 − 2x

b) x′ = x4 − x2

c) x′ = cos x

d) x′ = sin2 x

e) x′ = |x2 − 1|

Řešeńı - pokračováńı
c) Rovnovážné stavy:

f(x) = cos x, f(x) = 0 ⇔ xk = π
2 + kπ

f ′(x) = − sin x ⇒
f ′(π

2 + 2kπ) = −1 Rovnovážné stavy x1 = π
2 + 2kπ jsou atraktory.

f ′( 3π
2 + 2kπ) = 1 Rovnovážné stavy x2 = 3π

2 + 2kπ jsou repelory.

d) Rovnovážné stavy:

f(x) = sin2 x, f(x) = 0 ⇔ xk = k π

f ′(x) = 2 sin x cos x = sin 2x ⇒ f ′(kπ) = 0. Rovnovážné stavy xk = kπ nejsou repelory
ani atraktory, protože f ′(x) meńı znaménko v bodech kπ.

e) Rovnovážné stavy:

f(x) = |x2 − 1|, f(x) = 0 ⇔ x0 = −1
x1 = 1

f ′(x) =

{
−2x x ∈ (−1, 1)
2x x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞) ⇒ f ′

−(∓1) = −2 a f ′
+(∓1) = 2. Rovnovážné

stavy x0 = −1, x1 = 1 nejsou repelory ani atraktory.
Zadáńı
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Příklad 1.2
Pro každou z následuj́ıćıch diferenciálńıch rovnic nalezněte všechny rovnovážné stavy.
Nakreslete fázový portrét.
a) x′ = x2 + 2x

b) x′ = x2

c) x′ = x2 − 2x

d) x′ = x4 − 4x2

e) x′ = x3 − x

Výsledek
a) b) c) d) e)

�2

0

0

2

0 0

�2

2

0

�1

1

Řešeńı
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Příklad 1.2
Pro každou z následuj́ıćıch diferenciálńıch rovnic nalezněte všechny rovnovážné stavy.
Nakreslete fázový portrét.
a) x′ = x2 + 2x

b) x′ = x2

c) x′ = x2 − 2x

d) x′ = x4 − 4x2

e) x′ = x3 − x

Řešeńı
a) Rovnovážné stavy:
f(x) = x2 + 2x, f(x) = 0 ⇔ x0 = 0, x1 = −2 .
Nakresĺıme graf funkce f(x). Jestliže je funkce v okoĺı rovnovážného stavu kladná,
nakresĺıme šipku směřuj́ıćı doprava. Jestliže je funkce v okoĺı rovnovážného stavu
záporná, nakresĺıme šipku která směřuje doleva. Fázový portrét je znázorněn na druhém
obrázku. Rovnovážné body jsou jednobodové trajektorie, které zobrazujeme zeleným
bodem, jeli rovnovážný stav stabilńı a červeným bodem, je-li rovnovážný stav nestabilńı.

�2 0
�2

0

fázový portrét

Sbírka příkladů Soustavy obyčejných diferenciálních rovnic – p.5/32



Příklad 1.2
Pro každou z následuj́ıćıch diferenciálńıch rovnic nalezněte všechny rovnovážné stavy.
Nakreslete fázový portrét.
a) x′ = x2 + 2x

b) x′ = x2

c) x′ = x2 − 2x

d) x′ = x4 − 4x2

e) x′ = x3 − x

Řešeńı - pokračováńı
b) Rovnovážné stavy:
f(x) = x2, f(x) = 0 ⇔ x0 = 0 .
Nakresĺıme graf funkce f(x). Jestliže je funkce v okoĺı rovnovážného stavu kladná,
nakresĺıme šipku směřuj́ıćı doprava. Jestliže je funkce v okoĺı rovnovážného stavu
záporná, nakresĺıme šipku která směřuje doleva. Fázový portrét je znázorněn na druhém
obrázku. Rovnovážné body jsou jednobodové trajektorie, které zobrazujeme zeleným
bodem, jeli rovnovážný stav stabilńı a červeným bodem, je-li rovnovážný stav nestabilńı.

0

0 fázový portrét
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Příklad 1.2
Pro každou z následuj́ıćıch diferenciálńıch rovnic nalezněte všechny rovnovážné stavy.
Nakreslete fázový portrét.
a) x′ = x2 + 2x

b) x′ = x2

c) x′ = x2 − 2x

d) x′ = x4 − 4x2

e) x′ = x3 − x

Řešeńı - pokračováńı
c) Rovnovážné stavy:
f(x) = x2 − 2x, f(x) = 0 ⇔ x0 = 0, x1 = 2 .
Nakresĺıme graf funkce f(x). Jestliže je funkce v okoĺı rovnovážného stavu kladná,
nakresĺıme šipku směřuj́ıćı doprava. Jestliže je funkce v okoĺı rovnovážného stavu
záporná, nakresĺıme šipku která směřuje doleva. Fázový portrét je znázorněn na druhém
obrázku. Rovnovážné body jsou jednobodové trajektorie, které zobrazujeme zeleným
bodem, jeli rovnovážný stav stabilńı a červeným bodem, je-li rovnovážný stav nestabilńı.

20

2

0

fázový portrét
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Příklad 1.2
Pro každou z následuj́ıćıch diferenciálńıch rovnic nalezněte všechny rovnovážné stavy.
Nakreslete fázový portrét.
a) x′ = x2 + 2x

b) x′ = x2

c) x′ = x2 − 2x

d) x′ = x4 − 4x2

e) x′ = x3 − x

Řešeńı - pokračováńı
d) Rovnovážné stavy:
f(x) = x4 − 4x2, f(x) = 0 ⇔ x0 = 0, x1 = 2, x2 = −2 .
Nakresĺıme graf funkce f(x). Jestliže je funkce v okoĺı rovnovážného stavu kladná,
nakresĺıme šipku směřuj́ıćı doprava. Jestliže je funkce v okoĺı rovnovážného stavu
záporná, nakresĺıme šipku která směřuje doleva. Fázový portrét je znázorněn na druhém
obrázku. Rovnovážné body jsou jednobodové trajektorie, které zobrazujeme zeleným
bodem, jeli rovnovážný stav stabilńı a červeným bodem, je-li rovnovážný stav nestabilńı.

�2 20

0

�2

2

fázový portrét

Sbírka příkladů Soustavy obyčejných diferenciálních rovnic – p.5/32



Příklad 1.2
Pro každou z následuj́ıćıch diferenciálńıch rovnic nalezněte všechny rovnovážné stavy.
Nakreslete fázový portrét.
a) x′ = x2 + 2x

b) x′ = x2

c) x′ = x2 − 2x

d) x′ = x4 − 4x2

e) x′ = x3 − x

Řešeńı - pokračováńı
e) Rovnovážné stavy:
f(x) = x3 − x, f(x) = 0 ⇔ x0 = 0, x1 = 1, x2 = −1 .
Nakresĺıme graf funkce f(x). Jestliže je funkce v okoĺı rovnovážného stavu kladná,
nakresĺıme šipku směřuj́ıćı doprava. Jestliže je funkce v okoĺı rovnovážného stavu
záporná, nakresĺıme šipku která směřuje doleva. Fázový portrét je znázorněn na druhém
obrázku. Rovnovážné body jsou jednobodové trajektorie, které zobrazujeme zeleným
bodem, jeli rovnovážný stav stabilńı a červeným bodem, je-li rovnovážný stav nestabilńı.

�1 10 0

�1

1

fázový portrét

Zadáńı
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Příklad 1.3
Najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice x′ = a x + 2, kde a je parametr. Určete počet
a charakter rovnovážných stavu v závislosti na parametru a. Nakreslete integrálńı křivky
a fázové portréty.

Výsledek
Řešeńı pro a 	= 0 je x(t) = Ceat − 2

a , řešeńı pro a = 0 je x(t) = 2t+ C.

Pro a < 0 rovnovážný stav x0 = − 2
a je atraktor.

Pro a = 0 neexistuje rovnovážný stav.

Pro a > 0 rovnovážný stav x0 = − 2
a je repelor.

Integrálńı křivky a fázové portréty pro uvedené parametry viz řešeńı.
Řešeńı
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Příklad 1.3
Najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice x′ = a x + 2, kde a je parametr. Určete počet
a charakter rovnovážných stavu v závislosti na parametru a. Nakreslete integrálńı křivky
a fázové portréty.

Řešeńı
Řešeńı pro a 	= 0 je x(t) = Ceat − 2

a , řešeńı pro a = 0 je x(t) = 2t+ C.
a < 0 integálńı křivky fázový portrét

�1 1
t

x

�2�a rovnovážný stav
je atraktor

a = 0 integálńı křivky

�1 1
t

�4

4
x

rovnovážné
stavy neexistuj́ı
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Příklad 1.3
Najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice x′ = a x + 2, kde a je parametr. Určete počet
a charakter rovnovážných stavu v závislosti na parametru a. Nakreslete integrálńı křivky
a fázové portréty.

Řešeńı - pokračováńı
a > 0 integálńı křivky fázový portrét

�1 1
t

x

�2�a rovnovážný stav
je repelor

Fázové portréty źıskáme jako kolmý pr̊umět integrálńıch křivek na osu x.
Zadáńı
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Příklad 1.4
Nakreslete bifurkačńı diagram následuj́ıćıch diferenciálńıch rovnic.
a) x′ = x2 − a x

b) x′ = x3 − a x

c) x′ = x3 − x+ a

d) x′ = x2 + a

.

Výsledek
a) b)

a

x

a

x

c) d)

a

x

a

x

Bifurkačńı diagramy (zobrazujeme rovnavážné stavy v závislosti na parametru a.)
Řešeńı
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Příklad 1.4
Nakreslete bifurkačńı diagram následuj́ıćıch diferenciálńıch rovnic.
a) x′ = x2 − a x

b) x′ = x3 − a x

c) x′ = x3 − x+ a

d) x′ = x2 + a

.

Řešeńı
a) Označme va(x) = x2 − a x.
Rovnovážný stav: va(x) = x2 − a x = 0 ⇔ x0 = 0 ∨ x0 = a.
Vypočteme v′

a(x) = 2 x − a, v′
a(0) = −a. Rovnovážný stav x0 = 0 je atraktor pro a > 0 a

je repelor pro a < 0. Podobně v′
a(a) = a, rovnovážný stav x0 = a je atraktor pro a < 0 a

je repelor pro a > 0. Pro a = 0 nastává bifurkace, protože pro tuto hodnotu parametru
existuje pouze jeden rovnovážný stav, jinak existuj́ı dva rovnovážné stavy.

a

x

Bifurkačńı diagram (zobrazujeme
rovnavážné stavy v závislosti na
parametru a.)
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Příklad 1.4
Nakreslete bifurkačńı diagram následuj́ıćıch diferenciálńıch rovnic.
a) x′ = x2 − a x

b) x′ = x3 − a x

c) x′ = x3 − x+ a

d) x′ = x2 + a

.

Řešeńı - pokračováńı
b) Označme va(x) = x3 − a x.
Rovnovážný stav: va(x) = x3 − a x = 0 ⇔ x0 = 0 ∨ (x0 = ±√

a je-li a > 0).
Vypočteme v′

a(x) = 3 x2 − a, v′
a(0) = −a. Rovnovážný stav x0 = 0 je atraktor, jestliže

a > 0 a je repelor, jestliže a < 0. Podobně pro a > 0 v′
a(±

√
a) = 2 a, rovnovážný stav

x0 = ±√
a je repelor. Pro a = 0 nastává bifurkace, protože pro hodnotu parametru a ≤ 0

existuje pouze jeden rovnovážný stav, pro a > 0 existuj́ı tři rovnovážné stavy.

a

x

Bifurkačńı diagram (zobrazujeme
rovnavážné stavy v závislosti na
parametru a.)
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Příklad 1.4
Nakreslete bifurkačńı diagram následuj́ıćıch diferenciálńıch rovnic.
a) x′ = x2 − a x

b) x′ = x3 − a x

c) x′ = x3 − x+ a

d) x′ = x2 + a

.

Řešeńı - pokračováńı
c) Označme va(x) = x3 − x+ a.
Rovnovážný stav: Rovnice x3 − x + a = 0 má tři kořeny, označme si je
x1(a), x2(a), x3(a). Nakresĺıme si křivku x − x3 = a.
Poznámka: Nakresĺıme graf funkce a(x) = x3 − x a potom prohod́ıme osu x s osou a.
Z grafu vid́ıme, že pro rovnovážné stavy nastanou tři př́ıpady

1. je-li a < − 2
√
3
9 , potom existuje jeden rovnovažný stav x1(a)

2. je-li − 2
√
3
9 < a < 2

√
3
9 , potom existuj́ı tři rovnovažné stavy x1(a), x2(a), x3(a)

3. je-li a > 2
√
3
9 , potom existuje jeden rovnovažný stav x3(a)

Poznámka: hodnoty bifurkačńıho parametru a = ± 2
√
3
9 źıskáme jako maximum a

minimum funkce a(x) = x3 − x.
Vypočteme v′

a(x) = 3 x2 − 1, v′
a(x1(a)) > 0, v′

a(x3(a)) > 0, v′
a(x2(a)) < 0. Rovnovážný

stav x1(a) a x3(a) jsou repelory. Rovnovážný stav x2(a) je atractor.

a

x

Bifurkačńı diagram (zobrazujeme
rovnavážné stavy v závislosti na
parametru a.)
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Příklad 1.4
Nakreslete bifurkačńı diagram následuj́ıćıch diferenciálńıch rovnic.
a) x′ = x2 − a x

b) x′ = x3 − a x

c) x′ = x3 − x+ a

d) x′ = x2 + a

.

Řešeńı - pokračováńı
d) Označme va(x) = x2 + a, pak v′

a(x) = 2x. Rovnovážné stavy odpov́ıdaj́ı kořen̊um
rovnice x2 + a = 0. Pro a > 0 rovnice nemá rovnovážné stavy. Je-li a < 0, pak
x0 = ±√−a. Pro x0 =

√−a je v′
a(

√−a) = 2
√−a, rovnovážný stav je repelor. Zat́ımco

x0 = −√−a je atraktor, protože v′
a(−

√−a) = −2√−a. Je-li a = 0, rovnice má jeden
rovnovážný stav, který je nestabilńı, což plyne z chováńı funkce v0(x) = x2. Křivka
rovnovážných stav̊u, daná rovnićı x2 + a = 0, je parabola. Pro hodnotu a = 0 nastává
bifurkace (tzv. sedlo-uzel), nebot’ docháźı ke změně počtu rovnovážných stav̊u.

a

x

Bifurkačńı diagram (zobrazujeme
rovnavážné stavy v závislosti na
parametru a.)

Zadáńı

Sbírka příkladů Soustavy obyčejných diferenciálních rovnic – p.7/32



Autonomní rovnice v rovině - lineární rovnice
• Př́ıklad 2.1 Načrtněte fazový portrét soustavy dvou lineárńıch diferenciálńıch rovnic.

a) x′ = 3x + y

y′ = x + 3 y

b) x′ = x + 3 y

y′ = x − y

c) x′ = x + y

y′ = − x + 3 y

d) x′ = −3x + 5 y

y′ = −2x + 3 y

• Př́ıklad 2.2 Načrtněte fazový portrét soustavy dvou lineárńıch diferenciálńıch rovnic.

a) x′ = −2x + y

y′ = x − 2 y

b) x′ = x + 2 y

y′ = x

c) x′ = −2x + 5 y

y′ = −4x + 6 y

d) x′ = − 1
2 x + 2 y

y′ = −2x − 1
2 y

• Př́ıklad 2.3 Je dáno šest soustav lineárńıch diferenciálńıch rovnic x′ = Ax, kde A je

1)

[
3 5

−2 −2

]
2)

[
−3 −2
5 2

]
3)

[
3 −2
5 −2

]
4)

[
−3 5
−2 3

]
5)

[
−3 −5
2 3

]
6)

[
−3 5
−2 2

]
a šest fázových portrét̊u. Přǐrad’te soustavy k fázovým portrét̊um.
a) b) c)

�4 �2 2 4
x

�3

�2

�1

1

2

3
y

�4 �2 2 4
x

�3

�2

�1

1

2

3
y

�4 �2 2 4
x

�3

�2

�1

1

2

3
y

d) e) f)

�4 �2 2 4
x

�3

�2

�1

1

2

3
y

�4 �2 2 4
x

�3

�2

�1

1

2

3
y

�4 �2 2 4
x

�3

�2

�1

1

2

3
y

• Př́ıklad 2.4 Načrtněte fazový portrét soustavy dvou lineárńıch diferenciálńıch rovnic.

a) x′ = −x + y

y′ = x − y

b) x′ = −2x + y

y′ = −4x + 2 y

c) x′ = x + y

y′ = 3x + 3 y Obsah
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Příklad 2.1
Načrtněte fazový portrét soustavy dvou lineárńıch diferenciálńıch rovnic.

a) x′ = 3x + y

y′ = x + 3 y

b) x′ = x + 3 y

y′ = x − y

c) x′ = x + y

y′ = − x + 3 y

d) x′ = −3x + 5 y

y′ = −2x + 3 y

Výsledek
a) b)

�4 �2 2 4
x

�4

�2

2

4
y

�4 �2 2 4
x

�4

�2

2

4
y

c) d)

�4 �2 2 4
x

�4

�2

2

4
y

�4 �2 2 4
x

�3

�2

�1

1

2

3
y

Řešeńı
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Příklad 2.1
Načrtněte fazový portrét soustavy dvou lineárńıch diferenciálńıch rovnic.

a) x′ = 3x + y

y′ = x + 3 y

b) x′ = x + 3 y

y′ = x − y

c) x′ = x + y

y′ = − x + 3 y

d) x′ = −3x + 5 y

y′ = −2x + 3 y

Řešeńı

a)Matice soustavy lineárńıch diferanciálńıch rovnic je A =

[
3 1

1 3

]
. Vlastńı č́ısla matice

A: λ1 = 4, λ2 = 2. Pro vlastńı č́ıslo λ1 = 4 dostaneme vlastńı vektor �h1 = [1, 1]
T. Pro

vlastńı č́ıslo λ2 = 2 dostaneme vlastńı vektor �h2 = [1,−1]T.
Protože plat́ı 0 < λ2 < λ1, rovnovážný stav R = (0, 0) je nestabilńı uzel. Nyńı nakresĺıme
fázový portrét. Transformačńı matice S převád́ı matici A na Jordán̊uv kanonický tvar B
(B = S−1AS).

S =

[
1 1

1 −1

]
, B =

[
4 0

0 2

]
.

Osa x přejde transformačńı matićı S na př́ımku p: y = x. Osa y přejde na př́ımku q:
y = −x. Trajektorie (kromě trajektoríı lež́ıćıch na př́ımce p a rovnovážného stavu)
vystupuj́ı z uzlu ve směru př́ımky q ( |λ2| < |λ1| ).

pq

�4 �2 2 4
x

�4

�2

2

4
y
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Příklad 2.1
Načrtněte fazový portrét soustavy dvou lineárńıch diferenciálńıch rovnic.

a) x′ = 3x + y

y′ = x + 3 y

b) x′ = x + 3 y

y′ = x − y

c) x′ = x + y

y′ = − x + 3 y

d) x′ = −3x + 5 y

y′ = −2x + 3 y

Řešeńı - pokračováńı

b)Matice soustavy lineárńıch diferanciálńıch rovnic je A =

[
1 3

1 −1

]
. Vlastńı č́ısla

matice A: λ1 = −2, λ2 = 2. Pro vlastńı č́ıslo λ1 = −2 dostaneme př́ıslušný vlastńı vektor
�h1 = [−1, 1]T. Pro vlastńı č́ıslo λ2 = 2 dostaneme př́ıslušný vlastńı vektor �h2 = [3, 1]

T.
Protože plat́ı λ1 < 0 < λ2, rovnovážný stav R = (0, 0) je sedlo (vždy nestabilńı). Nyńı
nakresĺıme fázový portrét. Transformačńı matice S převád́ı matici A na Jordán̊uv
kanonický tvar B (B = S−1AS).

S =

[
−1 3
1 1

]
, B =

[
−2 0
0 2

]
.

Osa x přejde transformačńı matićı S na př́ımku p: y = −x. Osa y přejde na př́ımku q:
y = x

3 . Protože λ1 < 0 < λ2 trajektorie lež́ıćı na př́ımce p vstupuj́ı do počátku a
trajektorie lež́ıćı na př́ımce q vystupuj́ı z počátku.

q

p

�4 �2 2 4
x

�4

�2

2

4
y

Sbírka příkladů Soustavy obyčejných diferenciálních rovnic – p.9/32



Příklad 2.1
Načrtněte fazový portrét soustavy dvou lineárńıch diferenciálńıch rovnic.

a) x′ = 3x + y

y′ = x + 3 y

b) x′ = x + 3 y

y′ = x − y

c) x′ = x + y

y′ = − x + 3 y

d) x′ = −3x + 5 y

y′ = −2x + 3 y

Řešeńı - pokračováńı

c)Matice soustavy lineárńıch diferanciálńıch rovnic je A =

[
1 1

−1 3

]
. Vlastńı č́ısla

matice jsou A: λ1 = λ2 = 2. Př́ıslušný vlastńı vektor je �h = [1, 1]T. Zobecněný vlastńı

vektor je �k = [1, 2]T (Pro zobecněný vlastńı vektor plat́ı (A− 2E)�k = �h).
Protože 0 < λ1 = λ2, rovnovážný stav R = (0, 0) je nestabilńı Jordán̊uv uzel. Nyńı
nakresĺıme fázový portrét. Transformačńı matice S převád́ı matici A na Jordán̊uv
kanonický tvar B (B = S−1AS).

S =

[
1 1

1 2

]
, B =

[
2 1

0 2

]
.

Osa x přejde transformačńı matićı S na př́ımku p: y = x. ”Body obratu”, tj body
extrémů pro funkci x(t), lež́ı na př́ımce o: y = −x. Trajektorie vystupuj́ı z uzlu.

p

o

�4 �2 2 4
x

�4

�2

2

4
y
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Příklad 2.1
Načrtněte fazový portrét soustavy dvou lineárńıch diferenciálńıch rovnic.

a) x′ = 3x + y

y′ = x + 3 y

b) x′ = x + 3 y

y′ = x − y

c) x′ = x + y

y′ = − x + 3 y

d) x′ = −3x + 5 y

y′ = −2x + 3 y

Řešeńı - pokračováńı

d)Matice soustavy lineárńıch diferanciálńıch rovnic je A =

[
−3 5
−2 3

]
. Vlastńı č́ısla a

vlastńı vektory matice jsou A jsou : λ1 = i, �h1 = [ 32 − i
2 , 1]T , λ2 = −i, �h2 = [ 32 +

i
2 , 1]T .

Protože vlastńı č́ısla jsou komplexńı (λ1 = λ̄2) a Reλ12 = 0, rovnovážný stav R = (0, 0)
je center. Nyńı nakresĺıme fázový portrét. Transformačńı matice S převád́ı matici A na
Jordán̊uv kanonický tvar B (B = S−1AS).

S =

[
Reh11 Imh11

Reh12 Imh12

]
=

[
3
2 − 1

2

1 0

]
, B =

[
Reλ1 Imλ1

−Imλ1 Reλ1

]
=

[
0 1

−1 0

]
.

Kružnice přejdou transformaćı v elipsy. Můžeme vypoč́ıtat př́ımky, na kterých lež́ı osy
elips. Body lež́ıćı na těchto př́ımkách jsou body, ve kterých funkce f(t) = x2(t) + y2(t)
nabývá na elipse extrémy. Vypočteme derivaci funkce f(t):
f ′(t) = 2xx′ + 2yy′ = 2x(−3x+ 5y) + 2y(−2x+ 3y) = = 6(−x2 + x y + y2). V tomto
př́ıpadě tedy body př́ımek splňuj́ı rovnici −x2 + x y + y2 = 0, tj. př́ımky, na kterých lež́ı
osy elipsy maj́ı rovnice y = 1

2 (−x ± √
5x). Ve fázovém portrétu jsou zakresleny modrou

přerušovanou čarou. Směr trajektorie źıskáme např́ıklad z vektorového pole. V bodě [1, 1]
má tečný vektor souřadnice [2, 1], vektor je ve fázovém portrétu zobrazen modrou šipkou.
Fázový portrét je na následuj́ı stránce.
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Příklad 2.1
Načrtněte fazový portrét soustavy dvou lineárńıch diferenciálńıch rovnic.

a) x′ = 3x + y

y′ = x + 3 y

b) x′ = x + 3 y

y′ = x − y

c) x′ = x + y

y′ = − x + 3 y

d) x′ = −3x + 5 y

y′ = −2x + 3 y

Řešeńı - pokračováńı

�4 �2 2 4
x

�3

�2

�1

1

2

3
y

Zadáńı
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Příklad 2.2
Načrtněte fazový portrét soustavy dvou lineárńıch diferenciálńıch rovnic.

a) x′ = −2x + y

y′ = x − 2 y

b) x′ = x + 2 y

y′ = x

c) x′ = −2x + 5 y

y′ = −4x + 6 y

d) x′ = − 1
2 x + 2 y

y′ = −2x − 1
2 y

Výsledek
a) b)

�4 �2 2 4
x

�4

�2

2

4
y

�4 �2 2 4
x

�4

�2

2

4
y

c) d)

�1 �0.5 0.5
x

�0.4

0.4

y

�1 1
x

�1

0.5

y

Řešeńı
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Příklad 2.2
Načrtněte fazový portrét soustavy dvou lineárńıch diferenciálńıch rovnic.

a) x′ = −2x + y

y′ = x − 2 y

b) x′ = x + 2 y

y′ = x

c) x′ = −2x + 5 y

y′ = −4x + 6 y

d) x′ = − 1
2 x + 2 y

y′ = −2x − 1
2 y

Řešeńı

a)Matice soustavy lineárńıch diferanciálńıch rovnic je A =

[
−2 1

1 −2

]
. Vlastńı č́ısla

matice jsou A: λ1 = −3, λ2 = −1. Pro vlastńı č́ıslo λ1 = −3 dostaneme vlastńı vektor
�h1 = [−1, 1]T. Pro vlastńı č́ıslo λ2 = −1 dostaneme vlastńı vektor �h2 = [1, 1]

T.
Protože plat́ı λ1 < λ2 < 0, rovnovážný stav R = (0, 0) je nestabilńı uzel. Nyńı nakresĺıme
fázový portrét. Transformačńı matice S převád́ı matici A na Jordán̊uv kanonický tvar B
(B = S−1AS).

S =

[
−1 1
1 1

]
, B =

[
−3 0

0 −1

]
.

Osa x přejde transformačńı matićı S na př́ımku p: y = −x. Osa y přejde na př́ımku q:
y = x. Trajektorie (kromě trajektoríı lež́ıćıch na př́ımce p a rovnovážného stavu) vstupuj́ı
do uzlu ve směru př́ımky q ( |λ2| < |λ1| ).

qp

�4 �2 2 4
x

�4

�2

2

4
y
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Příklad 2.2
Načrtněte fazový portrét soustavy dvou lineárńıch diferenciálńıch rovnic.

a) x′ = −2x + y

y′ = x − 2 y

b) x′ = x + 2 y

y′ = x

c) x′ = −2x + 5 y

y′ = −4x + 6 y

d) x′ = − 1
2 x + 2 y

y′ = −2x − 1
2 y

Řešeńı - pokračováńı

b)Matice soustavy lineárńıch diferanciálńıch rovnic je A =

[
1 2

1 0

]
. Vlastńı č́ısla matice

jsou A: λ1 = −1, λ2 = 2. Pro vlastńı č́ıslo λ1 = −1 dostaneme vlastńı vektor
�h1 = [−1, 1]T. Pro vlastńı č́ıslo λ2 = 2 dostaneme vlastńı vektor �h2 = [2, 1]

T.
Protože plat́ı λ1 < 0 < λ2, rovnovážný stav R = (0, 0) je sedlo (vždy nestabilńı). Nyńı
nakresĺıme fázový portrét. Transformačńı matice S převád́ı matici A na Jordán̊uv
kanonický tvar B (B = S−1AS).

S =

[
−1 2
1 1

]
, B =

[
−1 0
0 2

]
.

Osa x přejde transformačńı matićı S na př́ımku p: y = −x. Osa y přejde na př́ımku q:
y = x

2 . Protože λ1 < 0 < λ2 trajektorie lež́ıćı na př́ımce p vstupuj́ı do počátku a
trajektorie lež́ıćı na př́ımce q vystupuj́ı z počátku.

q

p

�4 �2 2 4
x

�4

�2

2

4
y
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Příklad 2.2
Načrtněte fazový portrét soustavy dvou lineárńıch diferenciálńıch rovnic.

a) x′ = −2x + y

y′ = x − 2 y

b) x′ = x + 2 y

y′ = x

c) x′ = −2x + 5 y

y′ = −4x + 6 y

d) x′ = − 1
2 x + 2 y

y′ = −2x − 1
2 y

Řešeńı - pokračováńı

c)Matice soustavy lineárńıch diferanciálńıch rovnic je A =

[
−2 5
−4 6

]
. Vlastńı č́ısla a

vlastńı vektory matice jsou A: λ1 = 2+2i, λ2 = 2−2i, �h1 = [5, 4+2i]
T, �h2 = [5, 4−2i]T.

Protože vlastńı č́ısla jsou komplexńı (λ1 = λ̄2) a Reλ12 > 0, rovnovážný stav R = (0, 0)
je nestabilńı ohnisko. Nyńı nakresĺıme fázový portrét. Transformačńı matice S převád́ı
matici A na Jordán̊uv kanonický tvar B (B = S−1AS).

S =

[
Reh11 Imh11

Reh12 Imh12

]
=

[
5 0

4 2

]
, B =

[
Reλ1 Imλ1

−Imλ1 Reλ1

]
=

[
2 2

−2 2

]
.

Směr trajektorie źıskáme např́ıklad z vektorového pole. V bodě [−0.5, 0] má tečný vektor
souřadnice [1, 2], pětina vektoru je ve fázovém portrétu zobrazena modrou šipkou.
Trajektorie se vzdaluj́ı od rovnovážného stavu

”
spirálovitě“ ve směru hodinových ručiček.

�1 �0.5 0.5
x

�0.4

0.4

y
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Příklad 2.2
Načrtněte fazový portrét soustavy dvou lineárńıch diferenciálńıch rovnic.

a) x′ = −2x + y

y′ = x − 2 y

b) x′ = x + 2 y

y′ = x

c) x′ = −2x + 5 y

y′ = −4x + 6 y

d) x′ = − 1
2 x + 2 y

y′ = −2x − 1
2 y

Řešeńı - pokračováńı

d)Matice soustavy lineárńıch diferanciálńıch rovnic je A =

[
− 1
2 2

−2 − 1
2

]
. Vlastńı č́ısla a

vlastńı vektory matice jsou A: λ1 = − 1
2 + 2i, λ2 = − 1

2 − 2i, �h1 = [2, 2i]
T, �h2 = [2,−2i]T.

Protože vlastńı č́ısla jsou komplexńı (λ1 = λ̄2) a Reλ12 < 0, rovnovážný stav R = (0, 0)
je stabilńı ohnisko. Matice soustavy je v Jordánově kanonickém tvaru. Nakresĺıme fázový
portrét př́ımo. Směr trajektorie źıskáme např́ıklad z vektorového pole. V bodě [−0.5,−1]
má tečný vektor souřadnice [−1.75, 1.5], čtvrtina vektoru je ve fázovém portrétu
zobrazena modrou šipkou. Trajektorie se bĺıž́ı k rovnovážného stavu

”
spirálovitě“ ve

směru hodinových ručiček.

�1 1
x

�1

0.5

y

Zadáńı
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Příklad 2.3
Je dáno šest soustav lineárńıch diferenciálńıch rovnic x′ = Ax, kde A je

1)

[
3 5

−2 −2

]
2)

[
−3 −2
5 2

]
3)

[
3 −2
5 −2

]
4)

[
−3 5
−2 3

]
5)

[
−3 −5
2 3

]
6)

[
−3 5
−2 2

]
a šest fázových portrét̊u. Přǐrad’te soustavy k fázovým portrét̊um.
a) b) c)

�4 �2 2 4
x

�3

�2

�1

1

2

3
y

�4 �2 2 4
x

�3

�2

�1

1

2

3
y

�4 �2 2 4
x

�3

�2

�1

1

2

3
y

d) e) f)

�4 �2 2 4
x

�3

�2

�1

1

2

3
y

�4 �2 2 4
x

�3

�2

�1

1

2

3
y

�4 �2 2 4
x

�3

�2

�1

1

2

3
y

Výsledek
1c, 2e, 3f, 4a, 5b, 6d

Řešeńı
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Příklad 2.3
Je dáno šest soustav lineárńıch diferenciálńıch rovnic x′ = Ax, kde A je

1)

[
3 5

−2 −2

]
2)

[
−3 −2
5 2

]
3)

[
3 −2
5 −2

]
4)

[
−3 5
−2 3

]
5)

[
−3 −5
2 3

]
6)

[
−3 5
−2 2

]
a šest fázových portrét̊u. Přǐrad’te soustavy k fázovým portrét̊um.
a) b) c)

�4 �2 2 4
x

�3

�2

�1

1

2

3
y

�4 �2 2 4
x

�3

�2

�1

1

2

3
y

�4 �2 2 4
x

�3

�2

�1

1

2

3
y

d) e) f)

�4 �2 2 4
x

�3

�2

�1

1

2

3
y

�4 �2 2 4
x

�3

�2

�1

1

2

3
y

�4 �2 2 4
x

�3

�2

�1

1

2

3
y

Řešeńı
1) Vlastńı č́ısla matice A jsou: λ1,2 = 1

2 ±
√
15
2 i. Protože λ1,2 ∈ � a Reλ1,2 > 0,

rovnovážný stav R = (0, 0) je nestabilńı ohnisko. Odpov́ıdaj́ıćı fázové portréty jsou c) a
f). V bodě (1, 0) má trajektorie tečný vektor [3,−2], tedy trajektorie se vzdaluje od
rovnovážného stavu

”
spirálovitě“ po směru hodinových ručiček. Přǐrazujeme 1c.

2) Vlastńı č́ısla matice A jsou: λ1,2 = − 1
2 ±

√
15
2 i. Protože λ1,2 ∈ � a Reλ1,2 < 0,

rovnovážný stav R = (0, 0) je stabilńı ohnisko. Odpov́ıdaj́ıćı fázové portréty jsou d) a e).
V bodě (1, 0) má trajektorie tečný vektor [−3, 5], tedy trajektorie se přibližuje k
rovnovážnému stavu

”
spirálovitě“ proti směru hodinových ručiček. Přǐrazujeme 2e.
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Příklad 2.3
Je dáno šest soustav lineárńıch diferenciálńıch rovnic x′ = Ax, kde A je

1)

[
3 5

−2 −2

]
2)

[
−3 −2
5 2

]
3)

[
3 −2
5 −2

]
4)

[
−3 5
−2 3

]
5)

[
−3 −5
2 3

]
6)

[
−3 5
−2 2

]
a šest fázových portrét̊u. Přǐrad’te soustavy k fázovým portrét̊um.
a) b) c)

�4 �2 2 4
x

�3

�2

�1

1

2

3
y

�4 �2 2 4
x

�3

�2

�1

1

2

3
y

�4 �2 2 4
x

�3

�2

�1

1

2

3
y

d) e) f)

�4 �2 2 4
x

�3

�2

�1

1

2

3
y

�4 �2 2 4
x

�3

�2

�1

1

2

3
y

�4 �2 2 4
x

�3

�2

�1

1

2

3
y

Řešeńı - pokračováńı

3) Vlastńı č́ısla matice A jsou: λ1,2 = 1
2 ±

√
15
2 i. Protože λ1,2 ∈ � a Reλ1,2 > 0,

rovnovážný stav R = (0, 0) je nestabilńı ohnisko. V bodě (1, 0) má trajektorie tečný
vektor [3, 5], tedy trajektorie se vzdaluje od rovnovážného stavu

”
spirálovitě“ proti směru

hodinových ručiček. Přǐrazujeme 3f.
4) Vlastńı č́ısla matice A jsou: λ1,2 = ± i. Protože λ1,2 ∈ � a Reλ1,2 = 0, rovnovážný
stav R = (0, 0) je centr. Odpov́ıdaj́ıćı fázové portréty jsou a) a b). V bodě (1, 0) má
trajektorie tečný vektor [−3,−2], tedy body fázové roviny kromě rovnovážného stavu se
pohybuj́ı s rostoućım t po elipsách po směru hodinových ručiček. Přǐrazujeme 4a.
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Příklad 2.3
Je dáno šest soustav lineárńıch diferenciálńıch rovnic x′ = Ax, kde A je

1)

[
3 5

−2 −2

]
2)

[
−3 −2
5 2

]
3)

[
3 −2
5 −2

]
4)

[
−3 5
−2 3

]
5)

[
−3 −5
2 3

]
6)

[
−3 5
−2 2

]
a šest fázových portrét̊u. Přǐrad’te soustavy k fázovým portrét̊um.
a) b) c)

�4 �2 2 4
x

�3

�2

�1

1

2

3
y

�4 �2 2 4
x

�3

�2

�1

1

2

3
y

�4 �2 2 4
x

�3

�2

�1

1

2

3
y

d) e) f)

�4 �2 2 4
x

�3

�2

�1

1

2

3
y

�4 �2 2 4
x

�3

�2

�1

1

2

3
y

�4 �2 2 4
x

�3

�2

�1

1

2

3
y

Řešeńı - pokračováńı
5) Vlastńı č́ısla matice A jsou: λ1,2 = ± i. Protože λ1,2 ∈ � a Reλ1,2 = 0, rovnovážný
stav R = (0, 0) je centr. V bodě (1, 0) má trajektorie tečný vektor [3,−2], tedy body
fázové roviny kromě rovnovážného stavu se pohybuj́ı s rostoućım t po elipsách proti
směru hodinových ručiček. Přǐrazujeme 5b.

6) Vlastńı č́ısla matice A jsou: λ1,2 = − 1
2 ±

√
15
2 i. Protože λ1,2 ∈ � a Reλ1,2 < 0,

rovnovážný stav R = (0, 0) je stabilńı ohnisko. V bodě (1, 0) má trajektorie tečný vektor
[−3,−2], tedy trajektorie se přibližuje k rovnovážnému stavu

”
spirálovitě“ po směru

hodinových ručiček. Přǐrazujeme 6d.
Zadáńı
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Příklad 2.4
Načrtněte fazový portrét soustavy dvou lineárńıch diferenciálńıch rovnic.

a) x′ = −x + y

y′ = x − y

b) x′ = −2x + y

y′ = −4x + 2 y

c) x′ = x + y

y′ = 3x + 3 y

Výsledek
a) b) c)

�4 �2 2 4
x

�4

�2

2

4
y

�4 �2 2 4
x

�4

�2

2

4
y

�4 �2 2 4
x

�4

�2

2

4
y

Modře jsou nakresleny př́ımky rovnovážných stav̊u
Řešeńı

Sbírka příkladů Soustavy obyčejných diferenciálních rovnic – p.12/32



Příklad 2.4
Načrtněte fazový portrét soustavy dvou lineárńıch diferenciálńıch rovnic.

a) x′ = −x + y

y′ = x − y

b) x′ = −2x + y

y′ = −4x + 2 y

c) x′ = x + y

y′ = 3x + 3 y

Řešeńı

a)Matice soustavy lineárńıch diferanciálńıch rovnic je A =

[
−1 1

1 −1

]
. Vlastńı č́ısla

matice A: λ1 = −2, λ2 = 0. Pro vlastńı č́ıslo λ1 = −2 dostaneme př́ıslušný vlastńı vektor
�h1 = [−1, 1]T. Pro vlastńı č́ıslo λ2 = 0 dostaneme př́ıslušný vlastńı vektor �h2 = [1, 1]

T.
Protože aspoň jedno vlastńı č́ıslo je nulové, neńı rovnovážný stav hyperbolický.
Nyńı nakresĺıme fázový portrét. Transformačńı matice S převád́ı matici A na Jordán̊uv
kanonický tvar B (B = S−1AS).

S =

[
−1 1
1 1

]
B =

[
−2 0
0 0

]
.

Osa x přejde transformačńı matićı S na př́ımku p: y = −x. Osa y přejde na př́ımku q:
y = x. Protože λ2 = 0, př́ımka q je př́ımkou rovnovažných stav̊u. Trajektorie jsou
polopř́ımky rovnoběžné s př́ımkou p a vcházej́ı do rovnovážných stavu na př́ımce q
(λ1 < 0).

qp

�4 �2 2 4
x

�4

�2

2

4
y
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Příklad 2.4
Načrtněte fazový portrét soustavy dvou lineárńıch diferenciálńıch rovnic.

a) x′ = −x + y

y′ = x − y

b) x′ = −2x + y

y′ = −4x + 2 y

c) x′ = x + y

y′ = 3x + 3 y

Řešeńı - pokračováńı

b)Matice soustavy lineárńıch diferanciálńıch rovnic je A =

[
−2 1
−4 2

]
. Vlastńı č́ısla

matice A: λ12 = 0. Pro vlastńı č́ıslo λ12 = 0 dostaneme př́ıslušný vlastńı vektor
�h = [1, 2]T. Zobecněný vlastńı vektor je �h = [−1,−1]T.
Nyńı nakresĺıme fázový portrét. Transformačńı matice S převád́ı matici A na Jordán̊uv
kanonický tvar B (B = S−1AS).

S =

[
1 −1
2 −1

]
B =

[
0 1

0 0

]
.

Osa x přejde transformačńı matićı S na př́ımku p: y = 2x. Osa y přejde na př́ımku q:
y = x (pro kresleńı fázového portrétu neńı př́ımka q d̊uležitá). Př́ımka p je př́ımkou
rovnovažných stav̊u. Trajektorie jsou př́ımky rovnoběžné s př́ımkou p.

p

�4 �2 2 4
x

�4

�2

2

4
y

Sbírka příkladů Soustavy obyčejných diferenciálních rovnic – p.12/32



Příklad 2.4
Načrtněte fazový portrét soustavy dvou lineárńıch diferenciálńıch rovnic.

a) x′ = −x + y

y′ = x − y

b) x′ = −2x + y

y′ = −4x + 2 y

c) x′ = x + y

y′ = 3x + 3 y

Řešeńı - pokračováńı

c)Matice soustavy lineárńıch diferanciálńıch rovnic je A =

[
1 1

3 3

]
. Vlastńı č́ısla matice

A: λ1 = 4, λ2 = 0. Pro vlastńı č́ıslo λ1 = 4 dostaneme př́ıslušný vlastńı vektor
�h1 = [1, 3]

T. Pro vlastńı č́ıslo λ2 = 0 dostaneme př́ıslušný vlastńı vektor �h2 = [−1, 1]T.
Nyńı nakresĺıme fázový portrét. Transformačńı matice S převád́ı matici A na Jordán̊uv
kanonický tvar B (B = S−1AS).

S =

[
1 −1
3 1

]
B =

[
4 0

0 0

]
.

Osa x přejde transformačńı matićı S na př́ımku p: y = 3x. Osa y přejde na př́ımku q:
y = −x. Protože λ2 = 0, př́ımka q je př́ımkou rovnovažných stav̊u. Trajektorie jsou
polopř́ımky rovnoběžné s př́ımkou p a vycházej́ı z rovnovážných stavu na př́ımce q
(λ1 > 0).

pq

�4 �2 2 4
x

�4

�2

2

4
y

Zadáńı
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Autonomní rovnice v rovině - nelineární rovnice
• Př́ıklad 3.1 Načrtněte fázový portrét soustavy diferenciálńıch rovnic

x′ = x+ y2

y′ = −y
.

• Př́ıklad 3.2 Načrtněte fázový portrét soustavy diferenciálńıch rovnic

x′ = x2

y′ = −y
.

• Př́ıklad 3.3 Načrtněte fázový portrét soustavy diferenciálńıch rovnic

x′ = 1
2x − y − 1

2 (x
3 + y2x)

y′ = x+ 1
2y − 1

2 (y
3 + x2y)

.

Ověřte existenci uzavřené trajektorie.

• Př́ıklad 3.4 Načrtněte fazový portrét soustavy dvou diferenciálńıch rovnic.

x′ = sinx

y′ = cos y

• Př́ıklad 3.5 Načrtněte fazový portrét soustavy dvou diferenciálńıch rovnic.

a)x′ = y − x2

y′ = x − 2
b)x′ = x2 − 1

y′ = −x y

c)x′ = x2 − 1
y′ = −x y + x2 − 1

d)x′ = 2x(x − 1)(2x − 1)
y′ = 2y

Obsah
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Příklad 3.1
Načrtněte fázový portrét soustavy diferenciálńıch rovnic

x′ = x+ y2

y′ = −y
.

Výsledek

Rovnovážný stav S = (0, 0) je sedlo.

S
u

v

S
x

y

Fázový portrét linearizované sou-
stavy.

Fázový portrét p̊uvodńı soustavy.
Stabilńı křivka je tangenciálńı k ose
y.

Řešeńı
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Příklad 3.1
Načrtněte fázový portrét soustavy diferenciálńıch rovnic

x′ = x+ y2

y′ = −y
.

Řešeńı

Rovnovážný stav:
x+ y2 = 0

−y = 0
⇒ S = (0, 0).

Linearizujme systém v okoĺı rovnovážného stavu (0, 0): u′ = u

v′ = −v

.

Fázový portrét linearizované soustavy je

S
u

v

Fázový portrét naš́ı soustavy bude kvalitativně stejný. Rovnovážný stav je sedlo, tj.
existuje stabilńı a nestabilńı separatrix (křivka, která směřuje do rovnovážného stavu a
křivka, která bude z rovnovážného stavu vycházet). Jestliže vezmeme bod (x0, )), který
lež́ı na ose x, potom dostaneme řešeńı x(t) = x0e

t, y(t) = 0, t ∈ �, jehož trajektorie je
kladná, x0 > 0 (resp. záporná, x0 < 0) část osy x. Nelineárńı systém má

”
nestabilńı

křivky“ shodné s linearińım systémem. Pokusme se určit
”
stabilńı křivky“ směřuj́ıćı do

počátku.
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Příklad 3.1
Načrtněte fázový portrét soustavy diferenciálńıch rovnic

x′ = x+ y2

y′ = −y
.

Řešeńı - pokračováńı

Hledejme transformaci (u, v) = F (x, y), která převád́ı nelineárńı soustavu na lineárńı
soustavu. Položme u = x+ ay2

v = y
,

kde a je parametr. Potom v nových souřadnićıch dostaneme systém:

u′ = x′ + 2ayy′ = x+ y2 − 2ay2 = x + (1− 2a)y2 = u ( je-li a = 1
3 )

v′ = y′ = −y = −v
.

Transformace F (x, y) = (x + 1
3 y2, y) převád́ı náš nelineárńı system na lineárńı, který je

shodný s linearisovaným systémem v rovnovážném stavu S = (0, 0). Inverzńı
transformace k transformaci F převád́ı osu v (u = 0) na kř́ıvku o rovnici x = − 1

3y2, tj.
stabilńı separatrix nelineárńıho systému. Fázový portrét nelineárńı soustavy tedy vypadá
následovně:

S
x

y

Zadáńı
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Příklad 3.2
Načrtněte fázový portrét soustavy diferenciálńıch rovnic

x′ = x2

y′ = −y
.

Výsledek

S

�1.0 �0.5 0.5 1.0
x

�1.0

�0.5

0.5

1.0
y

Rovnovážný stav (0, 0) neńı hyperbolický, je typu sedlo-uzel.
Řešeńı
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Příklad 3.2
Načrtněte fázový portrét soustavy diferenciálńıch rovnic

x′ = x2

y′ = −y
.

Řešeńı

Rovnovážný stav:
x2 = 0

−y = 0
⇒ S = (0, 0).

Linearizujme systém v okoĺı rovnovážného stavu (0, 0):

u′ = 0

v′ = −v

.

Jedno vlastńı č́ıslo linearizovaného systému je nulové, rovnovážný stav neńı hyperbolický.
K vyšetřováńı fázového portrétu nemůžeme využ́ıt linearizaci. Rozebereme si proto
soustavu jinak. Z vektorového pole soustavy rovnic plyne, že všechny trajektorie směřuj́ı
doprava k ose x.
Lze nalézt analytické řešeńı soustavy:

pro x0 > 0 x(t) = − 1

t − 1
x0

, y(t) = y0e
−t

t ∈ (−∞, 1
x0
)

pro x0 < 0 x(t) = − 1

t − 1
x0

, y(t) = y0e
−t t ∈ ( 1x0 ,∞),

pro x(t) = 0 x(t) = 0, y(t) = y0e
−t t ∈ �

.

Pro x0 ≤ 0 trajektorie vcháźı do počátku. Pro x0 > 0 má každá trajektorie v nekonečnu

asymptotu y = y0e
− 1

x0 . Fázový portrét je zobrazen na následuj́ıćı stránce.
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Příklad 3.2
Načrtněte fázový portrét soustavy diferenciálńıch rovnic

x′ = x2

y′ = −y
.

Řešeńı - pokračováńı

Fázový portrét:

S

�1.0 �0.5 0.5 1.0
x

�1.0

�0.5

0.5

1.0
y

Zadáńı
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Příklad 3.3
Načrtněte fázový portrét soustavy diferenciálńıch rovnic

x′ = 1
2x − y − 1

2 (x
3 + y2x)

y′ = x+ 1
2y − 1

2 (y
3 + x2y)

.

Ověřte existenci uzavřené trajektorie.

Výsledek
Rovnovážný stav S = (0, 0) je nestabilńı ohnisko.

S
x

y

Zelenou barvou je znázorněna uzavřená trajektorie.
Řešeńı
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Příklad 3.3
Načrtněte fázový portrét soustavy diferenciálńıch rovnic

x′ = 1
2x − y − 1

2 (x
3 + y2x)

y′ = x+ 1
2y − 1

2 (y
3 + x2y)

.

Ověřte existenci uzavřené trajektorie.

Řešeńı

Rovnovážný stav:
1
2x − y − 1

2 (x
3 + y2x) = 0

x + 1
2y − 1

2 (y
3 + x2y) = 0

⇒ S = (0, 0).

Linearizujme systém v okoĺı rovnovážného stavu (0, 0): u′ = 1
2u − v

v′ = u + 1
2v

.

Vlastńı č́ısla matice linearizovaného systému jsou 1
2 ± i, rovnovážný stav je nestabilńı

ohnisko. Všechny trajektorie se spirálovitě vzdaluj́ı od počátku. Zjistili jsme tedy lokálńı
fázový portrét v okoĺı rovnovážného stavu.
K vyšetřeńı celého fázového portrétu nelineárńı soustavy využijeme převedeńı soustavy
do polárńıch souřadnic:

r′ cos θ − r(sin θ)θ′ = 1
2 (r − r3) cos θ − r sin θ

r′ sin θ + r(cos θ)θ′ = 1
2 (r − r3) sin θ + r cos θ

.

Po úpravě dostaneme rovnice:
r′ = 1

2 r(1− r2)

θ′ = 1

.

Tento systém můžeme vyřešit př́ımo. Z druhé rovnice plyne, že se po trajektorii s
rostoućım t pohybujeme proti směru hodinových ručiček. Rovnost r′ = 0 je splněna pro
r = 0 a r = 1. Z prvńı rovnice tedy plyne, že pól je rovnovážný stav a kružnice o
poloměru 1 je uzavřená stabilńı trajektorie. Nebot’ pro r ∈ (0, 1) je r′ > 0, trajektorie
uvnitř jednotkové kružnice (kromě rovnovážného stavu (0, 0)) se

”
spirálovitě“ vzdaluj́ı od

rovnovážného stavu a bĺıž́ı se k jednotkové kružnici. Pro r > 1 je r′ < 0 a trajektorie se
vně jednotkové kružnice

”
spirálovitě“ bĺıž́ı k jednotkové kružnici.
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Příklad 3.3
Načrtněte fázový portrét soustavy diferenciálńıch rovnic

x′ = 1
2x − y − 1

2 (x
3 + y2x)

y′ = x+ 1
2y − 1

2 (y
3 + x2y)

.

Ověřte existenci uzavřené trajektorie.

Řešeńı - pokračováńı
Systém má tedy stabilńı limitńı cyklus.
Existenci uzavřené trajektorie můžeme ověřit také pomoćı Poiancarého kritéria. Pro
všechny body kružnice x2 + y2 = 1

4 je x x′ + y x′ > 0, nebot’

x(
1

2
x−y−1

2
(x3+y2x))+y(x+

1

2
y−1
2
(y3+x2y)) =

1

2
(x2+y2)(1−x2−y2) =

1

2

1

4
(1−1

4
) =

3

32
> 0

Pro všechny body kružnice x2 + y2 = 4 je x x′ + y x′ < 0, nebot’

x(
1

2
x−y−1

2
(x3+y

2
x))+y(x+

1

2
y−1
2
(y3+x

2
y)) =

1

2
(x2+y

2)(1−x
2−y

2) =
1

2
4(1−4) = −6 < 0.

Protože v mezikruž́ı 14 < x2 + y2 < 4 nelež́ı žádný rovnovážný stav, existuje v tomto
mezikruž́ı stabilńı uzavřená trajektorie.
Fázový portrét je zobrazen na následuj́ıćım obrázku. Zelenou barvou je znázorněna
uzavřená trajektorie.

S
x

y

Zadáńı
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Příklad 3.4
Načrtněte fazový portrét soustavy dvou diferenciálńıch rovnic.

x′ = sinx

y′ = cos y

Výsledek

S0

S1

S2

S3

�2 Π �Π Π

� 3 Π
2

� Π2

Π
2

3 Π
2

Fázový portrét zobraźıme na oblasti 〈−2π, π〉 × 〈−3π
2 , 3π

2 〉. Fázový portrét je periodický
s periodou 2π v x i y.

Řešeńı
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Příklad 3.4
Načrtněte fazový portrét soustavy dvou diferenciálńıch rovnic.

x′ = sinx

y′ = cos y

Řešeńı

Rovnovážné stavy:
sinx = 0

cos y = 0
⇒ Skl = (kπ, (2l − 1)π

2 ).

Linearizujme systém v okoĺı rovnovážnéch stav̊u Skl = (kπ, (2l − 1)π
2 ):

u′ = cos kπu

v′ = − sin(2l − 1)π
2 v

.

Vyhledem k tomu, že vektorové pole je periodické s periodou (2π, 2π), budeme systém
vyšetřovat na množině 〈−π, π)× 〈−π

2 , 3π
2 ). V této množině lež́ı čtyři rovnovážné stavy.

Označme S0 = Skl pro k = −1 a l = 0, podobně S1 pro k = −1 a l = 1, S2 pro k = 0 a
l = 0 a nakonec S3 pro k = 0 a l = 1.
Nyńı urč́ıme Jakobiho matice v př́ıslušných rovnovážných stavech:

S0 = (−π,−π
2 ), J0 =

(
−1 0

0 1

)
, λ1 = −1, λ2 = 1 rovnovážný stav je sedlo.

S1 = (−π, π
2 ), J1 =

(
−1 0

0 −1

)
, λ1 = −1, λ2 = −1 rovnovážný stav je stabilńı uzel.

S2 = (0,−π
2 ), J2 =

(
1 0

0 1

)
, λ1 = 1, λ2 = 1 rovnovážný stav je nestabilńı uzel.

S3 = (0, π
2 ), J3 =

(
1 0

0 −1

)
,λ1 = −1, λ2 = 1 rovnovážný stav je sedlo.
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Příklad 3.4
Načrtněte fazový portrét soustavy dvou diferenciálńıch rovnic.

x′ = sinx

y′ = cos y

Řešeńı - pokračováńı

Fázový portrét na části fázového prostoru
〈−2π, π〉 × 〈−3π

2 , 3π
2 〉.

S0

S1

S2

S3

�2 Π �Π Π

� 3 Π
2

� Π2

Π
2

3 Π
2

Zadáńı
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Příklad 3.5
Načrtněte fazový portrét soustavy dvou diferenciálńıch rovnic.

a)x′ = y − x2

y′ = x − 2
b)x′ = x2 − 1

y′ = −x y

c)x′ = x2 − 1
y′ = −x y + x2 − 1

d)x′ = 2x(x − 1)(2x − 1)
y′ = 2y

Výsledek
a) b)

S

2
x

4

y

S1 S2

�1 1
x

y

c) d)

S1 S2

�1 1
x

y

S2

S1

S3

0.5 1
x

y

Řešeńı
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Příklad 3.5
Načrtněte fazový portrét soustavy dvou diferenciálńıch rovnic.

a)x′ = y − x2

y′ = x − 2
b)x′ = x2 − 1

y′ = −x y

c)x′ = x2 − 1
y′ = −x y + x2 − 1

d)x′ = 2x(x − 1)(2x − 1)
y′ = 2y

Řešeńı

a) Rovnovážný stav:
y − x2 = 0

x − 2 = 0
⇒ S = (2, 4).

Linearizujme systém v okoĺı rovnovážného stavu (2, 4):

u′ = −4u + v

v′ = u

.

Vlastńı č́ısla matice linearizovaného systému jsou −2± √
5 a př́ıslušné vlastńı vektory

jsou (−2± √
5, 1). Rovnovážný stav (0, 0) linearizovaného systému je sedlo a tedy také

rovnovážný stav nelinaárńıho systému S = (2, 4) je sedlo.
Vektorové pole a fázový portrét nelineárńıho systému jsou na následuj́ıćıch obrázćıch:

y�x2x�2

S

2
x

4

y

S

2
x

4

y
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Příklad 3.5
Načrtněte fazový portrét soustavy dvou diferenciálńıch rovnic.

a)x′ = y − x2

y′ = x − 2
b)x′ = x2 − 1

y′ = −x y

c)x′ = x2 − 1
y′ = −x y + x2 − 1

d)x′ = 2x(x − 1)(2x − 1)
y′ = 2y

Řešeńı - pokračováńı
b) Rovnovážné stavy: x2 − 1 = 0, −x y = 0 ⇒ S1 = (−1, 0), S2 = (1, 0).
Linearizujme systém v okoĺı rovnovážného stavu S1 (resp. S2) :

u′ = −2u
v′ = v

resp. u′ = 2u

v′ = −v

.

Vlastńı č́ısla prvńıho linearizovaného systému jsou λ1 = −2, λ2 = 1 a př́ıslušné vlastńı
vektory �h1 = (1, 0), �h2 = (0, 1). Rovnovážný stav (0, 0) linearizovaného systému je sedlo
a tedy také rovnovážný stav S = (−1, 0) nelineárńıho systému je sedlo.
Podobně rovnovážný stav S2 = (1, 0) je také sedlo.
Pro rovnovážné stavy S1, S2 nelineárńıho systému lze snadno z vektorového pole určit
stabilńı a nestabilńı separatrix: {(−1, y), y ∈ �

±}, {(+1, y), y ∈ �

±},
{(x, 0), x ∈ (−∞,−1)}, {(x, 0), x ∈ (−1, 1)}, {(x, 0), x ∈ (1,∞)}.
Vektorové pole a fázový portrét nelineárńıho systému jsou na následuj́ıćıch obrázćıch:

y�0

x��1 x�1x�0

S1 S2

�1 1
x

�1

1

y

S1 S2

�1 1
x

y
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Příklad 3.5
Načrtněte fazový portrét soustavy dvou diferenciálńıch rovnic.

a)x′ = y − x2

y′ = x − 2
b)x′ = x2 − 1

y′ = −x y

c)x′ = x2 − 1
y′ = −x y + x2 − 1

d)x′ = 2x(x − 1)(2x − 1)
y′ = 2y

Řešeńı - pokračováńı

c) Rovnovážné stavy:
x2 − 1 = 0

−x y + x2 − 1 = 0
⇒ S1 = (−1, 0), S2 = (1, 0).

Linearizujme systém v okoĺı rovnovážného stavu S1 = (−1, 0) (resp. S2 = (1, 0)) :

u′ = −2u
v′ = −2u + v

resp. u′ = 2u

v′ = 2u − v.

Vlastńı č́ısla prvńıho linearizovaného systému jsou λ1 = −2, λ2 = 1 a př́ıslušné vlastńı
vektory (3, 2), (0, 1). Rovnovážný stav (0, 0) linearizovaného systému je sedlo a tedy také
rovnovážný stav S = (−1, 0) nelineárńıho systému je sedlo.
Podobně rovnovážný stav S = (1, 0) je také sedlo (vlastńı č́ısla λ1 = 2, λ2 = −1 a
př́ıslušné vlastńı vektory (3, 2), (0, 1).)
Pro rovnovážné stavy S1, S2 nelineárńıho systému lze snadno z vektorového pole určit
stabilńı a nestabilńı separatrix: {(−1, y), y ∈ �

±}, {(+1, y), y ∈ �

±}. Oproti
předchoźımu př́ıkladu tu neexistuje trajektorije vedoućı z bodu S2 do bodu S1. Vyplývá
to z tvaru vektorového pole, všechny vektory lež́ıćı mezi větvemi hyperboly y = x − 1

x
směřuj́ı doleva dol̊u. Nikdy se tedy trajektorie nemůže dostat z bodu S2 do bodu S1.
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Příklad 3.5
Načrtněte fazový portrét soustavy dvou diferenciálńıch rovnic.

a)x′ = y − x2

y′ = x − 2
b)x′ = x2 − 1

y′ = −x y

c)x′ = x2 − 1
y′ = −x y + x2 − 1

d)x′ = 2x(x − 1)(2x − 1)
y′ = 2y

Řešeńı - pokračováńı
Vektorové pole a fázový portrét nelineárńıho systému jsou na následuj́ıćıch obrázćıch:

y�x�
1
x

x��1 x�1

S1 S2

�1 1
x

�1

1

y

S1 S2

�1 1
x

y
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Příklad 3.5
Načrtněte fazový portrét soustavy dvou diferenciálńıch rovnic.

a)x′ = y − x2

y′ = x − 2
b)x′ = x2 − 1

y′ = −x y

c)x′ = x2 − 1
y′ = −x y + x2 − 1

d)x′ = 2x(x − 1)(2x − 1)
y′ = 2y

Řešeńı - pokračováńı

d) Rovnovážné stavy:
−2x(x − 1)(2x − 1) = 0

2y = 0
⇒ S1 = (0, 0), S2 = ( 12 , 0), S3 = (1, 0).

Linearizujme systém v okoĺı rovnovážného stavu S1 = (0, 0) a S2 = (1, 0) :

u′ = 2u

v′ = 2v.

Vlastńı č́ısla linearizovaného systému jsou λ1 = 2, λ2 = 2 a př́ıslušné vlastńı vektory
(0, 1), (1, 0). Rovnovážný stav (0, 0) linearizovaného systému je nestabilńı uzel a tedy
také rovnovážné stavy S1 = (0, 0) a S3 = (1, 0) jsou nestabilńı uzly.
Linearizujme systém v okoĺı rovnovážného stavu S3 = ( 12 , 0) :

u′ = −u

v′ = 2v.

Vlastńı č́ısla linearizovaného systému jsou λ1 = 2, λ2 = −1 a př́ıslušné vlastńı vektory
(0, 1), (1, 0). Rovnovážný stav (0, 0) linearizovaného systému je sedlo e tedz také
rovnovážný stav S = ( 12 , 0) nelineárńıho systému je sedlo. Pro rovnovážné stavy S1, S3
nelineárńıho systému lze snadno z vektorového pole určit nestabilńı separatrix
{(0, y), y ∈ �

±}, {( 12 , y), y ∈ �

±}, {(+1, y), y ∈ �

±} a stabilńı separatrix

{(x, 0), x ∈ (0, 12 )}, {(x, 0), x ∈ ( 12 , 1)}.
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Příklad 3.5
Načrtněte fazový portrét soustavy dvou diferenciálńıch rovnic.

a)x′ = y − x2

y′ = x − 2
b)x′ = x2 − 1

y′ = −x y

c)x′ = x2 − 1
y′ = −x y + x2 − 1

d)x′ = 2x(x − 1)(2x − 1)
y′ = 2y

Řešeńı - pokračováńı
Vektorové pole a fázový portrét nelineárńıho systému jsou na následuj́ıćıch obrázćıch:

S1 S3S2

1
2 1

x

�1

1
y

S2

S1

S3

0.5 1
x

y

Zadáńı
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Autonomní rovnice v rovině - prvý integrál, Ljapunovovy funkce
• Př́ıklad 4.1 Načrtněte fazový portrét soustavy dvou diferenciálńıch rovnic. Využijte

prvý integrál.

a) x′ = x(x2 + y2)

y′ = y(x2 + y2)

b) x′ = x + y2

y′ = 2 y

c) x′ = y2

y′ = y

d) x′ = x2

y′ = y2

• Př́ıklad 4.2 Načrtněte fazový portrét soustavy dvou diferenciálńıch rovnic. Využijte
prvý integrál.

x′ = y

y′ = −x3 + x

• Př́ıklad 4.3 Načrtněte fazový portrét soustavy dvou diferenciálńıch rovnic. Využijte
prvý integrál.

x′ = x2 − 2xy

y′ = y2 − 2xy

• Př́ıklad 4.4 Najděte silnou Ljapunovovu funkci pro rovnovážný bod (0, 0) soustavy
diferenciálńıch rovnic x′ = −2x − y2

y′ = −y − x2
.

Určete stabilitu rovnovážného stavu (0, 0).

• Př́ıklad 4.5 Najděte Ljapunovovu funkci pro rovnovážný bod (0, 0) soustavy
diferenciálńıch rovnic x′ = −x(x − y)2

y′ = −y(x − y)2
.

Určete stabilitu rovnovážného stavu (0, 0).

Obsah
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Příklad 4.1
Načrtněte fazový portrét soustavy dvou diferenciálńıch rovnic. Využijte prvý integrál.

a) x′ = x(x2 + y2)

y′ = y(x2 + y2)

b) x′ = x + y2

y′ = 2 y

c) x′ = y2

y′ = y

d) x′ = x2

y′ = y2

Výsledek
a) b)

x

y

c) d)

x

y

x

y

Řešeńı
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Příklad 4.1
Načrtněte fazový portrét soustavy dvou diferenciálńıch rovnic. Využijte prvý integrál.

a) x′ = x(x2 + y2)

y′ = y(x2 + y2)

b) x′ = x + y2

y′ = 2 y

c) x′ = y2

y′ = y

d) x′ = x2

y′ = y2

Řešeńı

a) Rovnovážný stav:
x(x2 + y2) = 0

y(x2 + y2) = 0
⇒ S = (0, 0).

V tomto př́ıpadě nemůžeme k zakresleńı lokálńıho fázového portrétu využ́ıt linearizace,
protože linearizovaný operátor v rovnovážném stavu má vlastńı č́ısla nulová. Můžeme se
pokusit naj́ıt prvý integrál. Poděleńım rovnic dostaneme pro x 	= 0 následuj́ıćı
diferenciálńı rovnici: dy

dx
=

y(x2 + y2)

x(x2 + y2)
=

y

x
.

Řešeńım této rovnice je y = C x. Přesvědč́ıme se, že funkce F (x, y) = y
x je prvý integrál

naš́ı soustavy diferenciálńıch rovnic na �+ × � nebo na �− × �:

∂F

∂x
(x, y)(x(x2 + y

2))+
∂F

∂y
(x, y)( y(x2 + y

2)) = − y

x2
(x(x2 + y

2))+
1

x
(y(x2 + y

2)) = 0.

Funkce F je konstantńı v každém bodě trajek-
torie. Trajektorie jsou tedy všechny polopř́ımky
vycházej́ıćı z počátku y = Cx, C ∈ � a
obě polopř́ımky x = 0. Fázový portrét je na
následuj́ıćım obrázku.
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Příklad 4.1
Načrtněte fazový portrét soustavy dvou diferenciálńıch rovnic. Využijte prvý integrál.

a) x′ = x(x2 + y2)

y′ = y(x2 + y2)

b) x′ = x + y2

y′ = 2 y

c) x′ = y2

y′ = y

d) x′ = x2

y′ = y2

Řešeńı - pokračováńı

b) Rovnovážný stav:
x + y2 = 0

2 y = 0
⇒ S = (0, 0).

Pokuśıme se naj́ıt prvý integrál. Poděleńım rovnic dostaneme pro y 	= 0 následuj́ıćı
diferenciálńı rovnici: dx

dy
=

x + y2

2 y)
=

x

2y
+ y.

Řešeńım této rovnice je x = 2y2

3 +
√

yC ⇒ C = 3x−2y2

3
√

y . Přesvědč́ıme se, že funkce

F (x, y) = (3x−2y2)2

y je prvý integrál naš́ı soustavy diferenciálńıch rovnic na �× �

+ nebo

na �× �

−:

∂F

∂x
(x, y)(x + y

2)+
∂F

∂y
(x, y) 2 y = 6

(3x − 2y2)
y

(x + y
2)+

−12xy2 − 9x2 + 12y2
y2

2 y = 0.

Funkce F je konstantńı v každém bodě tra-
jektorie. Trajektorie jsou tedy všechny křivky

dané rovnićı x = 2y2±√
C y

3 , C ∈ � a obě
polopř́ımky y = 0. Fázový portrét je na
následuj́ıćım obrázku.

x

y
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Příklad 4.1
Načrtněte fazový portrét soustavy dvou diferenciálńıch rovnic. Využijte prvý integrál.

a) x′ = x(x2 + y2)

y′ = y(x2 + y2)

b) x′ = x + y2

y′ = 2 y

c) x′ = y2

y′ = y

d) x′ = x2

y′ = y2

Řešeńı - pokračováńı

c) Rovnovážný stav:
y2 = 0

y = 0
⇒ S = (x0, 0). Každý bod osy x je rovnovážný stav.

V tomto př́ıpadě nemůžeme k zakresleńı lokálńıho fázového portrétu využ́ıt linearizace,
protože linearizovaný operátor v rovnovážném stavu má jedno vlastńı č́ıslo nulové.
Můžeme se pokusit naj́ıt prvý integrál. Poděleńım rovnic dostaneme pro y 	= 0 následuj́ıćı
diferenciálńı rovnici: dy

dx
=
1

y
.

Řešeńı splňuje rovnici y2

2 = x+ C ⇒ 2C = y2 − 2x. Přesvědč́ıme se, že funkce

F (x, y) = y2 − 2x je prvý integrál naš́ı soustavy diferenciálńıch rovnic na �× �

+ nebo
na �× �

−: ∂F

∂x
(x, y)y2 +

∂F

∂y
(x, y)y = −2 y2 + 2y y = 0.

Funkce F je konstantńı v každém bodě tra-
jektorie. Trajektorie jsou tedy všechny křivky
y = ±√

C − 2x, C ∈ �. Fázový portrét je na
následuj́ıćım obrázku.

x

y
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Příklad 4.1
Načrtněte fazový portrét soustavy dvou diferenciálńıch rovnic. Využijte prvý integrál.

a) x′ = x(x2 + y2)

y′ = y(x2 + y2)

b) x′ = x + y2

y′ = 2 y

c) x′ = y2

y′ = y

d) x′ = x2

y′ = y2

Řešeńı - pokračováńı

d) Rovnovážný stav:
x2 = 0

y2 = 0
⇒ S = (0, 0).

V tomto př́ıpadě nemůžeme k zakresleńı lokálńıho fázového portrétu využ́ıt linearizace,
protože linearizovaný operátor v rovnovážném stavu má vlastńı č́ısla nulová. Můžeme se
pokusit naj́ıt prvý integrál. Poděleńım rovnic dostaneme pro y 	= 0 a y 	= 0 následuj́ıćı
diferenciálńı rovnici: dy

dx
=

y2

x2
.

Řešeńı splňuje rovnici − 1
y = − 1

x + C ⇒ 2C = 1
x − 1

y . Přesvědč́ıme se, že funkce

F (x, y) = 1
x − 1

y je prvý integrál naš́ı soustavy diferenciálńıch rovnic na �± × �

± nebo

na �± × �

∓: ∂F

∂x
(x, y)x2 +

∂F

∂y
(x, y)y2 = − 1

x2
x
2 +− 1

y2
y
2 = 0.

Funkce F je konstantńı v každém bodě tra-
jektorie. Trajektorie jsou tedy všechny křivky
y = x

1−C x , C ∈ � a obě polopř́ımky osy x i
y. Fázový portrét je na následuj́ıćım obrázku.

x

y

Zadáńı
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Příklad 4.2
Načrtněte fazový portrét soustavy dvou diferenciálńıch rovnic. Využijte prvý integrál.

x′ = y

y′ = −x3 + x

Výsledek

Prvý integrál: F (x, y) =
x4

4
− x2

2
+

y2

2
+
1

4
.

Fázový portrét:

S2

S1 S3 x

y

Řešeńı
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Příklad 4.2
Načrtněte fazový portrét soustavy dvou diferenciálńıch rovnic. Využijte prvý integrál.

x′ = y

y′ = −x3 + x

Řešeńı

Rovnovážný stav:
y = 0

−x3 + x = 0
⇒ S1 = (0, 0), S2 = (−1, 0), S3 = (1, 0).

V tomto př́ıpadě nemůžeme k zakresleńı lokálńıho fázového portrétu využ́ıt linearizace,
protože linearizovaný operátor v rovnovážném stavu S2 a S3 má vlastńı č́ısla s nulovou
reálnou část́ı. Můžeme se pokusit naj́ıt prvý integrál. Označme v1(x, y) = y a

v2(x, y) = −x3 + x. Pro naši rovnici plat́ı:
∂v1
∂x (x, y) = − ∂v2

∂y (x, y). Existuje tedy funkce

F (x, y) taková, že ∂F
∂y (x, y) = v1(x, y) a ∂F

∂x (x, y) = −v2(x, y). Náš systém je tedy
Hamilton̊uv: x′ = ∂F

∂y (x, y)

y′ = − ∂F
∂x (x, y)

Tato funkce F (x, y) je pak prvým integrálem naš́ı soustavy diferenciálńıch rovnic. Nyńı
najdeme funkci F (x, y).

∂F

∂y
(x, y) = y ⇒ F (x, y) =

∫
y dy =

y2

2
+ C(x) ⇒ ∂F

∂x
(x, y) = C′(x) ⇒

⇒ C
′(x) = x

3 − x ⇒ C(x) =
∫
(x3 − x) dx ⇒ C(x) =

x4

4
− x2

2
+K ⇒
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Příklad 4.2
Načrtněte fazový portrét soustavy dvou diferenciálńıch rovnic. Využijte prvý integrál.

x′ = y

y′ = −x3 + x

Řešeńı - pokračováńı

⇒ F (x, y) =
y2

2
+

x4

4
− x2

2
+K.

Za prvý integral můžeme zvolit funkci F (x, y) =
y2

2
+

x4

4
− x2

2
+
1

4
.

Přesvědč́ıme se, že tato funkce F (x, y) je prvý integrál naš́ı soustavy diferenciálńıch
rovnic na �× �:

∂F

∂x
(x, y)y +

∂F

∂y
(x, y)(−x3 + x) = (x3 − x)y + y(−x3 + x) = 0.

Uprav́ıme si prvý integrál: F (x, y) =
1

4
(y2 + (x2 − 1)2).

Funkce F je konstantńı v každém bodě trajektorie. Trajektorie jsou tedy všechny křivky
y = ±√4C − (x2 − 1)2, C ∈ �.

K nakresleńı trajektoríı zvoĺıme postukně C = 2, 1,
1

2
,
1

4
,
1

8
,
1

16
.
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Příklad 4.2
Načrtněte fazový portrét soustavy dvou diferenciálńıch rovnic. Využijte prvý integrál.

x′ = y

y′ = −x3 + x

Řešeńı - pokračováńı

Fázový portrét je na následuj́ıćım obrázku:

S2

S1 S3 x

y

Zadáńı

Sbírka příkladů Soustavy obyčejných diferenciálních rovnic – p.21/32



Příklad 4.3
Načrtněte fazový portrét soustavy dvou diferenciálńıch rovnic. Využijte prvý integrál.

x′ = x2 − 2xy

y′ = y2 − 2xy

Výsledek

Prvý integrál: F (x, y) = x2y − xy2.
Fázový portrét:

S
x

y

Řešeńı
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Příklad 4.3
Načrtněte fazový portrét soustavy dvou diferenciálńıch rovnic. Využijte prvý integrál.

x′ = x2 − 2xy

y′ = y2 − 2xy

Řešeńı

Rovnovážný stav:
x2 − 2xy = 0

y2 − 2xy = 0
⇒ S = (0, 0).

V tomto př́ıpadě nemůžeme k zakresleńı lokálńıho fázového portrétu využ́ıt linearizace,
protože linearizovaný operátor v rovnovážném stavu S má vlastńı č́ısla nulová. Můžeme
se pokusit naj́ıt prvý integrál. Označme v1(x, y) = x2 − 2xy a v2(x, y) = y2 − 2xy. Pro

naši rovnici plat́ı:
∂v1
∂x (x, y) = 2x − 2y = − ∂v2

∂y (x, y). Existuje tedy funkce F (x, y)

taková, že ∂F
∂y (x, y) = v1(x, y) a ∂F

∂x (x, y) = −v2(x, y). Náš systém je tedy Hamilton̊uv.

Tato funkce F (x, y) je pak prvým integrálem naš́ı soustavy diferenciálńıch rovnic. Nyńı
najdeme funkci F (x, y).

∂F

∂y
(x, y) = x2 − 2xy ⇒ F (x, y) =

∫
x2 − 2xy dy = x2y − xy2 + C(x)

⇒ ∂F

∂x
(x, y) = 2xy − y

2 + C
′(x) ⇒ C

′(x) = 0 ⇒ C(x) = K ⇒

⇒ F (x, y) = x
2
y − xy

2 +K.

Za prvý integral můžeme zvolit funkci F (x, y) = x
2
y − xy

2
.

Přesvědč́ıme se, že tato funkce F (x, y) je prvý integrál naš́ı soustavy diferenciálńıch
rovnic na �× �:
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Příklad 4.3
Načrtněte fazový portrét soustavy dvou diferenciálńıch rovnic. Využijte prvý integrál.

x′ = x2 − 2xy

y′ = y2 − 2xy

Řešeńı - pokračováńı

∂F

∂x
(x, y)(x2−2xy)+

∂F

∂y
(x, y)(y2−2xy) = (2xy−y

2)(x2−2xy)+(x2−2xy)(y2−2xy) = 0.

Funkce F je konstantńı v každém bodě trajektorie. Trajektorie jsou tedy všechny křivky
splnuj́ıćı rovnici x2y − xy2 = C, C ∈ �.
K nakresleńı trajektoríı zvoĺıme postukně C = 1, 0, −1. Fázový portrét je na
následuj́ıćım obrázku:

S
x

y

Zadáńı

Sbírka příkladů Soustavy obyčejných diferenciálních rovnic – p.22/32



Příklad 4.4
Najděte silnou Ljapunovovu funkci pro rovnovážný bod (0, 0) soustavy diferenciálńıch
rovnic x′ = −2x − y2

y′ = −y − x2
.

Určete stabilitu rovnovážného stavu (0, 0).

Výsledek
L(x, y) = x2 + 2y2. Rovnovážný stav (0, 0) je Ljapunovovsky asymptoticky stabilńı.

Řešeńı

Sbírka příkladů Soustavy obyčejných diferenciálních rovnic – p.23/32



Příklad 4.4
Najděte silnou Ljapunovovu funkci pro rovnovážný bod (0, 0) soustavy diferenciálńıch
rovnic x′ = −2x − y2

y′ = −y − x2
.

Určete stabilitu rovnovážného stavu (0, 0).

Řešeńı
Necht’ (x∗, y∗) je rovnovážný stav. Necht’ L(x, y) je Ljapunovova funkce soustavy
diferenciálńıch rovnic, tj. L je nekonstantńı spojitě diferencovatelná funkce na O(x∗, y∗),
pro kterou plat́ı:

1. L(x∗, y∗) = 0, L(x, y) > 0 pro (x, y) 	= (x∗, y∗)

2. L′(x, y) ≤ 0 pro (x, y) 	= (x∗, y∗), L′(x, y) = dL
dt (x, y) = ∂L

∂x (x, y) x′ + ∂L
∂y (x, y) y′

3. L′(x, y) < 0 pro (x, y) 	= (x∗, y∗) pro silnou Ljapunovovu funkci.

Zvolme L(x, y) = x2 + 2y2, potom pro L′(x, y) plat́ı:

L′(x, y) =
dL
dt
(x, y) =

∂L
∂x
(x, y) x′ +

∂L
∂y
(x, y) y′ =

= 2x(−2x − y
2) + 4y(−y − x

2) = −(4x2 + 4y2 + 2xy
2 + 4x2y).

Posledńı vztah převedeme do polárńıch souřadnic:

−(4x2 + 4y2 + 2xy
2 + 4x2y) = −2r2(2 + r cosϕ sinϕ(sinϕ+ 2 cosϕ)︸ ︷︷ ︸

omezená funkce

).
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Příklad 4.4
Najděte silnou Ljapunovovu funkci pro rovnovážný bod (0, 0) soustavy diferenciálńıch
rovnic x′ = −2x − y2

y′ = −y − x2
.

Určete stabilitu rovnovážného stavu (0, 0).

Řešeńı - pokračováńı
Označme m = min(cosϕ sinϕ(sinϕ+ 2 cosϕ)), potom

−2r2(2 + r cosϕ sinϕ(sinϕ+ 2 cosϕ) < −2r2(2 + r m)

(pro odhad jsme využili vztah −r (cosϕ sinϕ(sinϕ+ 2 cosϕ)) < −r m). Poznamenejme,
že m < 0.
Nyńı pro malá r, 0 < r < r∗ = − 2

m (resp. pro 0 <
√

x2 + y2 < r∗) je (2 + r m) > 0 a
tedy

L′(x, y) < −2r2(2 + r m) < 0

Protože jsme našli silnou Ljapunovovu funkci, je rovnovážný stav (0, 0) Ljapunovsky
asymptoticky stabilńı.

Zadáńı
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Příklad 4.4
Najděte silnou Ljapunovovu funkci pro rovnovážný bod (0, 0) soustavy diferenciálńıch
rovnic x′ = −2x − y2

y′ = −y − x2
.

Určete stabilitu rovnovážného stavu (0, 0).
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Příklad 4.5
Najděte Ljapunovovu funkci pro rovnovážný bod (0, 0) soustavy diferenciálńıch rovnic

x′ = −x(x − y)2

y′ = −y(x − y)2
.

Určete stabilitu rovnovážného stavu (0, 0).

Výsledek
L(x, y) = x2 + y2. Rovnovážný stav (0, 0) je Ljapunovovsky stabilńı.

Řešeńı
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Příklad 4.5
Najděte Ljapunovovu funkci pro rovnovážný bod (0, 0) soustavy diferenciálńıch rovnic

x′ = −x(x − y)2

y′ = −y(x − y)2
.

Určete stabilitu rovnovážného stavu (0, 0).

Řešeńı
Rovnovážné stavy jsou: S0 = (0, 0) a Sa = (a, a), kde a ∈ �.
Zvolme L(x, y) = x2 + y2. Ověř́ıme, zda se jedná o Ljapunovovu funkci pro rovnovážný
bod (0, 0).
a) L(0, 0, ) = 0, L(x, y) > 0 pro (x, y) 	= (0, 0).
b) dL′(x, y) = 2xx′ + 2yy′ = −2x2(x − y)2 − 2y2(x − y)2 = −2(x2 + y2)(x − y)2 ≤ 0 pro

všechny x, y. Rovnost nastane pro (x, y) = (0, 0) nebo pro body (x, y) = (a, a), kde
a ∈ �.

Protože jsme našli slabou Ljapunovovu funkci je rovnovážný stav (0, 0) Ljapunovsky
stabilńı.

Zadáńı
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Příklad 4.5
Najděte Ljapunovovu funkci pro rovnovážný bod (0, 0) soustavy diferenciálńıch rovnic

x′ = −x(x − y)2

y′ = −y(x − y)2
.

Určete stabilitu rovnovážného stavu (0, 0).
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Autonomní rovnice v �3

• Př́ıklad 5.1 Načrtněte fazový portrét soustavy tř́ı diferenciálńıch rovnic.

a) x′ = x+ 2 y − z

y′ = 3 y − 2 z

z′ = 2 y − 2 z

b) x′ = −x

y′ = −2 y

z′ = −3 z

c) x′ = y

y′ = −x

z′ = −0.5 z

d) x′ = −0.1x+ y

y′ = −x − 0.1 y

z′ = 0.5 z

• Př́ıklad 5.2 Najděte silnou Ljapunovu funkci pro rovnovážný bod (0, 0, 0) soustavy
diferenciálńıch rovnic x′ = −x3

y′ = −y(x2 + y2 + 1)

z′ = − sin z

.

Určete stabilitu rovnovážného stavu (0, 0, 0).

Obsah
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Příklad 5.1
Načrtněte fazový portrét soustavy tř́ı diferenciálńıch rovnic.

a) x′ = x+ 2 y − z

y′ = 3 y − 2 z

z′ = 2 y − 2 z

b) x′ = −x

y′ = −2 y

z′ = −3 z

c) x′ = y

y′ = −x

z′ = −0.5 z

d) x′ = −0.1x+ y

y′ = −x − 0.1 y

z′ = 0.5 z

Výsledek
a) b)

�0,1,2�

�10

0

10
x

�5

0

5y

�4

�2

0

2

4

z

�4
�2

0
2

4

x

�4

�2

0
2

4
y

�4

�2

0

2

4

z

Fázový portrét typu tř́ırozměrný
uzel. Stabilńı podprostor (modrá
př́ımka), nestabilńı podprostor
(černá rovina).

Stabilńı uzel v tř́ı dimenzionálńım
fázovém prostoru.

Zadáńı
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Příklad 5.1
Načrtněte fazový portrét soustavy tř́ı diferenciálńıch rovnic.

a) x′ = x+ 2 y − z

y′ = 3 y − 2 z

z′ = 2 y − 2 z

b) x′ = −x

y′ = −2 y

z′ = −3 z

c) x′ = y

y′ = −x

z′ = −0.5 z

d) x′ = −0.1x+ y

y′ = −x − 0.1 y

z′ = 0.5 z

Výsledek-pokračováńı
c) d)

�4 �2 0 2 4
x

�4�2 0 2 4y

�4

�2

0

2

4

z

�4 �2 0 2 4

x

�4
�2
0
2
4

y
�50

0

50

z

Fázový portrét pro uzel-center v tř́ı
dimenzionálńım fázovém prostoru.

Fázový portrét typu sedlo-ohnisko
v tř́ı dimenzionálńım fázovém pro-
storu. Stabilńı podprostor (modrá ro-
vina), nestabilńı podprostor (černá
př́ımka).

Řešeńı Zadáńı
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Příklad 5.1
Načrtněte fazový portrét soustavy tř́ı diferenciálńıch rovnic.

a) x′ = x+ 2 y − z

y′ = 3 y − 2 z

z′ = 2 y − 2 z

b) x′ = −x

y′ = −2 y

z′ = −3 z

c) x′ = y

y′ = −x

z′ = −0.5 z

d) x′ = −0.1x+ y

y′ = −x − 0.1 y

z′ = 0.5 z

Řešeńı

a)Matice soustavy lineárńıch diferanciálńıch rovnic je A =

⎡
⎢⎣ 1 2 −1
0 3 −2
0 2 −2

⎤
⎥⎦ .

Vlastńı č́ısla matice A: λ1 = 2, λ2 = 1, λ3 = −1.
Pro vlastńı č́ıslo λ1 = 2 dostaneme vlastńı vektor �h1 = [3, 2, 1]

T.

Pro vlastńı č́ıslo λ2 = 1 dostaneme vlastńı vektor �h2 = [1, 0, 0]
T.

Pro vlastńı č́ıslo λ3 = −1 dostaneme vlastńı vektor �h3 = [0, 1, 2]
T.

Protože plat́ı 0 < λ2 < λ1 a λ3 < 0 rovnovážný stav R = [0, 0, 0] je typu uzel-sedlo.
Nyńı nakresĺıme fázový portrét. Transformačńı matice S převád́ı matici A na Jordán̊uv
normálńı tvar B (B = S−1AS).

S =

⎡
⎢⎣ 3 1 02 0 1

1 0 2

⎤
⎥⎦ B =

⎡
⎢⎣ 2 0 0

0 1 0

0 0 −1

⎤
⎥⎦ .

Transformačńı matice převád́ı vektor (1, 0, 0) na vektor (3, 2, 1) a vektor (0, 1, 0) na
vektor (1, 0, 0).
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Příklad 5.1
Načrtněte fazový portrét soustavy tř́ı diferenciálńıch rovnic.

a) x′ = x+ 2 y − z

y′ = 3 y − 2 z

z′ = 2 y − 2 z

b) x′ = −x

y′ = −2 y

z′ = −3 z

c) x′ = y

y′ = −x

z′ = −0.5 z

d) x′ = −0.1x+ y

y′ = −x − 0.1 y

z′ = 0.5 z

Řešeńı - pokračováńı

S→

�4
�2

0
2

4

u

�4

�2
0

2
4

v

�4

�2

0

2

4

w

�0,1,2�

�10

0

10
x

�5

0

5y

�4

�2

0

2

4

z

Fázový portrét soustavy �u′ = B�u.
Stabilńı podprostor fázového pro-
storu je osa w, nestabilńı podprostor
je rovina x y.

Fázový portrét soustavy �x′ = A�x.
Stabilńı podprostor fázového pro-
storu je př́ımka se směrovým vek-
torem (0, 1, 2), nestabilńı podprostor
je rovina daná směrovými vektory
(3, 2, 1), (1, 0, 0).
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Příklad 5.1
Načrtněte fazový portrét soustavy tř́ı diferenciálńıch rovnic.

a) x′ = x+ 2 y − z

y′ = 3 y − 2 z

z′ = 2 y − 2 z

b) x′ = −x

y′ = −2 y

z′ = −3 z

c) x′ = y

y′ = −x

z′ = −0.5 z

d) x′ = −0.1x+ y

y′ = −x − 0.1 y

z′ = 0.5 z

Řešeńı - pokračováńı

b)Matice soustavy lineárńıch diferanciálńıch rovnic je A =

⎡
⎢⎣ −1 0 0

0 −2 0

0 0 −3

⎤
⎥⎦ .

Vlastńı č́ısla matice A: λ1 = −1, λ2 = −2, λ3 = −3.
Protože plat́ı λ3 < λ2 < λ1 < 0 rovnovážný stav R = [0, 0, 0] je typu stabilńı uzel.
Protože matice A je v Jordánově kanonickém tvaru, můžeme nakreslit fázový portrét
př́ımo.

�4
�2

0
2

4

x

�4

�2

0
2

4
y

�4

�2

0

2

4

z

.
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Příklad 5.1
Načrtněte fazový portrét soustavy tř́ı diferenciálńıch rovnic.

a) x′ = x+ 2 y − z

y′ = 3 y − 2 z

z′ = 2 y − 2 z

b) x′ = −x

y′ = −2 y

z′ = −3 z

c) x′ = y

y′ = −x

z′ = −0.5 z

d) x′ = −0.1x+ y

y′ = −x − 0.1 y

z′ = 0.5 z

Řešeńı - pokračováńı

c)Matice soustavy lineárńıch diferanciálńıch rovnic je A =

⎡
⎢⎣ 0 1 0

−1 0 0

0 0 − 1
5

⎤
⎥⎦ .

Vlastńı č́ısla matice A: λ1 = +i, λ2 = −i, λ3 = − 1
5 .

Řešeńı splňuj́ıćı počátečńı podmı́nku (x0, y0, z0) je dáno vztahy

⎡
⎢⎣ x(t)

y(t)

z(t)

⎤
⎥⎦ = x0

⎡
⎢⎣ cos t

− sin t

0

⎤
⎥⎦ + y0

⎡
⎢⎣ sin t

cos t

0

⎤
⎥⎦ + z0 e

− t
5

⎡
⎢⎣ 00
1

⎤
⎥⎦

Protože plat́ı λ1 = λ̄2 a λ3 < 0 rovnovážný stav R = [0, 0, 0] je typu uzel-center. Stabilńı
př́ımka lež́ı na ose z, v rovině z = 0 splňuj́ı trajektorie rovnici x2 + y2 =konstanta,
ostatńı trajektorie lež́ı na válcové ploše v �3 o poloměru r, r > 0 a spirálovitě se bĺıž́ı ke
kružnici o poloměru r lež́ıćı v rovině z = 0.
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Příklad 5.1
Načrtněte fazový portrét soustavy tř́ı diferenciálńıch rovnic.

a) x′ = x+ 2 y − z

y′ = 3 y − 2 z

z′ = 2 y − 2 z

b) x′ = −x

y′ = −2 y

z′ = −3 z

c) x′ = y

y′ = −x

z′ = −0.5 z

d) x′ = −0.1x+ y

y′ = −x − 0.1 y

z′ = 0.5 z

Řešeńı - pokračováńı
Protože matice A je v Jordánově kanonickém tvaru, můžeme nakreslit fázový portrét
př́ımo.

�4 �2 0 2 4
x

�4�2 0 2 4y

�4

�2

0

2

4

z

.
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Příklad 5.1
Načrtněte fazový portrét soustavy tř́ı diferenciálńıch rovnic.

a) x′ = x+ 2 y − z

y′ = 3 y − 2 z

z′ = 2 y − 2 z

b) x′ = −x

y′ = −2 y

z′ = −3 z

c) x′ = y

y′ = −x

z′ = −0.5 z

d) x′ = −0.1x+ y

y′ = −x − 0.1 y

z′ = 0.5 z

Řešeńı - pokračováńı

d)Matice soustavy lineárńıch diferanciálńıch rovnic je A =

⎡
⎢⎣ − 1

10 1 0

−1 − 1
10 0

0 0 1
2

⎤
⎥⎦ .

Vlastńı č́ısla matice A: λ1 = − 1
10 + i, λ2 = − 1

10 − i, λ3 = 1
2 .

Protože plat́ı λ1 = λ̄2 a λ3 > 0 rovnovážný stav R = [0, 0, 0] je typu sedlo-ohnisko. V
rovině z = 0 maj́ı trajektorie tvar stabilńıho ohniska, osa z je nestabilńı jednorozměrný
podprostor fázového prostoru. Ostatńı trajektorie se k ńı spirálovitě bĺıž́ı.
Protože matice A je v Jordánově kanonickém tvaru, můžeme nakreslit fázový portrét
př́ımo.

�4 �2 0 2 4

x

�4
�2
0
2
4

y
�50

0

50

z

Zadáńı
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Příklad 5.2
Najděte silnou Ljapunovu funkci pro rovnovážný bod (0, 0, 0) soustavy diferenciálńıch
rovnic x′ = −x3

y′ = −y(x2 + y2 + 1)

z′ = − sin z

.

Určete stabilitu rovnovážného stavu (0, 0, 0).

Výsledek
L(x, y, z) = x2 + y2 + y2. Rovnovážný stav (0, 0, 0) je asymptoticky stabilńı.

Řešeńı
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Příklad 5.2
Najděte silnou Ljapunovu funkci pro rovnovážný bod (0, 0, 0) soustavy diferenciálńıch
rovnic x′ = −x3

y′ = −y(x2 + y2 + 1)

z′ = − sin z
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Určete stabilitu rovnovážného stavu (0, 0, 0).
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Příklad 5.2
Najděte silnou Ljapunovu funkci pro rovnovážný bod (0, 0, 0) soustavy diferenciálńıch
rovnic x′ = −x3

y′ = −y(x2 + y2 + 1)

z′ = − sin z

.

Určete stabilitu rovnovážného stavu (0, 0, 0).

Řešeńı
Uvažujme funkci L(x, y, z) = x2 + y2 + y2. Ověř́ıme, zda se jedná o Ljapunovu funkci pro
rovnovážný bod (0, 0, 0).
a) L(0, 0, 0, ) = 0, L(x, y, z) > 0 pro (x, y, z) 	= (0, 0, 0, ).
b) L̇(x, y, z) = 2xx′ + 2yy′ − 2zz′ = −2x4 − 2y2(x2 + y2 + 1)− 2z sin z < 0 pro všechny

x, y, |z| < π.

Protože jsme našli silnou Ljapunovu funkci je rovnovážný stav (0, 0, 0) asymptoticky
stabilńı.

Zadáńı
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Příklad 5.2
Najděte silnou Ljapunovu funkci pro rovnovážný bod (0, 0, 0) soustavy diferenciálńıch
rovnic x′ = −x3

y′ = −y(x2 + y2 + 1)

z′ = − sin z

.

Určete stabilitu rovnovážného stavu (0, 0, 0).
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Příklad 5.2
Najděte silnou Ljapunovu funkci pro rovnovážný bod (0, 0, 0) soustavy diferenciálńıch
rovnic x′ = −x3
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z′ = − sin z

.
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Příklad 5.2
Najděte silnou Ljapunovu funkci pro rovnovážný bod (0, 0, 0) soustavy diferenciálńıch
rovnic x′ = −x3

y′ = −y(x2 + y2 + 1)

z′ = − sin z
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Příklad 5.2
Najděte silnou Ljapunovu funkci pro rovnovážný bod (0, 0, 0) soustavy diferenciálńıch
rovnic x′ = −x3

y′ = −y(x2 + y2 + 1)

z′ = − sin z

.

Určete stabilitu rovnovážného stavu (0, 0, 0).
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Soustavy ODR závislé na parametru
• Př́ıklad 6.1 Prozkoumejte fazový portrét soustavy

x′ = x2 + y

y′ = x − y + a
.

pro r̊uzné hodnoty parametru a. Najděte bifurkačńı hodnotu parametru a nakreslete
bifurkačńı diagram.

• Př́ıklad 6.2 Prozkoumejte fazový portrét soustavy

x′ = ax − y + x(x2 + y2)

y′ = x+ ay + y(x2 + y2)
.

pro r̊uzné hodnoty parametru a. Najděte bifurkačńı hodnotu parametru a nakreslete
bifurkačńı diagram.

• Př́ıklad 6.3 Prozkoumejte fazový portrét soustavy

x′ = x(1− x2 − y2)− y(1 + a+ x)

y′ = x(1 + a+ x) + y(1− x2 − y2)
.

pro r̊uzné hodnoty parametru a. Najděte bifurkačńı hodnotu parametru a nakreslete
bifurkačńı diagram.

Obsah
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Příklad 6.1
Prozkoumejte fazový portrét soustavy

x′ = x2 + y

y′ = x − y + a
.

pro r̊uzné hodnoty parametru a. Najděte bifurkačńı hodnotu parametru a nakreslete
bifurkačńı diagram.

Výsledek
a < 1

4 a = 1
4 a > 1

4

�2 �1 1
x

�1

1
y

�2 �1 1
x

�1

1
y

�2 �1 1
x

�1

1
y

Bifurkačńı hodnota parametru je a = 1
4

a < 1
4 dva rovnovážné stavy S0 = (

−1 +√
1− 4a
2

,
2a − 1 +√

1− 4a
2

) uzel

S1 = (
−1− √

1− 4a
2

,
2a − 1− √

1− 4a
2

) stabilńı ohnisko

a = 1
4 jeden rovnovážný stav S0 = (− 1

2 ,− 1
4 ) sedlo-uzel

a > 1
4 žádný rovnovážný stav

Zadáńı
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Příklad 6.1
Prozkoumejte fazový portrét soustavy

x′ = x2 + y

y′ = x − y + a
.

pro r̊uzné hodnoty parametru a. Najděte bifurkačńı hodnotu parametru a nakreslete
bifurkačńı diagram.

Výsledek-pokračováńı
Bifurkačńı diagram, závislost x−ové souřadnice rovnovážných stav̊u na parametru a:

11
4

�1�2
a

�1

� 1
2

1
x

Stabilńı uzel
Sedlo

Řešeńı Zadáńı
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Příklad 6.1
Prozkoumejte fazový portrét soustavy

x′ = x2 + y

y′ = x − y + a
.

pro r̊uzné hodnoty parametru a. Najděte bifurkačńı hodnotu parametru a nakreslete
bifurkačńı diagram.

Řešeńı
Vektorové pole a fázový portrét nelineárńıho systému pro parametr a = 0 jsou na
následuj́ıćıch obrázćıch:

y�x

y��x2

S1

S2

�1 � 1
2

x

�1

� 1
4

y

�2 �1 1
x

�1

1
y
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Příklad 6.1
Prozkoumejte fazový portrét soustavy

x′ = x2 + y

y′ = x − y + a
.

pro r̊uzné hodnoty parametru a. Najděte bifurkačńı hodnotu parametru a nakreslete
bifurkačńı diagram.

Řešeńı - pokračováńı
Vektorové pole a fázový portrét nelineárńıho systému pro parametr a = 1

4 jsou na
následuj́ıćıch obrázćıch:

y�x�
1

4

y��x2

S1
�1 � 1

2

x

�1

� 1
4

y

�2 �1 1
x

�1

1
y

j
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Příklad 6.1
Prozkoumejte fazový portrét soustavy

x′ = x2 + y

y′ = x − y + a
.

pro r̊uzné hodnoty parametru a. Najděte bifurkačńı hodnotu parametru a nakreslete
bifurkačńı diagram.

Řešeńı - pokračováńı
Vektorové pole a fázový portrét nelineárńıho systému pro parametr a = 1 jsou na
následuj́ıćıch obrázćıch:

y�x�1

y��x2

�1 � 1
2

x

�1

� 1
4

y

�2 �1 1
x

�1

1
y
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Příklad 6.1
Prozkoumejte fazový portrét soustavy

x′ = x2 + y

y′ = x − y + a
.

pro r̊uzné hodnoty parametru a. Najděte bifurkačńı hodnotu parametru a nakreslete
bifurkačńı diagram.

Řešeńı - pokračováńı
Fázové portréty pro parametr a:

a < 1
4 a = 1

4 a > 1
4

�2 �1 1
x

�1

1
y

�2 �1 1
x

�1

1
y

�2 �1 1
x

�1

1
y

Sbírka příkladů Soustavy obyčejných diferenciálních rovnic – p.29/32



Příklad 6.1
Prozkoumejte fazový portrét soustavy

x′ = x2 + y

y′ = x − y + a
.

pro r̊uzné hodnoty parametru a. Najděte bifurkačńı hodnotu parametru a nakreslete
bifurkačńı diagram.

Řešeńı - pokračováńı
Bifurkačńı diagram, závislost x−ové souřadnice rovnovážných stav̊u na parametru a:

11
4

�1�2
a

�1

� 1
2

1
x

Stabilńı uzel
Sedlo

Zadáńı
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Příklad 6.2
Prozkoumejte fazový portrét soustavy

x′ = ax − y + x(x2 + y2)

y′ = x+ ay + y(x2 + y2)
.

pro r̊uzné hodnoty parametru a. Najděte bifurkačńı hodnotu parametru a nakreslete
bifurkačńı diagram.

Výsledek
a < 0 a = 0 a > 0

�2 �1 1 2
x

�2

�1

1

2
y

�2 �1 1 2
x

�2

�1

1

2
y

�2 �1 1 2
x

�2

�1

1

2
y

Bifurkačńı hodnota parametru je a = 0.
a < 0 jeden rovnovážný stav S0 = (0, 0) stabilńı ohnisko

uzavřená trajektorie kružnice K = {(0, 0), r =
√−a} stabilńı uzavřená trajektorie

a ≥ 0 jeden rovnovážný stav S0 = (0, 0) nestabilńı ohnisko

Zadáńı
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Příklad 6.2
Prozkoumejte fazový portrét soustavy

x′ = ax − y + x(x2 + y2)

y′ = x+ ay + y(x2 + y2)
.

pro r̊uzné hodnoty parametru a. Najděte bifurkačńı hodnotu parametru a nakreslete
bifurkačńı diagram.

Výsledek-pokračováńı
Bifurkačńı diagram, závislost x−ové souřadnice rovnovážných stav̊u a poloměru uzavřené
trajektorie na parametru a:

�1 1

1

Stabilńı ohnisko
Nestabilńı ohnisko
Nestabilńı uzavřená trajektorie (přerušovaně)

Řešeńı Zadáńı
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Příklad 6.2
Prozkoumejte fazový portrét soustavy

x′ = ax − y + x(x2 + y2)

y′ = x+ ay + y(x2 + y2)
.

pro r̊uzné hodnoty parametru a. Najděte bifurkačńı hodnotu parametru a nakreslete
bifurkačńı diagram.

Řešeńı
Fázové portréty pro parametr a:

a < 0 a = 0 a > 0

�2 �1 1 2
x

�2

�1

1

2
y

�2 �1 1 2
x

�2

�1

1

2
y

�2 �1 1 2
x

�2

�1

1

2
y
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Příklad 6.2
Prozkoumejte fazový portrét soustavy

x′ = ax − y + x(x2 + y2)

y′ = x+ ay + y(x2 + y2)
.

pro r̊uzné hodnoty parametru a. Najděte bifurkačńı hodnotu parametru a nakreslete
bifurkačńı diagram.

Řešeńı - pokračováńı
Bifurkačńı diagram, závislost x−ové souřadnice rovnovážných stav̊u a poloměru uzavřené
trajektorie na parametru a:

�1 1

1

Stabilńı ohnisko
Nestabilńı ohnisko
Nestabilńı uzavřená trajektorie (přerušovaně)

Zadáńı
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Příklad 6.3
Prozkoumejte fazový portrét soustavy

x′ = x(1− x2 − y2)− y(1 + a+ x)

y′ = x(1 + a+ x) + y(1− x2 − y2)
.

pro r̊uzné hodnoty parametru a. Najděte bifurkačńı hodnotu parametru a nakreslete
bifurkačńı diagram.

Výsledek
a > 0 a = 0 −2 < a < 0

�2 �1 1 2
x

�2

�1

1

2
y

�2 �1 1 2
x

�2

�1

1

2
y

�2 �1 1 2
x

�2

�1

1

2
y

a = −2 a < −2

�2 �1 1 2
x

�2

�1

1

2
y

�2 �1 1 2
x

�2

�1

1

2
y

Bifurkačńı hodnoty parametr̊u jsou a = 0
a a = −2

Zadáńı
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Příklad 6.3
Prozkoumejte fazový portrét soustavy

x′ = x(1− x2 − y2)− y(1 + a+ x)

y′ = x(1 + a+ x) + y(1− x2 − y2)
.

pro r̊uzné hodnoty parametru a. Najděte bifurkačńı hodnotu parametru a nakreslete
bifurkačńı diagram.

Výsledek-pokračováńı

a > 0 jeden rovnovážný stav S0 = (0, 0) nestabilńı ohnisko

a = 0 dva rovnovážné stavy S0 = (0, 0) nestabilńı ohnisko

S1 = (−1, 0) sedlo-uzel

−2 < a < 0 tři rovnovážné stavy S0 = (0, 0) nestabilńı ohnisko

S1 = (−1− a,−√−a2 − 2a) sedlo

S2 = (−1− a,
√−a2 − 2a) stabilńı uzel

a = −2 dva rovnovážné stavy S0 = (0, 0) nestabilńı ohnisko

S1 = (1, 0) sedlo-uzel

a < −2 jeden rovnovážný stav S0 = (0, 0) nestabilńı ohnisko

Pro všechny parametry a existuje stabilńı uzavřená trajektorie x2 + y2 = 1.
Bifurkačńı diagram, závislost y−ové souřadnice rovnovážných stav̊u na parametru a:

�3 �2 �1 1
a

�1.0

�0.5

0.5

1.0
y

Nestabilńı ohnisko
Stabilńı uzel
Sedlo

Řešeńı Zadáńı
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Příklad 6.3
Prozkoumejte fazový portrét soustavy

x′ = x(1− x2 − y2)− y(1 + a+ x)

y′ = x(1 + a+ x) + y(1− x2 − y2)
.

pro r̊uzné hodnoty parametru a. Najděte bifurkačńı hodnotu parametru a nakreslete
bifurkačńı diagram.

Řešeńı
Rovnovážné stavy:

x(1− x2 − y2)− y(1 + a + x) = 0

x(1 + a+ x) + y(1− x2 − y2) = 0
⇒ −xy(1− x2 − y2) + y2(1 + a+ x) = 0

x2(1 + a+ x) + xy(1− x2 − y2) = 0
⇒

⇒ (x2 + y2)(1 + a + x) = 0 ⇒

⇒

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x2 + y2 − 0 ⇒ S0 = (0, 0)

(1 + a+ x) = 0

y2 = −a2 − 2a ⇒ pro − 2 ≤ a ≤ 0 S1 = (−1− a,
√−a2 − 2a),

S2 = (−1− a,−√−a2 − 2a).
Nyńı vypočteme Jakobián:

J(x, y) =

[
(1− 3x2 − y2 − y) (−2xy − 1− a − x)

(1 + a+ 2x − 2xy) (1− x2 − 3y3)

]
,

J0 = J(S0) =

[
1 (−1− a)

(1 + a) 1

]
,

J1 = J(S1) =

[
(−2− 2a2 − 4a+√−a (a+ 2)) (2 (a+ 1)

√−a (a+ 2))

(2
√−a (a+ 2) + 2

√−a (a+ 2)a − 1− a) (2a2 + 4a)

]
,
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Příklad 6.3
Prozkoumejte fazový portrét soustavy

x′ = x(1− x2 − y2)− y(1 + a+ x)

y′ = x(1 + a+ x) + y(1− x2 − y2)
.

pro r̊uzné hodnoty parametru a. Najděte bifurkačńı hodnotu parametru a nakreslete
bifurkačńı diagram.

Řešeńı - pokračováńı
J2 = J(S2) =[

(−2− 2a2 − 4a −√−a (a+ 2)) (−2 (a+ 1)√−a (a+ 2))

(−2√−a (a+ 2)− 2√−a (a+ 2)a − 1− a) (2a2 + 4a)

]

Vlastńı č́ısla pro Jakobián J0: λ1,2 = 1± |1 + a|. Rovnovážný stav je pro všechna a
nestabilńı ohnisko.

Vlastńı č́ısla pro Jakobián J1: λ1 = −2, λ2 = −√−a2 − 2a. Rovnovažný stav je pro
−2 < a < 0 stabilńı uzel.

Vlastńı č́ısla pro Jakobián J2: λ1 = −2, λ2 =
√−a2 − 2a. Rovnovažný stav je pro

−2 < a < 0 sedlo.

Pro a = −2 ∨ a = 0 je jedno vlastńı č́ıslo nulové a rovnovážný stav J1 je sedlo-uzel.

Pro a = −2 ∨ a = 0 docháźı ke změně počtu rovnovážných stav̊u, jsou to tedy hodnoty
bifurkačńıch parametr̊u.

Nyńı se pokuśıme vyšetřit, zda existuje nějaká uzavřená trajektorie. Převedeme soustavu
diferenciálńıch rovnic do polárńıch souřadnic x = r cos θ, y = r sin θ.

r′ cos θ − r sin θ θ′ = r cos θ(1− r2)− r sin θ(1 + a+ r cos θ)

r′ sin θ + r cos θ θ′ = r cos θ(1 + a+ r cos θ) + r sin θ(1− r2)
⇒
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pro r̊uzné hodnoty parametru a. Najděte bifurkačńı hodnotu parametru a nakreslete
bifurkačńı diagram.

Řešeńı - pokračováńı

r′ cos2 θ − r sin θ cos θ θ′ = r cos2 θ(1− r2)− r sin θ cos θ(1 + a+ r cos θ)

r′ sin2 θ + r cos θ sin θ θ′ = r cos θ sin θ(1 + a+ r cos θ) + r sin2 θ(1− r2)

nebo

−r′ cos θ sin θ + r sin2 θ θ′ = −r cos θ sin θ(1− r2) + r sin2 θ(1 + a+ r cos θ)

r′ sin θ cos θ + r cos2 θ θ′ = r cos2 θ(1 + a+ r cos θ) + r sin θ cos θ(1− r2)
⇒

r′ = r(1− r2)

r θ′ = r(1 + a+ r cos θ)
⇒ r′ = r(1− r2)

θ′ = (1 + a+ r cos θ)

r je konstantńı, jestliže r(1− r2) = 0. To nastane, když r = 0 nebo r = 1. Rovnice
r(θ) = 1 představuje v polárńıch souřadnićıch kružnici o poloměru 1. Pro naši soustavu
existuje tedy uzavřená trajektorie - kružnice o poloměru 1. Pro 0 < r < 1 je r′ > 0
(poloměr roste) a pro r > 1 je r′ < 0 (poloměr klesá). Uzavřená trajektorie je tedy
stabilńı.
Nyńı si nakresĺıme bifurkačńı diagram - závislost y-nové souřadnice rovnovážných stav̊u
na parametru a.
Pro parametr a < −2 nebo a > 0 existuje jeden rovnovážný stav S0. Pro parametr
−2 < a < 0 tři rovnovážné stavy S0, S1, S2.
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.

pro r̊uzné hodnoty parametru a. Najděte bifurkačńı hodnotu parametru a nakreslete
bifurkačńı diagram.

Řešeńı - pokračováńı
Nyńı nakresĺıme fázové portréty pro r̊uzné hodnoty parametru a:

a > 0 a = 0 −2 < a < 0
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x′ = x(1− x2 − y2)− y(1 + a+ x)

y′ = x(1 + a+ x) + y(1− x2 − y2)
.

pro r̊uzné hodnoty parametru a. Najděte bifurkačńı hodnotu parametru a nakreslete
bifurkačńı diagram.

Řešeńı - pokračováńı
a = −2 a < −2

�2 �1 1 2
x

�2

�1

1

2
y

�2 �1 1 2
x

�2

�1

1

2
y

Nakonec si zobraźıme bifurkačńı diagram - závislost y−ové souřadnice rovnovážných
stav̊u na parametru a:

�3 �2 �1 1
a

�1.0

�0.5

0.5

1.0
y

Nestabilńı ohnisko S0
Stabilńı uzel S1
Sedlo S2

Zadáńı
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