Numerické metody
e-sbirka

Miroslava, Dubcova, Carmen Simerska
Ustav matematiky

2016

K prohlizeni e-Sbirky pouzijte AcrobatReader!

Hodné uspéchu pri feSeni prikladu a cviceni \ZI



Obsah

e Zde zacnéte: Navod

e Interpolace

e Numericka derivace

e Numericka integrace

e Numerické metody linearni algebry

e Numerické feseni nelinearnich rovnic
e ODR - pocatecni ulohy

e ODR - Metoda siti pro okrajové tlohy
e ODR - Metoda sttelby pro okrajové tilohy
e PDR - parabolického typu

e Vyhodnocovani experimentdlnich dat

e Konec



Navod

e Poklepnutim mysi v obsahu vyberte kapitolu.

Zobrazi se Vam seznam ptikladu a cviceni.

e V seznamu muzete listovat pomoci Sipek E‘ m )

Poklepnutim na zelené zvyraznéné ¢islo piikladu (Piiklad 1.1) se VAm zobrazi vysledek.

Zde muzete zvolit moznost zobrazit podrobné feseni (ReSeni).

Ve vysledku i feseni muzete opét listovat pomoci Sipek.

Poklepnutim na Obsah se dostanete na seznam kapitol.

Poklepnutim na Zpét se dostanete na predchozi troven, tj. z feSeni na vysledek a z vysledku na seznam prikladu.
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1.

Interpolace

Priklad 1.1 Ovérte ze funkce

0,2z — 0,18z2 + 0, 4823 x € (0,1),
Sx) =14 0,54+1,28(x — 1)+ 1,26(x — 1)> — 1,04z — 1) =z e (1,2),
2+ 0,68(x —2) — 1,86(x — 2)2 +0,68(z — 2)° re(2,3).

je uplny kubicky spline, kde S’(0) = 0,2 a S'(3) = —1, ktery v uzlovych bodech nabyva hodnot danych tabulkou

0] 1 2] 3
v 1070,5]2]1L,5

Nacrtnéte graf S”(x) v (0, 3) .

Priklad 1.2 Zvolme uzly zo = 0, x1 = 1, x5 = 3. Pomoci prirozeného kubického spline interpolujte funkci f, pro
kterou zndme hodnoty v uzlovych bodech f(z¢) =2, f(z1) =1, f(z3) = 3.

Priklad 1.3 Zvolme uzly xqg = 0, 7 = 1, x5 = 3. Pomoci uplného kubického spline interpolujte funkci f, pro kterou
zname hodnoty v uzlovych bodech f(z9) =2, f(z1) =1, f(22) = 3 a hodnoty derivace f’'(zo) = —1, f'(z2) = 2.

Priklad 1.4 Zvolme uzly xog = 0, x1 = 1, x5 = 3. Pomoci periodického kubického spline interpolujte funkci f, pro
kterou zname hodnoty v uzlovych bodech f(z¢) =2, f(z1) =1, f(z2) = 3.

Priklad 1.5 Zvolme uzly xo = 0, 1 = 1, x5 = 3. Pomoci kubického spline 3. typu interpolujte funkci f, pro kterou
zname hodnoty v uzlovych bodech f(xo) =2, f(x1) =1, f(z2) = 3 a hodnoty druhé derivace f"(x¢) = 2, f"(x2) =
1.

m Obsah



e Priklad 1.6 Pomoci prirozeného kubického splinu interpolujte funkci, ktera je zadéana v tabelarni forme.

z JJO[1]2] 3
F@)y [ 1[1]0]10

e Priklad 1.7 Sestrojte uplny kubicky spline S, ktery je ddn hodnotami v uzlech x;

S; 41 -1
S 0 3
Cviceni:
e Cviceni 1.1 Ovérte ze funkce
0,15z — 0, 1522 4 0, 523 x € (0,1),
S(z) = O,5—|—1,35(x—1)+1,35(x—1)2—1,2(x—1)3 r e (1,2),
2—{—0,45(3:—2)—2,25(x—2)2+1,3(.7:—2)3 x € (2,3).

je kubicky spline, kde S”(0) = —0,3 a S”(3) = 3,3, ktery v uzlovych bodech nabyva hodnot danych tabulkou

L 0] 1 (2] 3
v 1005 21,5/

Nacrtnéte graf S”(z) v intervalu (0, 3) .

e Cviceni 1.2 Zvolme uzly xo = 1, 1 = 2, xo = 3. Pomoci prirozeného kubického spline interpolujte funkci f, pro
kterou zndme hodnoty v uzlovych bodech f(xg) = —1, f(x1) =2, f(z2) = 1.

E Obsah



Priklad 1.1 Ovérte ze funkce

0,2z — 0, 1822 + 0, 4823 xr € (0,1),
S@@) =14 0,5+1,28(x —1)+1,26(x — 1)> — 1,04(x — 1)*  z e (1,2),
21 0,68(z —2) — 1,86(z — 2)> + 0, 68(x — 2)? re(2,3).

je uplny kubicky spline, kde S’(0) = 0,2 a S'(3) = —1, ktery v uzlovych bodech nabyva hodnot danych tabulkou

v 1010,51211,5

Nacrtnéte graf S”(z) v (0, 3) .

Vysledek: Funkce je uplny kubicky spline. Po ¢dstech linearni funkce S” je graficky zobrazena na obrazku:
eg y

SH<I’>
2,52
0,36 /
—0,36 I 2 3 z
—3,72

ReSeni

Zpét



Priklad 1.2 Zvolme uzly o = 0, x; = 1, x5 = 3. Pomoci prirozeného kubického spline interpolujte funkci f, pro kterou
zname hodnoty v uzlovych bodech f(zg) =2, f(x;) =1, f(x9) = 3.

Vysledek:
Prirozeny kubicky spline mé tvar:

Reseni Zpét



Priklad 1.3 Zvolme uzly zyg = 0, z; = 1, 25 = 3. Pomoci uplného kubického spline interpolujte funkci f, pro kterou
zname hodnoty v uzlovych bodech f(zg) =2, f(z1) =1, f(x2) =3 a hodnoty derivace f'(xo) = —1, f'(z2) = 2.

Vysledek:
Uplny kubicky spline ma tvar:

Reseni Zpét



Priklad 1.4 Zvolme uzly zo = 0, 1 = 1, x5 = 3. Pomoci periodického kubického spline interpolujte funkci f, pro
kterou zndme hodnoty v uzlovych bodech f(xo) =2, f(z1) =1, f(z2) = 3.

Vysledek:
Periodicky kubicky spline ma tvar:

3

2 — s — 22% + a8 z e (0,1)
S(x) = { ) :
l—3@—-1)+2x—-1)?-2(z-1)% ze(1,3)

Reseni Zpét



Priklad 1.5 Zvolme uzly o = 0, z; = 1, x5 = 3. Pomoci kubického spline 3. typu interpolujte funkci f, pro kterou
zname hodnoty v uzlovych bodech f(zg) =2, f(x1) =1, f(z2) = 3 a hodnoty druhé derivace f”(xq) = 2, f"(z3) =

Vysledek:
Kubicky spline 3. typu mé tvar:

S(z) = 2 j 2 _ 1 ’
l—2(z—1)+3(z—-17°—5@—-1P° ze(L,3)

{2—%x+x2—lx3 xz €(0,1)
9

Reseni Zpét



Priklad 1.6 Pomoci ptirozeného kubického splinu interpolujte funkci, kterd je zadédna v tabelarni forme.

z ||0]1]2] 3
f)yl1)1]0|10

szledek:
Uplny kubicky spline ma tvar:
1+z—a3 re(0,1),
Sz)y=< 1-2(x—-1)=3(x—1)*+4(x—-1)3 z € (1,2),
4(x —2)+9(z — 2)? — 3(x — 2)3 r € (2,3).

Reseni Zpét



Priklad 1.7 Sestrojte uplny kubicky spline S, ktery je ddn hodnotami v uzlech x;

x| =2 01
Si 41 -1
S 0 3
Y}'fsledek:
Uplny kubicky spline ma tvar:
l+x—a® z € (0,1),
Sz)y=¢ 1—-2(x—1)=3(x—1)*+4(x—1)3 r e (1,2),
4z —2)+9(x—2)*—3(x—-2)3 r € (2,3).

Reseni Zpét



Cviceni 1.1 Oveérte ze funkce

0,15z — 0,1522 4 0, 523 ze(0,1),
S(@)=1< 0,5+1,35(x —1)+1,35(x —1)2—1,2(x — 1)* =z € (1,2),
240,45(x — 2) — 2,25(x — 2)2 + 1,3(z — 2)3 z € (2,3).

je kubicky spline, kde S”(0) = —0,3 a S”(3) = 3,3, ktery v uzlovych bodech nabyva hodnot danych tabulkou

v 010,512 1,5|

Nacrtnéte graf S”(z) v intervalu (0, 3) .
Vysledek: Funkce S(z) je kubicky spline 3. typu. Po ¢astech linedrni funkce S” je graficky zobrazena na obr.

S/l(x)

3,3
2.7

0,3

—4,5
Zpét



Cviceni 1.2 Zvolme uzly zo = 1, x1 = 2, x5 = 3. Pomoci ptirozené¢ho kubického spline interpolujte funkci f, pro kterou
zname hodnoty v uzlovych bodech f(zg) = —1, f(z1) =2, f(x2) = 1.

Vysledek:
Prirozeny kubicky spline mé tvar:

—1+4(x—1)— (z —1)° z € (1,2)
S(x) = {

24+ (2 —2)—3@x—22+(x—2)% ze(2,3)

Zpét



Priklad 1.1 Ovérte ze funkce

0,2z — 0,18z2 + 0, 4823 e (0,1),
S(x)=1< 0,5+ 1,28(x —1)+1,26(x —1)*> — 1,04(z — 1)? r e (1,2),
21 0,68(z —2) — 1,86(z — 2)? +0,68(x — 2)? re(2,3).

je tplny kubicky spline, kde S’(0) = 0,2 a S’(3) = —1, ktery v uzlovych bodech nabyvéa hodnot danych tabulkou

0] 1 2] 3
v 1070,5]2]1,5

Nacrtnéte graf S”(x) v (0, 3) .
Reseni:
Nejprve ovérime, ze funkce

0,2z — 0,18z2 + 0, 4823 r e (0,1),
S(x)=14 0,5+1,28(x —1)+1,26(x —1)* — 1,04(z — 1)3 z e (1,2),
2+0,68(x —2) —1,86(x — 2)* +0,68(x — 2)3 € (2,3).
spliuje interpola¢ni podminky dané tabulkou a zaroven je spojitd i ve vnitinich uzlech x;:
S(0)=0
S(1-)=5(14)=0,5
S5(2-)=5(24) =2
S3)=1,5.

]

Zpét



Vyjadiime prvni derivaci,
0,2 —0,36x + 1,442 x € (0,1),
S'(x) =14 1,28 4+2,52(x — 1) — 3,12(x — 1)? x € (1,2),
0,68 — 3,72(z — 2) + 2,04(x — 2)? x €(2,3),
oveéiime spojitost prvnich derivaci ve vnitinich uzlech:
S'(1-)=58"(14)=1,28
S'(2-)=5"(24) =0,68
a podminky pro typ dplného splinu: $'(0) = 0,2 a S'(3) = —1.
Také hodnoty druhych derivaci
—0,36 + 2, 88x z € (0,1),
S"(x) =14 2,52 —16,24(x — 1) x € (1,2),
—3,72+4,08(x — 2) x € (2,3),
jsou spojité i ve vnitinich uzlech:
S"(1-)=8"(14) = 2,52
S"(2.)=8"(24) =-3,72

Jedna se tedy o kubicky spline se zadanymi iplnymi podminkami.

EE Zpét



Pro obrazek funkce S” zjistime hodnoty v krajnich bodech délenf :
S"(0) = —0,36
S"(3) = 0,36

Po castech linearni funkce S” je graficky zobrazena na obr.

Sl/(l.)

2,52

0, 36
—0,36 / 1 2

—3,72

‘Il Zpét



Priklad 1.2 Zvolme uzly o = 0, x; = 1, x5 = 3. Pomoci prirozeného kubického spline interpolujte funkci f, pro kterou
zname hodnoty v uzlovych bodech f(zg) =2, f(x;) =1, f(x9) = 3.

Reseni:
Definujme kubicky spline, t.j. po ¢astech polynomialni funkci tvaru

ao + Bo(z — 0) +y0(z — 0)* + do(z — 0)° z € (0,1),
S(w) = 1)
041+/31<l’—1)—|—’yl<l’—1)2+51($—1)3 $€(1,3>

Je tedy treba urcit 8 koeficientu «y, 5o, Y0, d0, @1, 81,71, 01 tak, aby funkce S byla kubickym splinem spnujicim v délicich
bodech intervalu (0, 3) (v uzlech) interpola¢ni podminky. Vypocteme si prvni derivaci hledaného splinu

Bo + 2707 + 3dpa? x € (0,1),
§'(x) = (2)
51"‘2’)/1(1’—1)4‘351(%—1)2 376(1,3),

a druhou derivaci
2790 + 60p x€(0,1),
S"(w) = 3)
2’}/14—651(1’—1) T (1,3>,

Pro spline plati nésledujicich 6 podminek:

S(xiy) = lim, S(x) = f(x;), pro i=0,1

I*)CCZA

S(xip1 )= lm S(x)= f(zi41), pro i=0,1 (4)

(i) = Sasy), pro i=1
S"x;_) =8"(x;;) pro i=1.

E Zpét



V pripadé ptirozeného spline pridame jesté dvé podminky:

S//(Jfo) = S”(l’g) = O;

Qyp =
@+ o+ +d =
a1 =
a1+ 201 +4n + 80 =
B =
2m
2 =
2714‘1251 =
7, toho primo dostévéme:‘a():Q o =1
Bo +  do
Bo + 300 — B
B + 2m
300 - N
71
11 0 0 0|-1 11 00 0]|-1
13 -1 00| O 02 —-10 0] 1
oo 1 24, 1 |~~100 12 4] 1
03 0 —-10| 0 00 01 6/ 0
00 O 16| 0 00 00 36| 6

Bo + 270 + 3do,
270 + 600,

0,

0

Z téchto podminek dostaneme nésledujicich 8 rovnic pro 8 neznamych «;, 5;,v;,9;, i =0,1:

Yo =10 ‘ Ostatni konstanty vypoc¢teme Gaussovou eliminaci z rovnic:

- 1
= 0

45, = 1
= 0

+ 66, = O

= =—3 |m=1|A s h%=3 L1o=—3

Ll ]

Zpét




Prirozeny kubicky spline mé tedy tvar:

2 — 3x+ za° z e (0,1)
S(z) :{ 1 2 1 '
l—3(@—-1)+(z—1) —5(33—1)3 z € (1,3)

‘Il Zpét



Priklad 1.3 Zvolme uzly zyg = 0, z; = 1, 25 = 3. Pomoci uplného kubického spline interpolujte funkci f, pro kterou
zname hodnoty v uzlovych bodech f(zg) =2, f(z1) =1, f(x2) =3 a hodnoty derivace f'(xo) = —1, f'(z2) = 2.
Reseni:

Definujme kubicky spline, t.j. po ¢astech polynomialni funkci tvaru

ao + Bo(z — 0) +y0(z — 0)* + do(z — 0)° z €(0,1),
S() = )
041+/31<l’—1)+’yl<$—1)2+51($—1)3 $€(1,3>

Je tedy treba urcit 8 koeficientu «y, 5o, Y0, do, a1, 81, 71,01 tak, aby funkce S byla kubickym splinem spnujicim v délicich
bodech intervalu (0,3) (v uzlech) interpola¢ni podminky. Vypocteme si prvni derivaci hledaného splinu

Bo + 2707 + 3dpa? x € (0,1),
S'(z) = (6)
51"‘2’)/1(1’—1)4‘351(%—1)2 376(1,3),

a druhou derivaci
2790 + 6o x€(0,1),
S"(x) = (7)
2’}/14—651(1’—1) X € (1,3>,

Pro spline plati nésledujicich 6 podminek:

S(xiy) = lim, S(x) = f(x;), pro i=0,1

I*)CCZA

S(xip1 )= lm S(x)= f(zi41), pro i=0,1 (8)

(i) = Sasy), pro i=1
S"(x;_) =8"(x;) pro i=1.

E Zpét



V pripadé uplného spline pridame jesté dvé podminky:

S'(xg) = —1, S'(z2) = 2;

Z téchto podminek dostaneme nésledujicich 8 rovnic pro 8 neznamych «;, 5;,v:,9;, i =0,1:
Qyp = 2,
a+Po+vw+0o = 1,
a1 = ].,
o1 + 251 + 4’)/1 + 8(51 = 3,
B = o+ 2y + 3do,
2m 270 + 669,
ﬁO - _17
B+ 4y +120, = 2.
7 toho primo dostavame: ‘ao =2 lag=1 | |fy=—-1 ‘ Ostatni konstanty vypoc¢teme Gaussovou eliminaci z rovnic:
Yo+ do = 0
Bl + 2'}/1 + 4(51 = 1
29 + 300 — B = 1
Y% + 30 - n = 0
B+ dm + 1200 = 2
11 0 0 0]0 11 00 0] O
00 1 2 41 01 -1 0 0] 1
23 -1 0 0[1l|~~|00 12 4 1|=6==%n=1,8=-30=3n=-3
13 0 -1 00 00 02 8| 1
00 1 4 122 00 00 24|-3

Ll ]

Zpét




Uplny kubicky spline ma tedy tvar:

‘Il Zpét



Priklad 1.4 Zvolme uzly zo = 0, 1 = 1, x5 = 3. Pomoci periodického kubického spline interpolujte funkci f, pro
kterou zndme hodnoty v uzlovych bodech f(xo) =2, f(z1) =1, f(z2) = 3.

Reseni:
Definujme kubicky spline, t.j. po ¢astech polynomialni funkci tvaru

ao + Bo(z — 0) +yo(z — 0)* + do(z — 0)° z €(0,1),
S(w) = )
041+/31<l’—1)—|—’yl<l’—1)2+51($—1)3 $€(1,3>

Je tedy treba urcit 8 koeficientu «y, 5o, Y0, d0, @1, 81,71, 01 tak, aby funkce S byla kubickym splinem spnujicim v délicich
bodech intervalu (0, 3) (v uzlech) interpola¢ni podminky. Vypocteme si prvni derivaci hledaného splinu

Bo + 2707 + 3dpa? x € (0,1),
S'(z) = (10)
Bi+2vi(x — 1) + 36 (z — 1)? r € (1,3),

a druhou derivaci
2790 + 60p x€(0,1),
S"(w) = (11)
2’}/14—651(1’—1) T E (1,3>,

Pro spline plati nésledujicich 6 podminek:

S(xiy) = lim, S(x) = f(x;), pro i=0,1

I*)CCZA

S(xip1 )= lim S(x)= f(zi41), pro i=0,1 (12)

(i) = Sesy), pro i=1
S"(x;_) =8"(x;) pro i=1.

E Zpét



V pripadé periodického spline pridame jesté dvé podminky:
S/(Io) = S,(Ig), S”(Io) = S”(l‘g).

Z téchto podminek dostaneme nésledujicich 8 rovnic pro 8 neznamych «;, 5;,v;,0;, ¢+ =0,1:

ay = 2,

a+Bot++d = 1,
Qq 1,

ay +281 +4y +8y = 3

9

B = Bo+ 27y + 3do,
271 = 27 + 6do,

Bo = [i+ 4+ 1204,

Yo = 271+ 126 .

Z toho ptimo dostavame: ‘ao =2 ||lag=1 ‘ Ostatni konstanty vypoc¢teme Gaussovou eliminaci z rovnic:

Y

Bo + v + o = -1
i + 2y + 46 = 1

Bo + 2v% + 300 — = 0
Y% + 3o - T = 0

Bo - B = 4 — 1260 = O
Yo - m — 66, = 0

‘IHII Zpét



]ﬁ,

-1
1
-1
1

2
-2

0 0
0 0
-1 0
4

2

0
-1
1
1

1
0

111
01 2
0
0

10
0 3
-2 aﬁ(]:_

0
0

—™

0
1
-1
0

1
0
1 2 3
1

[a\lap)

= 51:—

Periodicky kubicky spline méa tedy tvar:

z e (0,1)

(x—1)2 ze(L,3)

2
3

%$—2$2+§x3
1—3(z—-1)+2(x—1)?2-

B

Zpét



Priklad 1.5 Zvolme uzly o = 0, z; = 1, x5 = 3. Pomoci kubického spline 3. typu interpolujte funkci f, pro kterou
zname hodnoty v uzlovych bodech f(z) =2, f(z1) =1, f(x2) = 3 a hodnoty druhé derivace f"(z¢) =2, f"(x9) =1

Reseni:
Definujme kubicky spline, t.j. po ¢astech polynomialni funkci tvaru

ao + Bo(z — 0) +y0(z — 0)* + do(z — 0)° z € (0,1),
S(z) = (13)
041+/31<l’—1)+’yl<$—1)2+51($—1)3 $€(1,3>

Je tedy treba urcit 8 koeficientu «y, 5o, Y0, do, a1, 81, 71,01 tak, aby funkce S byla kubickym splinem spnujicim v délicich
bodech intervalu (0, 3) (v uzlech) interpola¢ni podminky. Vypocteme si prvni derivaci hledaného splinu

Bo + 2707 + 3dpa? x € (0,1),
§'(x) = (14)
Bi+2vi(z — 1) + 361 (z — 1)? r € (1,3),

a druhou derivaci
2790 + 60px x€(0,1),
S"(x) = (15)
2’}/14—651(1’—1) T E (1,3>,

Pro spline plati nésledujicich 6 podminek:

S(xiy) = lim, S(x) = f(x;), pro i=0,1

I*)CCZA

S(xip1 )= lim S(x)= f(zi41), pro i=0,1 (16)

(i) = S(asy), pro i=1
S"x;_) =8"(x;;) pro i=1.

E Zpét



V pripadé spline 3. typu pridame jesté dvé podminky:
SH<.T0) = 2, S”<l’2) = 1,

Z téchto podminek dostaneme nasledujicich 8 rovnic pro 8 neznamych «;, 5;, Vi, s,

Z toho primo dostavame: ‘ao =2

OO = O =

O W w o

S O = = O

N = OO

N O O = O

Qg

ag + o + 70 + do

aq

oy + 261 + 4y + 8

B
2m
27
2714‘1251
,041:1,
Bo + 0o
B +
Bo + 3060 — [
+ 3 —
+
—2 11 00 O
1 02 -1 0 O
—2 ~ 00 1 2 4
-1 00 0 2 12
1 00 0 0 36

21

Bo + 270 + 3o,

270 + 650,

2,
1.

+ 44

+ 126,

Yo =1 ‘ Ostatni konstanty vypoc¢teme Gaussovou eliminaci z rovnic:

wno

A

Nell\V)

Nelio

Ll ]

Zpét




Kubicky spline 3. typu ma tedy tvar:

2 — Yo +a?— 52t xz € (0,1)
S(x) =

1-2(z—1)+2@x—12—L(@-1°® ze(1,3)

‘Il Zpét



Priklad 1.6 Pomoci ptirozeného kubického splinu interpolujte funkci, kterd je zadédna v tabelarni forme.

z ||0]1]2] 3
f)l1)1]0|10

Reseni: Hleddme po édstech polynomidln{ funkei tvaru
o + Bo(z — 0) + yo(x — 0)2 + do(x — 0)3 x € (0,1),
S(x)=14 aj+Bi(lr—1)+y(z—1)>2+6(z—1)> r € (1,2), (17)
g+ Bo(x — 2) + Yo — 2)* + oz — 2)3 T € (2,3).

Je tedy tfeba urcit 12 koeficientu «y, 59, Y0, 90, @1, b1, 71, 01, 2, B2, Y2, 02 tak, aby funkce S byla ptirozenym splinem
interpolujicim v délicich bodech intervalu (0, 3) (v uzlech) interpola¢ni podminky. Dale musi byt prvni derivace hledaného
splinu

Bo + 270 + 362> x € (0,1),

S'(x) =14 B+ 27z —1)+ 30 (x — 1) x € (1,2), (18)

Ba + 279(x — 2) + 302(z — 2)? r € (2,3),

a druhé derivace
290 + 60px xz € (0,1),

S"(x) =13 2y +601(z—1) z e (1,2), (19)

2799 + 692 (x — 2) x €(2,3),

spojité funkce i ve vnitinich délicich bodech intervalu (0, 3).

E Zpét



Navic prirozeny kubicky spline spliiuje dalsi dvé podminky:

Interpolaéni podminky a spojitost ve vnitinich uzlech davaji celkem 6 rovnic:

=
1 =
1 =
0 =
0 =
0 =

Oé():]_

ao+ Bo + 7 + 0o =1

041:1

ar+Bi+7+61=0

012:0

g + B2 + 72 + 02 = 10

S//(O)

= 5"(3)=0

= Lo+ +d =0

= Sitmt+o=-—

= [t tod=10

(20)

Z pozadavku spojitosti prvnich (18) a druhych derivaci (19) splinu S ve vnitinich uzlovych bodech vyplyvaji dalsi

1) S(
2) S(1_
3) S(
1) S(2-
5) S(2,
6) S(
podminky:
7) S'(1
8) S'(2
9) S"(1
10) S"(2

) =
— 5'(2,)
2
2)

-)
)=
o) =

S'(14)

(1
S//(2

= Bo+2v%+30—p=0

= fi1+ 27 + 30

= 27 +60 —29 =0

—f2=0
= 2’)/0+650—2’}/1:0

= Y + 351

= ’}/0+3(50—’)/1=0

— 7 =0

Ll ]

Zpét



Protoze S ma byt ptirozenym splinem, budou pro néj platit dalsi 2 podminky v krajnich uzlech
11) $"(0)=0 = 2y=0 =
12) 8"(3) =0 = 27 +60=0 = 2= —30
Pomoci 11) upravime 2), 7) a 9) na rovnice:
2) Bo=—6 = T)BiL=2d
9) 1 = 30y

Na zéklade 12), 2'), 7') a 9’) lze nyni zredukovat puvodnich 12 nezndmych na 4 nezndmé: dy, o1, B2, d2 , které budou
splnovat soustavu rovnic:

do + 0y + d0 = 0
550 + 51 = -1
52 - 2(52 = 10

8o + 301 — [ = 0

Tuto soustavu prepiseme do maticového tvaru a fesime napiiklad Gaussovou eliminaci.

do 01 P2 02 do 01 P2 02

1 1 0 1] o 110 1] o
5 1 0 0]-1 040 5| 1
0 0 1 —2/10|7 771001 =2 10
8 3 -1 0] 0 000 15|—45

ﬁ2:4 51:4 (50:—1‘

Y Y Y

Tedy |0, = —3

EE Zpét



Po dosazeni do vztahu 12), 2’), 7’) a 9’) bude ‘ﬁo =1 ‘, Gr=-2,m= —3‘ a ‘72 =9 ‘ Spolu s jiz zndmymi
hodnotami koeficientu ag, a, ae, 79 dostavame vsech 12 hledanych koeficientu splinu.

Ptedpis pravé zkonstruovaného splinu je tedy

1+z—a3 re(0,1),
S(z)y=¢ 1-2(x—-1)=3(x—1)*+4(x—1)3 z € (1,2),
4(x —2)+9(z — 2)? — 3(x — 2)3 r € (2,3).

‘Il Zpét



Priklad 1.7 Sestrojte uplny kubicky spline S, ktery je ddn hodnotami v uzlech x;

Si 4| -1
S0 3

Reseni: Hleddme po édstech polynomidlni funkei tvaru

ag + Bo(z +2) + oz + 2)? + do(x + 2)3 r e (—2,0),
S(r) = (21)
ay + frx + ya? + 628 x € (0,1).

Je tedy tfeba urcit 8 koeficientu «yg, fo, Y0, 0o, @1, B1,71,01  tak, aby funkce S byla dplnym splinem interpolujicim v
délicich bodech intervalu (—2,1) interpola¢ni podminky. Déle musi byt prvni derivace hledaného splinu

Bo + 270(z + 2) + 3dp(x + 2)? r e (—2,0),
S'(x) = (22)
B1 + 2vix + 30,22 r € (0,1),

a druha derivace
2790 + 660(x + 2) x € (=2,0),
§"(x) = (23)
271 + 66, z e (0,1),
spojité funkce i ve vnitinim délicim bodé intervalu (—2,1).
Navic uplny kubicky spline by mél spliovat dalsi zadané dvé podminky:

S(-2)=0 a S(1)=3. (24)

E Zpét



Napiseme nejdiive 2 rovnice pro splnéni podminek (24):
1) S(-2)=0 =
2) S'(1)=3 = [1+271+36 =3
Interpolaéni podminky a spojitost ve vnitinim uzlu davaji celkem 4 dalsich rovnic:
3) S(-2)=4 =
4) S(0-)=-1 = a+260+40+8%=-1 = y+20=-2
5) S(04)=-1 =
6) S1)=0 = a+bh+n+a=0 = ft+n+d=1
Z pozadavku spojitosti prvnich (22) a druhych derivaci (23) splinu S ve vnitinim uzlu vyplyvaji dalsi 2 podminky:
7) 5'0-) =504) = 4y +1200—F =0
8) S"(0.)=5"(0y) = 2v%+1200=2v = Y +65—7 =0

Dostali jsme tedy 5 rovnic o 5 nezndmych:
Y05 905 1,71, 01 -

Tuto soustavu zapiSeme v maticového tvaru a nasledné fesime Gaussovou eliminaci.

Tedy B = =3 b= 3= 3. fo= Bh=-%

Spolu s jiz znamymi hodnotami koeficientu «y, o, By dostavame vsech 8 hledanych koeficientu splinu, jehoz predpis
je tedy:
4-3(z+2)24 Bz +2)° z € (—2,0),
S(z) =

—1-%24+522—14° z e (0,1).

‘Il Zpét



do B m 0

Y0

do B M h

Y0

0
-1
0
1
1

4 12



2. Numericka derivace

e Priklad 2.1 Odvodte metodou neurcitych koeficientu diferencni formuli pro vypocet prvni derivace f'(z), kde
z = 1. Funkei f(x) méte zaddnu v bodech zg = —1, z1 =0, x5 = 3.

e Priklad 2.2 Odvodte metodou neurcitych koeficientt diferencni formuli pro vypocet druhé derivace f”(z), kde
z = 1. Funkei f(z) méte zaddnu v bodech zg = —1, x1 =0, x5 = 3.

e Priklad 2.3 Odvodte metodou neurcitych koeficientt diferencni formuli pro vypocet druhé derivace f”(z), kde
Z = 0. Funkci f(x) méte zaddnu v bodech xy = —1, 1 = %, To=1, 23 =2.

e Priklad 2.4 Odvodte metodou neurc¢itych koeficientu diferencni formuli pro vypocet tieti derivace f”(z), kde
Z = 0. Funkci f(x) méte zaddnu v bodech xy = —%, T = %, To =1, 13 = 2.

Cvicenti:

e Cviceni 2.1 Odvodte metodou neuréitych koeficientu diferenéni formuli pro vypocet druhé derivace f”(z), kde
Z = 2. Funkci f(x) méte zaddnu v bodech xy = 0, x1 =2, x5 = 3, z3 = 4.

e Cviceni 2.2 Odvodte metodou neuréitych koeficientu diferenéni formuli pro vypocet druhé derivace f”(z), kde
Z = 0. Funkci f(x) méte zaddnu v bodech xy = 0, 1 = 2, x5 = 3, z3 = 4.

Obsah



Piiklad 2.1 Odvodte metodou neurcitych koeficientt diferenéni formuli pro vypocet prvni derivace f'(z), kde z = 1.

3

Funkci f(r) méate zaddnu v bodech zg = =1, 21 =0, x5 = 3.

Vysledek: Formule pro vypocet prvni derivace ma tvar:

o= 2ren-r0+ 3 (3).

Reseni Zpét



Piiklad 2.2 Odvodte metodou neurcitych koeficientu diferenéni formuli pro vypocet druhé derivace f”(z), kde z = 1.

3

Funkci f(z) méate zaddnu v bodech zg = —1, 71 =0, 73 = 3.

Vysledek: Formule pro vypocet druhé derivace ma tvar:

= 2= 310+ 16 (3):

Reseni Zpét



Piiklad 2.3 Odvodte metodou neurcitych koeficientu diferenéni formuli pro vypocet druhé derivace f”(z), kde z = 0.

Funkci f(r) méte zadanu v bodech zg = —1, 71 = 2

2 IL’QZ]_, Qf3:2.

Vysledek: Formule pro vypocet druhé derivace ma tvar:

PO = g0 = 5 (5) #3000 - S

Reseni Zpét



Piiklad 2.4 Odvodte metodou neurcitych koeficientu diferenéni formuli pro vypocet tieti derivace f”(z), kde z = 0.

Funkci f(x) mate zaddanu v bodech zg = —%, xr = %, To=1, x3=2.

Vysledek: Formule pro vypocet tieti derivace ma tvar:

o= =31 (=5) +87 (3) - sr) + Erea

Reseni Zpét



Cviceni 2.1 Odvodte metodou neurcitych koeficientu diferenéni formuli pro vypocet druhé derivace f”’(z), kde = = 2.
Funkci f(x) mate zaddnu v bodech xg =0, 1 =2, xo = 3, z3 = 4.

Vysledek: Formule pro vypocet druhé derivace ma tvar:

FU0) = 2f(0) = 5£(2) + 7 f(4).

Zpét



Cviceni 2.2 Odvodte metodou neurcitych koeficientt diferenéni formuli pro vypocet druhé derivace f”(z), kde z = 0.
Funkci f(x) mate zaddnu v bodech xg =0, 1 =2, xo = 3, z3 = 4.

Vysledek: Formule pro vypocet druhé derivace ma tvar:

£1(0) = 2(0) ~ 55(2) +4§(3) = 3 /(4).

Zpét



Piiklad 2.1 Odvodte metodou neurcitych koeficientu diferenéni formuli pro vypocet prvni derivace f'(z), kde z = 1.

Funkei f(z) mdte zaddnu v bodech zg = —1, z1 =0, x5 = 2.

Reseni:
Plati formule

(@) = Cof(xo) + Crf(x1) + Cof(22).

Formule musi platit pfesné pro polynomy stupné mensiho nebo rovného 2. Za funkci f(z) postupné dosadime polynomy

Dostaneme soustavu rovnic:

—Cy + 3¢, = 1.
Co + 930, = 2
Soustavu vytesime Gaussovou eliminaci:
1 1 10 1 1 10 1 1 1]0 11 1| 0
-1 0 31 )~ 2032|~[0 25[2]~[02 5|2
1 %2 4 0 98 0 —4 5|8 0 0 15[12
Zpétnou eliminaci dostavame: Cy = %, Ci=-1,Cy= % Hledana formule ma tedy tvar:

= 2ren- 10+ 3 (3).

Zpét



Piiklad 2.2 Odvodte metodou neurcitych koeficientu diferenéni formuli pro vypocet druhé derivace f”(z), kde z = 1.

Funkei f(z) mdte zaddnu v bodech zg = —1, z1 =0, x5 = 2.

Reseni:

Plati formule

(@) = Cof(xo) + Cof(x1) + Cof(2).

Formule musi platit pfesné pro polynomy stupné mensiho nebo rovného 2. Za funkci f(z) postupné dosadime polynomy

1, z, z°.

Dostaneme soustavu rovnic:

—Cy + 3¢, =0
Co + 930, = 2
Soustavu vytesime Gaussovou eliminaci:
1 1 10 1 1 110 1 1 110 11 110
-1 0 3/0 |~ -=203l0]|~[0 25/0]~[02 50
1 212 4 0 9|8 0 —4 518 0 0 158
Zpétnou eliminaci dostavame: Cy = %, C = —%, Co = %. Hledana formule ma tedy tvar:

= 2= 310+ 2 (3).

Zpét



Piiklad 2.3 Odvodte metodou neurcitych koeficientu diferenéni formuli pro vypocet druhé derivace f”(z), kde z = 0.

Funkci f(z) méte zaddnu v bodech zg = —1, 71 = 3, 25 =1, 23 = 2.

2
Reseni: Plati formule

f'(z) = Cof(zo) + Cof(w1) + Cof (z2) + Caf(xs).

Formule musi platit pfesné pro polynomy stupné mensiho nebo rovného 3. Za funkci f(z) postupné dosadime polynomy

1, z, 2%, 3.
Dostaneme soustavu rovnic:
Co + Ci, + Cy + (C3 =0
—CO + %Cl + 02 -+ 203 = O
Co + 3C1 + Cy + 4C; = 2
—Co + 3C1 + Oy + 8C5 = 0
Soustavu vytesime Gaussovou eliminaci:
1}110 1 11 110 1 1 1 1]o0 111 10 111 1] 0
-1 5 1 2|0 21 2 410 0 3 4 6|0 034 6|0 034 6| 0
1%142 4 1 4 16|8 0 -3 0 128 0 0 4 18|8 0 0 4 18] 8
—1%180 -8 1 8 6410 0 9 16 72|10 0 0 4 54|0 0 00 36|-8
Zpétnou eliminaci dostavame: C3 = —%, Cy,=3,C, = —%, Cy = g. Hledana formule ma tedy tvar:
7 32 1 2
"0)Y==f(-1)— —Ff [ = 31 (1) — =7(2).
PO =10 - 51 (3) + 300 - 5

Zpét



Piiklad 2.4 Odvodte metodou neurcitych koeficientu diferenéni formuli pro vypocet tieti derivace f”(z), kde z = 0.

ZL‘1:1 IQZL J,‘3:2.

Funkei f(z) mdte zaddnu v bodech zo = —3, 7
Resent:
Plati formule

(@) = Cof(wo) + Crf(x1) + Cof (x2) + Cs f(3).

Formule musi platit pfesné pro polynomy stupné mensiho nebo rovného 3. Za funkci f(z) postupné dosadime polynomy

1, =, 2, 3.
Dostaneme soustavu rovnic:
Co + Ci + Cy + (C3 =0
—%Cg + %Cl + Oy + 205 = 0
%100 + %Cl + CQ -+ 403 = O ’
—2Co + :C1 + C, + 8C3 = 6
Soustavu vytesime Gaussovou eliminaci:
}}110 111 1]0 111 1]0 111 1]0 111 1]0
-3 3 1 2]0 -1 12 4|0 023 5|0 023 5[0 023 5[0
}1}1140 1 1 4 16| 0 00 3 15] 0 0 03 15] 0 0 03 15] 0
—%%186 -1 1 8 6448 0 2 9 6548 0 0 6 60148 0 0 0 30148
Zpétnou eliminaci dostavame: C3 = g, Cy=-8,0C,=8,Cy= —g. Hledana formule ma tedy tvar:

=30 (-1 s (2) s+ S

Zpét



3.

Numericka integrace

Priklad 3.1 Odvodte metodou neurcitych koeficientu formuli pro vypocet integralu

/02 f(z)dz.

Funkei f(z) mate zaddnu v bodech 2o = —1, 1 =0, 2o = 2.

Priklad 3.2 Odvodte metodou neuré¢itych koeficientu formuli pro vypocet integralu

/0 2 f()dz .

Funkci f(z) mate zaddnu v bodech g = —1, x; =0, 29 = 2, x3 = 3.

Priklad 3.3 Odvodte metodou neuré¢itych koeficientu formuli pro vypocet integralu

/0 " f@)de

Funkei f(z) mate zaddnu v bodech zg = —1, 21 =0, x5 =

N[ —=

,1‘3:1.

Priklad 3.4 Odvodte metodou neurcitych koeficientu formuli pro vypocet integralu

/01 f(z)dx.

Funkci f(x) mate zaddanu v bodech zo =0, 77 = %, To = %, r3 = 1.

]

Obsah



Cviceni:

e Cviceni 3.1 Odvodte metodou neurcitych koeficientu formuli pro vypocet integralu

/0 1 f(x)dz .

Funkci f(x) mate zadénu v bodech 29 =0, 1 = 3, 22 = 1.

e Cviceni 3.2 Odvodte metodou neurcitych koeficientu formuli pro vypocet integralu

/03 f(z)dz.

Funkei f(z) mate zaddnu v bodech zy =0, 1 = 2, 2o = 3.

Kl

Obsah



Priklad 3.1 Odvodte metodou neurcitych koeficientu formuli pro vypocet integralu

/0 " fa)de.

Funkci f(z) mate zaddanu v bodech zy = —1, x; =0, 29 = 2.

Vysledek: Formule pro vypocet integralu ma tvar:

| rerde = =50+ 210 + 1.

Reseni Zpét



Priklad 3.2 Odvodte metodou neurcitych koeficientu formuli pro vypocet integralu

/02 f(z)dx

Funkci f(x) mate zaddanu v bodech g = —1, z1 =0, x9 = 2, 23 = 3.

Vysledek: Formule pro vypocet integralu ma tvar:

[ 1= 21+ G0+ g1 - 2o

Reseni Zpét



Priklad 3.3 Odvodte metodou neurcitych koeficientu formuli pro vypocet integralu

/01 f(z)dx

Funkci f(r) méte zadanu v bodech zp = —1, 21 =0, 23 = 5, 3= 1.

Vysledek: Formule pro vypocet integralu ma tvar:

[ s =0+ 2 (3) + g

Reseni Zpét



Priklad 3.4 Odvodte metodou neurcitych koeficientu formuli pro vypocet integralu

/ fla

To =%, x3 = 1.

Funkei f(z) mate zaddnu v bodech zq = 0, z; = 3

37
Vysledek: Formule pro vypocet integralu ma tvar:

[ o= Lo+ 3 (3) + 2 (3) + 0

Reseni Zpét



Cviceni 3.1 Odvodte metodou neurcitych koeficientu formuli pro vypocet integralu

/0 " fa)de.

Funkci f(z) mdte zaddnu v bodech 2 = 0, 21 = 5, x5 = 1.

Vysledek: Formule pro vypocet integralu ma tvar:

| rerde = 21G)+ 310

Zpét



Cviceni 3.2 Odvodte metodou neurcitych koeficientu formuli pro vypocet integralu

/0 " )

Funkei f(z) mate zadanu v bodech zo =0, x; = 2, 29 = 3.

Vysledek: Formule pro vypocet integralu ma tvar:

9

| rerde = 110+ 3502

Zpét



Priklad 3.1 Odvodte metodou neurcitych koeficientu formuli pro vypocet integralu

/0 " fw)de.

Funkei f(z) mate zaddnu v bodech zp = —1, 1 =0, a9 = 2.
Reseni:
Plati formule

/o f(@)dr = Cof(zo) + Crf(z1) + Cof(w2).

Formule musi platit pfesné pro polynomy stupné mensiho nebo rovného 2. Za funkci f(x) dosadime polynomy

2

1, x, z°.
Dostaneme soustavu rovnic: )
Co + Cl + CQ = fO dz = 2
—Cy + 20y, = f02 xdr = 2.
Cy + 4Cy = 02 w?de = 3§
Soustavu vyfesime Gaussovou eliminaci:
11 1(2 1 1 1|2 11 1| 2
-1 0 2|2 ~(0 134~ 0123]| 4
10 4|8 0 -1 3|2 00 6|4
Zpétnou eliminaci dostavame: Cy = %, Ci = %, Co = —%. Hledand formule ma tedy tvar:

| r@de = =510+ 3500+ 1)

Zpét



Priklad 3.2 Odvodte metodou neurcitych koeficientu formuli pro vypocet integralu

/02 f(z)dx.

Funkci f(x) mate zaddanu v bodech g = —1, z1 =0, x9 = 2, 23 = 3.
Reseni:
Plati formule

/0 f@)dr = Cof(xo) + Cof(er) + Caf(xs) + Cf(xs).

Formule musf platit pfesné pro polynomy stupné mensiho nebo rovného 3. Za funkci f(z) dosadime polynomy 1, z, 2%, 3.
Dostaneme soustavu rovnic:

Co + C + G + C = [ldz = 2
~Co + 20 + 3C; = [ladr = 2
Co + 4Cy + 9C3 = f02$2d$ = %
—Co + 8C, + 21C; = [fa%dr = 4
Soustavu vyfesime Gaussovou eliminaci:
111 12 1 11 1|2 111 1] 2 1 11 1 2
-1 0 2 3|2 0 1 3 4|4 013 4] 4 013 4| 4
104 93 0 -1 3 8|2 006 12|4 006 12 &
-1 0 8 274 0 1 9 28|6 0 0 6 24| 2 00012—%
Zpétnou eliminaci dostavame: C3 = —%, Cy = %, = 1791, Co = —%. Hledana formule ma tedy tvar:

| re)de = <31+ G10)+ @) - 56).

Zpét



Priklad 3.3 Odvodte metodou neurcitych koeficientu formuli pro vypocet integralu

1

f(z)dx.

0
Funkei f(z) mate zaddnu v bodech g = —1, 21 =0, x5 = %, x3 = 1.
Resent:
Plati formule

/01 f(x)dr = Cyf(zo) + Crf(x1) + Cof(22) + Cs.f(w3).

Formule musi platit presné pro polynomy stupné mensiho nebo rovného 3. Za funkei f(x) dosadime polynomy 1, z, x*, x*.
Dostaneme soustavu rovnic:

Co + Cl + CQ + Cg = folddi =1

—Co + %CQ + 03 = f;%dl’ = %

Co + iC2 + (O3 = folirj?dx = %

—Co —+ %Cg —+ Cg = folxsdl‘ = le

Soustavu vytesime Gaussovou eliminaci:

111 1]1 1 1 1 1] 1 111 1]1 111 1]1
-10 1 1|3 o 1 22 3 013 23 012 23
1ot i f7]lo -1 -2o0|-2[T]loo0o22/2]|7[0oo0 3 2|2
-10 ¢ 1|3 o 1 g2 2 002 0|3 000 2|3

Zpétnou eliminaci dostavame: C3 = %, Cy = %, Ci = %, Cy = 0. Hledand formule ma tedy tvar:

1 2 1 1
x)dmzaf(())—i-gf (5) —l—éf(l).

O\H
~
~—~

Zpét



Priklad 3.4 Odvodte metodou neurcitych koeficientu formuli pro vypocet integralu

Funkci f(z) mate zaddnu v bodech zq =0, z; =

Resenti:
Plati formule

11
0 3
0 3
0 %

Zpétnou eliminaci dostavame: C3 =

[N}
Nl o oo

1

1
1
1

IS = O N =t

o O O+

27
Soustavu vytesime Gaussovou eliminaci:

Ch
%Cl +

%Cl +
Ch

1
37

NoRGUIN

\]

no
Nlo o cono

oolw

/1
0
To =

[ W NIwW =

, Co = %. Hledand formule m4 tedy tvar:

0+31(3)+3(3) + -

SERSERSIN

f

W

+ + + o+

(r)dx
y L3

Cs
Cs
Cs
Cs

o O O

1.

1
1
0

0

fol dx
fol rdz
fol r?dx
fol r3dx

DN N

1
3
6

24

NI W =

21

4

/01 f(x)dr = Cyf(xo) + Crf(x1) + Cof (22) + Csf(w3).

Formule musi platit presné pro polynomy stupné mensiho nebo rovného 3. Za funkci f(z) dosadime polynomy 1, z, x
Dostaneme soustavu rovnic:

—_

= Wi N

o O =

e}

oS O ==

S NN

Sy O W

B0 N N[W =

2 3

, T,

Zpét



4. Numerické metody linearni algebry

e Priklad 4.1 Necht je dana matice

0,4 0,2 0,3 00 0,0
0,1 0,6 0,0 0,0 0,0
A=1100 0,3 =-0,5 0,0 0,1
0,1 0,3 0,0 00 0,2
0,0 0,1 0,5 0,0 —0,1
Zjistéte, zda je spektralni polomeér r4 mensi nez 1.
o Priklad 4.2 Necht je dana matice
8 1 =2 1 -1
12 0 0 0
A= -1 1 4 -1 0
11 1 5 1
0O 0 -1 1 4

Zjistéte, zda jsou vSechna vlastni ¢isla matice A nezaporna.
o Priklad 4.3 Zjistéte, zda lze soustavu linearnich rovnic

61‘1 + T + 35(13 =
6£L‘2 + T3 + 31‘4 =

203 + x4 =

Ty + 21’2 + T3 + 833'4 =

N — N

fesit Jacobiho nebo Gauss-Seidelovou iteracni metodou a provedte jednu iteraci témito metodami. Za nultou apro-
ximaci zvolte vektor (1,1,1,1)T.
IZI Obsah



o Priklad 4.4 Zjistéte, zda soustavu linearnich rovnic

556’1 + 21172 = 1
21’1 + 51‘2 + 2I3 = 2
209 + drg + 24 = —1

2%3 + 5(K4 = 3

lze tesit SOR iteraéni metodou a provedte jednu iteraci touto metodou. Za nultou aproximaci zvolte vektor
(1,1,1,1)". Pouzijte w = 1, 2.

o Priklad 4.5 Zjistéte, zda je soustava Spatné podminéna

4521 4+ 3lzy = 192,5
1621 + 1lzy = 68,4.

Vypoctéte TeSeni soustavy a feSeni soustavy s trochu pozménénou pravou stranou b= (192, 49;68,43)T. Vypoctéte
relativni chybu feseni?

o Priklad 4.6 Zjistéte, zda je soustava Spatné podminéna

4ZE1 + ) - T3 = 4
3!131 + 21‘2 — 31’3 = 2
20551 — 201‘2 + 41 r3 = 41.

Vypoctéte feseni soustavy a feSeni soustavy s trochu pozménénou pravou stranou b= (4,2,40)7. Jak se od sebe
obé Teseni 1isi?

E m Obsah



o Priklad 4.7 Zjistéte, zda je soustava Spatné podminéna

41‘1 + i) — T3 + x4 = 5
3 I + 2 ) — 3 T3 + Ty = 3
2 T - 2 To + 4 T3 + x4 = 3
20 rT — 20 To + 41 T3 + Ty = 42.
Pouzijte odhad ¢isla podminénosti.
Cviceni:
e Cviceni 4.1 Zjistéte, zda je soustava Spatné podminéna

T + T2 — T3 = 50

—x7 + 50 To — T3 = —1

T + 2 i) — I3 = 51.

Vypoctéte feseni soustavy a feSeni soustavy s trochu pozménénou pravou stranou b= (51, —1,50)T. Jak se od sebe
obé feseni lisi? .

e Cviceni 4.2 Zjistéte, ¢islo podminénosti matice

-1 0 0
0 -2 0
—-199 0 200

K vypoc¢tu vyuzijte normu ||.||; a spektralni normu ||.||..

E Obsah



Priklad 4.1 Necht je dana matice

0,4 0,2 0,3 0,0 0,0
0,1 0,6 0,0 0,0 0,0
A=100 03 -0,5 00 01
0,1 0,3 0,0 0,0 0,2
0,0 0,1 0,5 0,0 —0,1

Zjistéte, zda je spektralni polomeér r4 mensi nez 1.

Vysledek: Spektalni polomér r4 = 0,9 < 1.

Reseni Zpét



Priklad 4.2 Necht je dana matice

8§ 1 -2 1 -1
1 2 0 0 O
A=|-1 1 4 -1 0
11 1 5 1
0O 0 -1 1 4

Zjistéte, zda jsou vSechna vlastni ¢isla matice A nezaporna.

Vysledek: Vsechna vlastni ¢isla jsou > 0.

Reseni Zpét



Priklad 4.3 Zjistéte, zda lze soustavu linedrnich rovnic

6.731 + To + 3I3
6ra + 13

21’3

Ty + 229 + 23

+ 31E4
+ x4
+ 8.CE4

N — DN

resit Jacobiho nebo Gauss-Seidelovou iteracni metodou a provedte jednu iteraci témito metodami. Za nultou aproximaci

zvolte vektor (1,1,1,1)7.

Vysledek: Matice je diagondlné dominantni a irreducibilni, 1ze pouzit Jacobiho i Gauss-Seidlovu metodu.

Prvnf iterace Jacobiho metodou (z)' = (—3,—3,0,—1)".
Q)T

Prvni iterace Gauss-Seidlovou metodou (z)! = (=%, —3,0, 3

ReSeni

Zpét



Priklad 4.4 Zjistéte, zda soustavu linedrnich rovnic

51’1 + QIQ = 1
21’1 + 53172 + 2[)33 = 2
21’2 + 5I3 + 2[174 = —1

2.2133 + 5234 = 3

Ize fesit SOR itera¢nf metodou a provedte jednu iteraci touto metodou. Za nultou aproximaci zvolte vektor (1,1,1,1)7.
Pouzijte w =1, 2.

Vysledek: Vlastni ¢isla matice jsou
A = 8§,23607;6,23607; 3,76393; 1, 76393.

Matice je pozitivné definitni a symetricka. Muzeme pouzit SOR metodu.
Prvni iterace je: (z)' = (—0,44;0,0112; —0,925376; 0, 96418) "

Reseni Zpét



Priklad 4.5 Zjistéte, zda je soustava Spatné podminéna

4521 4+ 3lzy = 192,5
161 + 1lzy = 68,4.

Vypoctéte Teseni soustavy a feSeni soustavy s trochu pozménénou pravou stranou b = (192,49;68,43)". Vypoctéte
relativni chybu teseni?

Vysledek:
Soustava je Spatné podminéna. Cislo podminénosti: k = 4636.

Resenf soustavy s pravou stranou b = (192,5;68,4)" je £ = (2,9;2)".

Reseni soustavy s pravou stranou b = (192, 49;68,43)T je & = (3,94;0,49)7.

|6 — bl
16]11

|2 — z[h

= 0,000153.
||iBHl

Relativni chyba teseni = 0,52 je vyrazné vétsi nez relativni chyba pravé strany

Reseni Zpét



Priklad 4.6 Zjistéte, zda je soustava Spatné podminéna

4.731 + ) - T3 = 4
3r1 + 229 — 33 2
201‘1 - 201’2 + 41 r3 = 41.

Vypoctéte teseni soustavy a feSeni soustavy s trochu pozménénou pravou stranou b = (4,2, 4O)T. Jak se od sebe obé
feSeni 1isi?

Vysledek: Soustava je $patné podminénd. Cislo podminénosti: £ = 2745.

Resenf soustavy s pravou stranou b = (4,2,41)" je £ = (1,1,1)7.

Reseni soustavy s pravou stranou b = (4,2,40)7 je & = (g, —%, 0)r.

|z — ||

[E2IR

16— bllx

Relativni chyba feseni
16113

= 0,021.

= 1 je vyrazné vétsi nez relativni chyba pravé strany

Reseni Zpét



Priklad 4.7 Zjistéte, zda je soustava Spatné podminéna

41’1 +
31‘1 +
21‘1 —
20271 -

Pouzijte odhad ¢isla podminénosti.

Vysledek: Soustavu lze povazovat za $patné podminénou. Cislo podminénosti: k£ > 196.

T2
2[E2
QIQ

20 i)

+

Zs3
3.173
41’3

41 XT3

+ o+

Ty
Ty
Ty
Ty

W W Ut

42.

ResSeni

Zpét



Cviceni 4.1 Zjistéte, zda je soustava Spatné podminénd

T + T2 — T3 = 50
—x7 + 50 To — T3 = —1
T + 2[1)2 — I3 = 51.

Vypoctéte feseni soustavy a feSeni soustavy s trochu pozménénou pravou stranou b= (51, —1,50)". Jak se od sebe obé
reSeni lisi? .
Vysledek: Soustava je $patné podminénd. Cislo podminénosti: £ = 2703.

Resenf soustavy s pravou stranou b = (50, —1,51)" je = = (50,1,1)".

Resen{ soustavy s pravou stranou b = (51,—1,50)" je & = (%, — ,—lg—l)T.
- el R o . [b—bl: .
Relativni chyba feSeni W = 1,96 je vyrazné vétsi nez relativni chyba pravé strany W = 0,0196.
Tl 1

Zpét



Cviceni 4.2 Zjistéte, ¢islo podminénosti matice

-1 0 0
0 -2 0
=199 0 200

K vypoctu vyuzijte normu ||.||; a spektralnf normu |.||..

Vysledek: Pro normu ||.||; je x1(A) = 399, pro spektralni normu |||, je k.(A) = 398,0087. Matici muzeme povazovat
za Spatné podminénou.

Zpét



Priklad 4.1 Necht je dana matice

Zjistéte, zda je spektralni polomeér r4 mensi nez 1.

Reseni:

Pomoci Gersgorinovych krouzkt najdeme mnozinu X C C, ve které lezi vSechna vlastni ¢isla.

Pro krouzky plati

Ki = {reC |>\_aiz’|§2‘(l@'j|}, 1=1,...,n,
=1

coooo
— W W o N
I

0,3 0,0 0,0
0,0 0,0 0,0
0,5 0,0 0,1
0,0 0,0 0,2
0,5 0,0 —0,1

{Ne G,
{NeC;
{Ne G,
{Ne G,
{NeC;

IA—0,4] < 0,5}
IA—0,6]<0,1}
IA+0,5] < 0,4}
Al < 0,6}

IA+0,1| < 0,6}

]

Zpét



Gersgorinovy krouzky jsou znazornény na nasledujicim obrazku:

-1

Vsechna vlastni ¢isla A lezi v mnoziné K (na obrazku zelené zndzornénd). Plati tedy |A\| < 0,9. Spektdlni polomeér

ra = 0,9 < 1.
.lZpét



Priklad 4.2 Necht je dana matice

— = DN =

0 0 —

Zjistéte, zda jsou vSechna vlastni ¢isla matice A nezaporna.

Reseni:

Pomoci Gersgorinovych krouzki najdeme mnozinu K C C, ve které lezi vSechna vlastni ¢isla.

Pro krouzky plati

Ki={)eC |/\_aii|§2|azj|}, 1=1,...,n,
7=1

Ky
Ko
Ks
K4

— =R O N
|

—_ Ol = O

=~ - O O

=1

{NeC;
{Ne G,
{NeC;
{NeC;
{Ne G,

A -8 <5)
A-2f< 1)
A—4] <3}
A— 5] <4)
I\ — 4] < 3}

]

Zpét



Gersgorinovy krouzky jsou znazornény na nasledujicim obrazku:

Vsechna vlastni ¢isla A lezi v mnoziné K (na obrazku zelené znazornénd). Plati tedy A > 0.

.l Zpét



Priklad 4.3 Zjistéte, zda lze soustavu linedrnich rovnic

61‘1 + T2 + 35(]3 =
61‘2 + XT3 + 3.1‘4 =

203 + x4 =

Ty + 2952 + T3 + 8.1'4 = 2

— N =

fesit Jacobiho nebo Gauss-Seidelovou iteracni metodou a provedte jednu iteraci témito metodami. Za nultou aproximaci
zvolte vektor (1,1,1,1)".

y Ty

Reseni: Matice soustavy

A:

—_ o oo
C vo o
N = W
00— w o

Nejdrive ovérime, ze je matice diagondlné dominantni, tj. ze plati:

n
lail > D ag].
=Lt
Matice je zfejmé diagonalné dominantni.
Déle ovéifme, Ze je matice irreducibilni. ProtozZe je matice nezdporné, staci ovéfit, Ze matice A"~! > 0, v nasem piipadé
n = 4. Vypocteme tedy matici A3.

36 12 25 6 222 120 176 109
3 42 11 43 61 341 116 481

3 = 2 . = . prm—
AT=A7-4 1 2 5 10 4 16 33 25 91
14 29 15 71 155 330 172 670

Protoze matice A% mé vSechny prvky kladné, je matice A irreducibilni.

E Zpét



Nyni vypocteme prvni iteraci pomoci Jacobiho metody:

Pro () = (1,1,1,1)" dostdvame

(z1)"
()"
(w3)"
(4)"

()" = éii <bi_ Z aij(Ii)())-

J=1,i#]
= 1(1 1-1-3-1-0-1) = 1
6 2
1 1
= -2-0-1—-1-1-3-1) = —=
6( ) 3
1
— 5(1—0-1—0-1—1-1):0
1 1
= (2-1-1-2-1—-1-1) = —=.
8 4

Nyni vypocteme prvni iteraci pomoci Gauss-Seidlovy metody:

(fl?i)l =

Pro (z)° = (1,1,1,1)7 dostdvame
(z1)" =

(1“2)1 =
(3?3)1 =

(za)' =

U metody SOR nemame zarucenu konvergenci, protoze matice soustavy neni symetricka.

éu’ (b,- - z_:aij(azi)l — Z al-j(xi)(]) :

j=it1
L 1iios1-0.1) = 2
6 2
L oy oosa) = AL
6 2 3
i 1 1
(10 (=)0 (=2)—-1-1) =
s (105 -0 p-101) =0
1 1 1 19
(21 (=3)=2.(=2)+1-0) = —.
8( (=3)=2- (=)~ ) 18

‘Il Zpét



Priklad 4.4 Zjistéte, zda soustavu linedrnich rovnic

51’1 + 2.172 = 1
21’1 + 51‘2 —I— 2I3 = 2
29 + drg + 2z4 = —1

2333 + 5334 = 3

Ize fesit SOR itera¢ni metodou a provedte jednu iteraci touto metodou. Za nultou aproximaci zvolte vektor (1,1,1,1)7.
Pouzijte w =1, 2.

Reseni:
Matice soustavy:

5 2 00

2520

A= 0 25 2

00 25

Nejdrive ovérime, ze matice A je symetricka, tj. ze plati:
Q5 = Qjg, 2,j:1n

Déle ovérime, ze matice je pozitivné definitni. K tomu nam staci ovérit, ze vlastni ¢isla matice A jsou kladna. Vlastni
¢isla si vypocteme z rovnice

det(A—AE) = (5—-N)*'—=12(5-X)*+16 = 0.

P1i vypoctu determinantu jsme pouzili rozvoj podle prvniho radku.
Po substituci z = (5 — A)? dostaneme kvadratickou rovnici

22— 122416 = 0.

Resenfm této rovnice je z12 =6 %+ 2¢/5.

E Zpét



Odtud dostaneme

A = 5—1/6+2V5 = 1,76393
Xy = 5+1/6+2V5 = 8,23607

A3 = 5—1/6—2V5 = 3,76393
M = 5+1/6-2V5 = 6,23607
Vlastni ¢isla jsou kladna, matice je tedy pozitivné definitni. Muzeme pouzit SOR metodu:
1 0 - 0
xl():(l—w)()+gzz<bi—jl ];1%”),@':1,...,4.

Pro ¥ = (1,1,1,1)7 dostavame

1,2
oV = (=02)- 14+ 27 (1-2-1) = ~0,44
1,2
2V = (_0.2)-1+’?(2—2-(—0,44)—2-1) = 0,0112
(1) 1,2
2 = (_0‘2).1+_5 (=1—-2-0,0112—2-1) = —0,925376
(1) 1,2
O — (—0.2)-1+?(3—2-(—0,925376)) = 0,96418.

‘Il Zpét



Priklad 4.5 Zjistéte, zda je soustava Spatné podminéna

4521 4+ 3lzy = 192,5
161 + 1lzy = 68,4.

Vypoctéte Teseni soustavy a feSeni soustavy s trochu pozménénou pravou stranou b = (192,49;68,43)". Vypoctéte
relativni chybu teseni?

Reseni: Matice soustavy:

45 31
A= { 16 11 } ‘
Vypocteme ¢islo podminénosti matice:
k= A A7,
Nejdifve uréime inverzni matici A=
PR ap —an ] _ 1 [ 11 -16] _ [-11 31
det A | —aio ai —1| =31 45 16 —45 |~
Cislo podminénosti s = [|A||,[|[A~Y|, = 61-76 = 4636.
Resenf soustavy s pravou stranou b = (192,5;68,4)" je £ = (2,9;2)".
Resen{ soustavy s pravou stranou b = (192,49;68,43)" je = (3,94;0,49)".
i — b—b
Relativni chyba feseni % = 0,52 je vyrazné vétsi nez relativni chyba pravé strany % = 0,000153.
It 1

Zpét



Priklad 4.6 Zjistéte, zda je soustava Spatné podminéna

4.731 + ) - T3 = 4
31‘1 + 23[’2 — 31’3
20$1 - 201’2 + 41 r3 = 41.

Il
DO

Vypoctéte teseni soustavy a feSeni soustavy s trochu pozménénou pravou stranou b = (4,2,40)7. Jak se od sebe obé
reSeni lisi?

Reseni: Matice soustavy:

4 1 -1
A = 3 2 =3
20 —20 41
Vypocteme ¢islo podminénosti matice:
ko= [AIATY).
Nejdifve uréime inverzni matici A=
. My —Myn M| [ 22 183 —100]" z 2 1
-1 — —M21 M22 —M23 = —= —21 184 100 = _183 184 9
det A 5 5 5 5
Mz —Msy Mz -1 9 5 —-20 20 1

M;; je minor matice A, tj. determinant z matice, kterd vznikne z matice A vynechdnim i—tého fadku a j—tého sloupce.

Cislo podminénosti x = ||Al|; ||JA7Y||y = 45-61 = 2745. Pouzili jsme zde sloupcovou normu ||.|;.
Resen{ soustavy s pravou stranou b = (4,2,41)" je z = (1,1,1)".

Regeni soustavy s pravou stranou b = (4,2,40)7 je & = (2,-2,0)".

|z — ||,

(eI

16— bl

Relativni chyba teseni
1612

= 1 je vyrazné vétsi nez relativni chyba pravé strany = 0,021.

Zpét



Priklad 4.7 Zjistéte, zda je soustava Spatné podminéna

Pouzijte odhad ¢isla podminénosti.

Reseni: Matice soustavy:

4]31 + i) — T3 +
31‘1 + 2%2 — 3I’3 +
21‘1 — 2352 + 41’3 +
20y — 20y + 4laxs +
4 1 -1

3 2 =3

4= 2 =2 4

20 —20 41

Odhadneme shora ¢islo podminénosti matice:

Zvolme napft. vektor y = (0,2, 1,

_1)T

Iyl
> Al 5
Ay’

4 1 -1
3 2 -3
]2 —2 4

20 —20 41

Iyl
ko> ||AlL
| Ayl

—_ = = =

—_ = = =

Ty
Ty
Ty
Ty

W W Ot

42.

kde y je vhodny vektor.

Zpét



5. Numerické reSeni nelinearnich rovnic
e Priklad 5.1 Pomoci metody puleni intervalu najdéte koreny rovnice
¢ —x? =0
s presnosti € = 0,01.
e Priklad 5.2 Pomoci jedné z metod secen najdéte koreny rovnice
-2 =0
s presnosti ¢ = 0, 01.
e Priklad 5.3 Newtonovou metodou feste soustavu nelinearnich rovnic

P44 = Y¥P4+2y+1

P = 4-5y.

Pro vypocet kotene v I. kvadrantu volte poc¢atecéni aproximaci Xy = [0, 0]. Vypocitejte prvni dvé aproximace feseni.
Vypocet ukoncete, jestlize pro dvé nésledujici iterace metody je || Xy — Xyy1]l1 < € , pro zadanou presnost € = 0, 1.

Obsah



Priklad 5.1 Pomoci metody puleni intervalu najdéte koteny rovnice

s presnosti € = 0,01.

Vysledek: Rovnice méa jeden kofen. Separacni interval je (—1,0). Metoda pileni intervalu konverguje vzdy. Postupné
iterace jsou

rg = —1

ry = 0

To = —0,5

x5 = —0,75

ry = —0,625
x5 = —0,6875
xg = —0,71875
z; = —0,703125

Protoze f(z7 —¢)f(x7 +¢) = —0.00036 < 0, lezi hledany kofen « v intervalu (z7 — €, 27 + €), plati tedy |a — z7| < e.
a = —0,703125 s presnosti 0,01.

Reseni Zpét



Priklad 5.2 Pomoci jedné z metod se¢en najdéte koteny rovnice

s presnosti € = 0,01.

Vysledek: Zvolme xy = —1 a x1 = 0. Postupné pocitame aproximace metodou secen:

xe = —0,6127, |z9 — 21| = 0,6127 > 0,01

x3 = —0,69344, |x3 — x| = 0,08074 > 0,01

xy = —0,702383, |r4 — x3] = 0,008943 < 0,01

Ozna¢me z* presné feseni. Protoze |z4 — x*| < 0,01, nasli jsme ptiblizné feseni x4 s presnosti € = 0, 01.

Reseni Zpét



Priiklad 5.3 Newtonovou metodou feSte soustavu nelinedrnich rovnic

P 4+4r = Y¥*4+2y+1

P = 4-5y.
Pro vypocet kofene v 1. kvadrantu volte pocdteéni aproximaci Xy = [0,0]. Vypocitejte prvni dvé aproximace feseni.
Vypocet ukoncete, jestlize pro dvé nasledujici iterace metody je || Xx — Xyy1]/1 < € , pro zadanou presnost € = 0, 1.

Vysledek:
Prvni iterace X; =1[0,65; 0,8], | Xo— Xi|1 =1,45>0,1,
druhd iterace X5 = [0,63610; 0,71911], || X7 — X3} =0,09479 < 0, 1.

Reseni Zpét



Priklad 5.4
Vysledek:

Reseni Zpét



Priklad 5.1 Pomoci metody puleni intervalu najdéte koteny rovnice

" — 12 =0

s presnosti € = 0,01.
Reseni:
Nakreslime grafy funkei fi(z) =e

-1.0 -0.8 -0.6 -04 -0.2

Z obréazku plyne, 7Ze rovnice mé pravé jeden kofen a za separa¢ni interval muzeme vzit (—1,0). Oznac¢me f(z) = e® — 22
Zvolme o = —1 a 1 = 0 Metodou puleni intervalu dostaneme postupné iterace:
xe = —0,5. Protoze f(—1)f(—0,5) = —0,22537 < 0, budeme pulit interval (—1; —0,5).
x3 = —0,75 a zaroven f(—0,75)f(—0.5) = —0,032135 < 0, budeme pulit interval (-0, 75; —0,5).
xy = —0,625 a zéroven f(—0,625)f(—0.75) = —0,013036 < 0, budeme pilit interval (-0, 75; —0, 625).
w5 = —0,6875 a zdrovenn f(—0,6875) f(—0.75) = —0,0027198 < 0, budeme pilit interval (—0, 75; —0, 6875).
xg = —0, 71875 a zdroven f(—0,71875)f(—0,6875) = —0,00088234 < 0, budeme pulit interval (—0,71875; —0, 6875).
r7 = —0,703125
Ovérime, zda x; vyhovuje jiz presnosti € = 0.01.
Protoze f(xz7 —e)f(x7 +¢) = —0.00036116 < 0, lezi hledany kofen a v intervalu (z7 — e, x7 + ¢), plati tedy |o — 27| < €.
a = —0,703125 s presnosti 0,01.
Zpét



Priklad 5.2 Pomoci jedné z metod se¢en najdéte koteny rovnice

s presnosti € = 0,01.

Reseni: Zvolime nasledujici metodu secen

I xo f(xr) — 2 f(20)
e f(xk> - f(Io)

k=1,2,...

Separacni interval muze byt (—1,0) (viz pfedchozi piiklad). Musime ovérit predpoklady této metody.
Protoze f'(z) = e® — 2x je klesajici na intervalu (—1,0) a f/(0) = 1, plati f’(z) > 0 na intervalu (—1,0).
Déle f"(z) = e —2 < 0 na intervalu (—1,0).

Zvolme bod x tak, aby splioval podminku f(z¢)f”(xq) > 0, tj. xy = —1. Prvni iterace x; musi lezet v separa¢nim
intervalu. Zvolime tedy x; = 0.
Danou metodou poc¢itdme postupné iterace zo = —0,6127, |xe — 21| = 0,6127 > 0,01

x3 = —0,69344, |z3 — 25| = 0,08074 > 0,01

xy = —0,702383, |z4 — x3| = 0,008943 < 0,01

Je tieba se presvédcéit, zda |ry — x*| < 0,01, kde x* znaéi presny koten.

Vypocteme hodnoty f(z4 — 0,01) = —0,0170157 a f(x4 + 0,01) = 0,0209878. Protoze f(x4 — 0,01) f(z4 4+ 0,01) <O
lezi presny koten v intervalu (x4 — 0,01; 24 4+ 0,01), tj. |24 — 2*| < 0,01. Nasli jsme tedy pfiblizné feseni x4 s presnosti
e=0,01.
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Priiklad 5.3 Newtonovou metodou feSte soustavu nelinedrnich rovnic

4 = P +2y+1

2 = 4-5y.
Pro vypocet kofene v 1. kvadrantu volte pocateéni aproximaci Xy = [0,0]. Vypocitejte prvni dvé aproximace reseni.
Vypocet ukoncete, jestlize pro dvé nésledujici iterace metody je || Xx — Xx11||1 < €, pro zadanou presnost € = 0, 1.
Reseni:
Ulohu muzeme interpretovat geometricky. Prvni rovnice je rovnici hyperboly a druhé je rovnice paraboly. Z grafického
znazornéni (viz obrazek) je ziejmé, ze dand soustava ma v I. kvadrantu jedno feseni. Tomu odpovidé prusecik piislusnych
krivek.

y

3P ax =y 2y + 1

Soustavu upravime do vychoziho tvaru pro Newtonovu metodu:

P dr—y*—2y—1 = 0
?+5y—4 =
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Urcime Jacobiho matici J a vektor zobrazeni f v zatim nespecifikovaném bodé X = [z, y]

| 2z +4 —2y—2 B 2?2 4o -yt -2y —1
J(X) = [ 2 5 } ’ f(X)_{ 22+ 5y — 4 ‘
Znaci-li Xy, = [z, yx] k-tou iteraci Newtonovy metody, dostdvame dalsi aproximaci Xy, ze vztahu

X1 = X + Ay, (1)
kde vektor Ay, = (A", AY)T je fesenfm soustavy linedrnich algebraickych rovnic:
20, +4 2y, — 2
2l’k 5
Pro kazdou aproximaci vypoc¢teme zaroven chybu

1 = Xiallo = 1Akl = |AF] + A
1
-1, 1
Af %
Al s ]

Tedy prvni aproximace kofene soustavy rovnic v I. kvadrantu, je bod

0

Af

xi+4xk—yi—2yk—1]
A}

x%+5yk—4

Jelikoz X, = [0, 0], fesime konkrétné soustavu
4 =2
0 5

Ag =

A
Ag

Resenim této soustavy je vektor

13

20 ] ,tj. X1 =10,65;0,8].

4
5

X1:X0—|—A0: —|—
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Zjistime, ze plati |AF| 4+ |A§] = 0,654 0,8 = 1,45 > € , tedy pokracujeme vypoctem dalsi aproximace Feseni.
Pro vypocet dalsi iterace X je nutno provést nejdiive vypocet A; dosazenim jiz zndmé hodnoty X; do z (2). Jelikoz
X; = [0,65; 0, 8], fesime konkrétné soustavu
0,2175
| —0,4225 |

[5,3 —3,6] [ A7
A? ] [ —0,01390314 ]

Resenfm této soustavy je vektor

13 5 ||
~ | —0,08088518

Ze ziskaného vektoru Ay, pro ktery [|Aq||; = 0,09479 < € = 0, 1, pouzitim vztahu (1) dostavame

0,65 —0,01390314
X, = + . ti. Xo =1[0,63610; 0,71911] .
0,8 —0.08088518

Obdrzené vysledky v desetinném tvaru zapiseme do ndsledujici tabulky, kde Ej znaci chybu, tj. Ey = ||Ag|l1 = |AL|+]AY]
pro k-tou aproximaci.

R we [ oy | B |
0 0 0 | 1450

1] 065 | 08 |0,09479
2 10,63610 | 0,71911
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6. ODR - pocatecni ulohy

e Priklad 6.1 Urcete pribliznou hodnotu feseni pocatecni tlohy

na intervalu (0;0,4) s krokem h = 0,2

a) Eulerovou metodou,
b) zlepsenou Eulerovou metodou,

¢) modifikovanou Eulerovou metodou.

U modifikované Eulerovy metody (piipad c)) odhadnéte aposteriorni chybu ptiblizného vysledku hodnoty y(0,4)
pomoci Richardsonovy extrapolace.

e Priklad 6.2 Méjme dédnu pocéateéni ulohu pro soustavy diferencialnich rovnic

v, = 3+ —2

r—1
Yo = 21@1_3/%"’1

s poc¢atecnimi podminkami: y;(0) = -2, y2(0) =1.

a) Napiste postup feseni pocatecni tlohy zlepsenou Eulerovou metodou druhého fadu na intervalu I = (0;0, 8).

b) Touto metodou s krokem h = 0,2 uréete konkrétné pribliznou hodnotu feseni v bodé = = 0, 2.

E E Obsah



e Priklad 6.3 Je ddana pocatecni tloha pro diferencidlni rovnici tietitho fadu

y' = \J1—y +2zy" +5
s podminkami: y(0) =1, ¢(0)=0, ¥"(0)=-1.

a) Napiste postup teseni pocatecni tilohy modifikovanou Eulerovou metodou druhého fadu na intervalu I =
(0;0,6).

b) Touto metodou s krokem h = 0,2 uréete konkrétné pribliznou hodnotu feseni v bodé = = 0, 4.

e Priklad 6.4 Odvodte 2-krokovou metodu pro feseni obycejnych diferencidlnich rovnic co nejvétsiho fadu, ktera ma
tvar:

@Ynt2 + 1Yni1 + @0Yn = M(Bafote + Bifus1 + Bofu)-
e Priklad 6.5 Odvodte 3-krokovou Adams-Moultonovu metodu pro feSeni obycejnych diferencidlnich rovnic co
nejvétsiho radu:
Q3Ynt3 + Q2Yny2 = h(Bsfurs + Bafura + Bifurar + Bofn)-
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Cvicent:
e Cviceni 6.1 Urcete ptibliznou hodnotu feseni pocatecni tlohy
y(2) = de/y(z),  y(1) =1
na intervalu (1;1,2) s krokem h = 0,2

a) Eulerovou metodou,

b) modifikovanou Eulerovou metodou.
Vysledky porovnejte s analytickym fesenim.
e Cviceni 6.2 Je dana pocatecni 1loha
Y1 = Y1~ yeys +1

Yy = Y
vy = x+In(l—y3)+2,

s podminkami: y(1) =1, y(1)=0, y3(1)=-1.
Urcete pribliznou hodnotu y(1,2) feseni této dlohy s krokem h = 0, 2

a) Eulerovou metodou,
b) zlepsenou Eulerovou metodou,

c¢) modifikovanou Eulerovou metodou.
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Priklad 6.1 Urcete pribliznou hodnotu feSeni pocatecni tlohy

na intervalu (0;0,4) s krokem h = 0,2
a) Eulerovou metodou,
b) zlepsenou Eulerovou metodou,
¢) modifikovanou Eulerovou metodou.

U modifikované Eulerovy metody (piipad ¢)) odhadnéte aposteriorni chybu pfiblizného vysledku hodnoty (0, 4) pomoci
Richardsonovy extrapolace.

Vysledek:
a) Eulerova metoda: y(0,4) = y, = 1,8881622.
b) zlepsena Eulerova metoda: y(0,4) = y, = 2,0040273.

¢) modifikovani Eulerova metoda:
y(0,4) = yp = 1,9989033.
Aposteriorni chyba tohoto vysledku pomoci Richardsonovy extrapolace je err = 0,0076264.
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Priklad 6.2 Méjme dédnu pocatecéni tlohu pro soustavy diferencialnich rovnic

Y2
r—1

o= Vi 3+
Yo = 2xy —ys+1
s poc¢atetnimi podminkami: y,(0) = =2, 32(0) =1.
a) Napiste postup Feseni pocatecni lohy zlepsenou Eulerovou metodou druhého #éadu na intervalu I = (0;0, 8).

b) Touto metodou s krokem h = 0,2 urcete konkrétné ptibliznou hodnotu feseni v bodé x = 0, 2.

Vysledek:

Y1+ 3+ 42
,n=0,1,...,N F(z,Y) = r—1 |
2xy1—y§+1

] RN _ | wlan)
a) Oznacme Y, = [ o ] =Y (1) = [ ya(zy)

Zlepsena Eulerova metoda pro tlohu Y’ = F(z,Y), poc¢ita pfiblizné feseni tlohy v bodé z,1 pomoci vzorce:

K1 = hF(z,, Y,),
K2 = hF(z, +h, Y, + K1)

Y, 1=Y,+3K1+K2), n=01...,N-1,

b) Hledany pfiblizny vektor feseni v bodé x = 0,2 :

—2,025
Y(0,2) 2 Y, = [ ]

0,92

Reseni Zpét



Priklad 6.3 Je dana pocatecni tloha pro diferencidlni rovnici tfetiho fadu

y" = J1—y +2zy" +5
s podminkami: y(0) =1, ¢ (0)=0, ¢"(0)=—1.
a) Napiste postup teseni pocdtecéni tlohy modifikovanou Eulerovou metodou druhého rddu na intervalu I = (0;0, 6).

b) Touto metodou s krokem h = 0,2 urcete konkrétné ptibliznou hodnotu feseni v bodé = = 0, 4.

Vysledek:

a) Prevedeme rovnici na soustavu diferencidlnich rovnic, polozime

1

n=y, 0=y, y=y".
Dostaneme soustavu ti{ rovnic:
yi = U
Yy =

Y3
y; = V1I—y2+2rys +5

s po¢atetnimi podminkami: y;(0) = 1, y2(0) =0, y3(0) = —1.
Maticovy zapis soustavy:

Y/ - F(xa Y) )
kde Y (z) = (y1(x), y2(2), ys(x)) " a

Yo
F(z, Y (z)) = Ys

V1—9ys+2xy3+5
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Pokracovani vysledku:

Pocatecni dlohu pro soustavu tii diferencialnich rovnic prvniho fadu budeme fesSit modifikovanou Eulerovou metodou:

K1 = hF(z,,Y,),
K2 =hF(z, + 2,Y, + ;K1)

Yo=Y, +K2, n=01,...,N—1,

kde Yo = Y(0).
b) Vypocéteme jeden krok metody:
0,98
Y, = —0,08
0,19376

Nasli jsme tedy piibliznou hodnotu yi = 0,98 = y(0, 2) pocatecni ilohy pro danou rovnici 3. Fadu.
Druhy krok metody:
0,96788

Y, = | 0,08109
1,49639

Nasli jsme tedy pribliznou hodnotu y? = 0, 96788 = y(0,4) pocatecni tilohy pro rovnici 3.
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Priklad 6.4 Odvodte 2-krokovou metodu pro feseni obycejnych diferencidlnich rovnic co nejvétsiho tadu, kterd méa

tvar:
Ynt2 + O1Ynt1 + oYn = M B2 frr2 + Bifur1 + Bofn)-

Vysledek:

h
Yn+2 — Yn = g(fn+2 +4f 1+ fn)7

rad metody je p = 4.
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Priklad 6.5 Odvodte 3-krokovou Adams-Moultonovu metodu pro feseni oby¢ejnych diferencidlnich rovnic co nejvétsiho
radu:
@3Yn+3 + QYny2 = h(B3fors + Bafurz + Bifat1 + Bofn).
Vysledek:
h
Yn+3 — Yn+2 = ﬂ(gfn—i-?; + 19fn+2 - 5fn+1 + fn)>

rad metody je p = 4.
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Cviceni 6.1 Urcete ptibliznou hodnotu feseni pocatecni ulohy

y(2) = d/y(z),  y(1) =1
na intervalu (1;1,2) s krokem h = 0,2
a) Eulerovou metodou,
b) modifikovanou Eulerovou metodou.

Vysledky porovnejte s analytickym feSenim.

Vysledek: Analytické feseni y(1,2) =2,0736, a)y; = 1,8, b)y; = 2,04123
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Cviceni 6.2 Je dana pocatecni iloha

Yy = y1—Yays +1
Yy = Wi
ys = x+In(l—ysz)+2

s podminkami: y;(1) =1, w(1)=0, y3(1)=-1.
Urcete ptibliznou hodnotu y(1,2) feseni této tlohy s krokem h = 0, 2

a) Eulerovou metodou,
b) zlepsenou Eulerovou metodou,

c¢) modifikovanou Eulerovou metodou.

Vysledek:
1,4 1,44
a) Yl — 0 s b) Yl e 0
—0,26137 —0,2875

Y

1,44

—0,2822
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Priklad 6.1 Urcete pribliznou hodnotu feSeni pocatecni tlohy
$2
y(z) = ylz)+e", y(0) =1
na intervalu (0;0,4) s krokem h = 0,2
a) Eulerovou metodou,
b) zlepsenou Eulerovou metodou,

¢) modifikovanou Eulerovou metodou.

U modifikované Eulerovy metody (piipad ¢)) odhadnéte aposteriorni chybu pfiblizného vysledku hodnoty (0, 4) pomoci
Richardsonovy extrapolace.

Reseni: Pocateéni ulohu

33‘2
y'(z) = ylx) +e”, y(0) =1, (1)
kterou fesime na intervalu (0;0,4) s krokem h = 0, 2, zapiSeme obecnéjsim zdpisem
'y/<.T) = f(x7y)7 y<$0> = Yo,

kde f(‘T?y) - y(l’) + ex2’ To = 07 Yo = L.
Najit priblizné feseni v bodech x,,.1 = z, +h, n = 0,1, tedy znamena, pouzit ve dvou krocich nasledujici algoritmus:

a) Eulerovy metody:

Ynt1l = Yn + hf(xm yn) .

Pro piiblizné hodnoty 1,y v bodech 1 = 0,2 a x5 = 0,4 dostavame:
y(0,2) 2y =14+0,2-f(0;1)=1+0,2-(1+e%) =1,4.
y(0,4) 2y =1,44+0,2- £(0,2;1,4) =1,4+0,2- (1,4 + ") = 1,8881622.

E Zpét



b)

zlepsené Eulerovy metody:

k1 =h f(zn, yn)

Pro pftibliznou hodnotu y; v bodé x; = 0,2 dostavame:
k1=0,2-f(0;1)=0,2-(1+¢e°) =0,4.
k2=0,2-f(0,2;14+0,4) =0,2- (1,4 + %) = 0,4881621 .
y(0,2) 2y = 14 $(k1+ k2) = 1,4440811.

Pro pfibliznou hodnotu y; v bodé x5 = 0,4 dostavame:

k1=0,2-f(0,2: 1,4441) = 0,2 - (1, 4441 + €"04) = 0, 4969783 .

k2=0,2- £(0,4; 1,9410595) = 0,2 - (1,9410595 + *16) = 0, 622914 .

y(0,4) = yo = 1,4440811 + (k1 + k2) = 2,0040273 .
modifikované Eulerovy metody:

k1 =h f(zn, yn)
k2= h f(zn+ 2%, yo + 3k1)

Ynt1 = Yn + k2.

Pro pribliznou hodnotu y; v bodé x; = 0, 2 dostavame:
k1=0,2-f(0;1)=0,2-(1+¢) =0,4.

k2=0,2-f(0,1; 1+ 30,4) =0,2- (1,2 4 ") = 0,4420101.
y(0,2) 2y =14+ k2 =1,4420101,

Ll ]
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Pro piibliznou hodnotu y, v bodé x5 = 0,4 dostavame:

k1=0,2-f(0,2; 1,4420101) = 0,2 - (1,4420101 + e*%) = 0, 4965641 .

k2 =10,2- f(0,3; 1,4420101 + %0,4965641) =0,2-(1,6902922 + %% = 0, 5568932 .
y(0,4) = yy = 1,4420101 4+ k2 = 1,9989033 .

Pro apoiteriorni odhad u modifikované Eulerovy metody (ptipad c)) vypocitame ptibliznou hodnotu y; s dvojndsobnym
krokem h = 0,4 v bodé z; = 0,4:
k1=0,4-f(0;1)=0,4-(1+¢€°) =0,
k2=0,4-f(0,2; 1+ 10,8) =0,4- (1,
y(0,4) 2y =1+ k2 =1,9763243.

8
4 +e%01) = 0,9763243 .

Jelikoz je modifikovand Eulerova metoda fadu k = 2, bude odhad ) 2 priblizné hodnoty v bodé x = 0, 4 roven:

(1)'Q2— Q1 22y — i 4-1,9989033 — 1,9763243

Ql,QZ (%>k_1 — 22_1 - 3

= 2,0064296 .

Aposteriorni chyba vysledku yo = y(0,4) pomoci Richardsonovy extrapolace tedy je err = |ya — Q12| = 0,0075263.
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Priklad 6.2 Méjme dédnu pocatecéni tlohu pro soustavy diferencialnich rovnic
Y2

r—1

vy = 2wy —ys+1

Yy, = Y1+ 3+

s pocatecnimi podminkami: 3;(0) = =2, y2(0) =1.
a) Napiste postup Feseni pocatecni lohy zlepsenou Eulerovou metodou druhého fadu na intervalu I = (0;0, 8).
b) Touto metodou s krokem h = 0,2 urcete konkrétné pribliznou hodnotu feseni v bodé z = 0, 2.

Resenti:
Pocétecni iloha pro soustavy diferencidlnich rovnic

Y
o= \/y1+3+x—21 (2)

vy = 2ayi—y5+1 (3)

s pocatecnimi podminkami
yi(0) = -2 (4)
y(0) = 1 (5)

je soustavou dvou diferencialnich rovnic prvniho fadu, kterou budeme tesit na intervalu 1.
Nejdfive najdeme mnozinu, na které je poc¢atecni tloha tesitelnd a ovérime, zda jsou pocateéni podminky (4) a (5)
kompatibiln{ se zaddnim (zda lez{ v dané mnozing):
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Funkece fi(x,y1,y2) = \/y1 +3+ y—_2, Ja(z,y1,42) = 22y) — y% +1,
0fi 0fi 0fa 0fs

, , a jsou spojité v oblastech €27 a €2s:
Oy1 ~ Oya = Oy ys '

Ql = {[xaylayZ]ax € (—OO, 1)7y1 > _37y2 € R}?

Qo ={[z,y1,y2],x € (1,00),y1 > =3,y € R }.

Protoze bod [0,—2,1] € €y, jsou pocéateéni podminky kompatibilni se zaddnim. Soustavu lze tedy Fesit na intervalu
I={(0;0,8) C (—o0,1).
(2), (3)

Resit tilohu (2), (3) s pocateénimi podminkami (4), (5) znamend nalézt hodnoty vektorové funkce Y (x) = (y1(x), yo(x)) "
rovnice

Y' =F(z,Y), (6)
kde

f2($,y1,y2)

[ fi(@,y1,92) ]

s pocatecni podminkou

a) Ulohu fesfme zlepsenou Eulerovou metodou diskrétné v bodech déleni intervalu I:

O=zo<21<---<2xNy=0,8, Tpt1 =Tpn+h, n=01...,N—1,

0,8

37 . V téchto bodech budeme hledat priblizné hodnoty Y, presného feseni Y (z,) = (y1(2n), y2(zn)) ",

‘IHII Zpét

pro krok h =



hn (xn)

Yo (xn)

1%

tj. v, - yz
Yo

Zlepsena Eulerova metoda pro tlohu (6) a (7) pocita ptiblizné reseni ulohy v bodé x,; pomoci vzorce:

Y(mn):[ ], n=0,1,..., N.

K1 =hF(z,,Y,),
K2 =hF(x,+h,Y,+K1)

Y, 1=Y,+3K1+K2), n=01,...,N—-1,

b) Pokud je h = 0,2 a je tfeba vypocitat ptiblizné feseni Y; v bodé z; = 0,2, potom N = 1, tedy provedeme pouze
jeden krok metody. Pti znalosti

pocitdme Yy = Y (x1) z Yo nasledovné:

1
Y, :Y0+§(K1+K2),

kde
. _
K1 = hF(z,Y,) =0,2 [ ' 2;_3121 = 8] :
pomocny vektor pro vypocet K2 )
—2 0 2 ]
Yp:YO—l—Kl:[ LT 0 :[ BE
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V=2+3+ g5

K2 =hF(z;,Y,) =0,2 [ 2-0,2'(—2)_12+1

, [ —0,25 —0,05
=0, —0,8 | ~ | =0,16 | -
Na zavér dostavame hledany priblizny vektor feseni v bodé x = 0,2 :
v —2 1/]o0 —0,05 [ 2,025

=1 1] ts 0,16 | ) = | 0,02 |-

0 +
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Priklad 6.3 Je dana pocatecni tloha pro diferencidlni rovnici tfetiho fadu
y" = J1—y +2zy" +5
s podminkami: y(0)=1, ¢'(0)=0, y"(0)=-1.
a) Napiste postup Feseni pocatecni ilohy modifikovanou Eulerovou metodou druhého faddu na intervalu I = (0;0, 6).
b) Touto metodou s krokem h = 0,2 urcete konkrétné ptibliznou hodnotu feseni v bodé = = 0, 4.

Reseni:
Diferencialni rovnici tfetiho fadu

y/// — /1_y/+2xy//+5 (8)
fesime spolu s poc¢ateénimi podminkami:

y(0) =
y'(0) = 0
y"(0) = —1.

Pro ptevod rovnice (8) na soustavu diferencidlnich rovnic polozime
=y, 2=y, ys=y".
Tim prevedeme (8) na soustavu 3 diferencidlnich rovnic 1. fddu (9) - (11):

Yy = 9)
Yy =

Ys
ys = 91—y +2ry; +5 (
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s pocatecnimi podminkami:

y2(0) = 0

Nejdrive najdeme mnozinu, na které je tato poc¢atecni tloha reSitelna a ovérime, zda jsou pocatecni podminky kom-
patibilni se zadanim:
of of of

Funkce f(x,y1,vy2,y3) = /1 —y2+2xys+5 1 ——, ——, —— jsou spojité v oblasti:
Oyr~ Oya = Oy

Q= {[1’791792793], T E Ra U1 € R? Y2 € (_007 1)7 Y3 € R}

Protoze bod [1,0,—1] € Q, jsou pocatecni podminky kompatibilni se zaddnim. Soustavu lze tedy na zadaném intervalu
1 :V(O; 1) Tesit.
Resit soustavu diferencidlnich rovnic (9) - (11) s po¢ateénimi podminkami znamend nalézt hodnoty vektorové funkce
Y(2) = (y1(z), y2(x), ys(x)) " rovnice
Y' =F(z,Y), (12)
kde
(@) Y2 Yo
Y'(z)= | wu() |, F(z,Y(z)= Y3 = Y3
/
3

(l’) f($7y17y27y3) Vl_y2+2$y3+5

s pocatecni podminkou

YO)=| 0]. (13)
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a) Pocéatecni tlohu pro soustavu tii diferencidlnich rovnic prvniho fadu budeme fesit modifikovanou Eulerovou meto-
dou diskrétné v bodech délenf intervalu I = (0;0, 6):

O=zo<r1 < <2y =0,6, Tpi1=Tpn+h, n=0,1...,N—1,

pro krok & = + . V téchto bodech budeme hledat priblizné hodnoty Y, pfesného feseni Y (z,,) = (y1 (), Y2 (@0, y3(zn)) T,
.

Yy yl(xn)
Y.=| ¥ | 2Y(,) = | vo(zn) |, n=0,1,...,N
Y3 yS(xn)

Budou nés predevsim zajimat ptiblizné funkéni hodnoty y§ = y(x,).

Modifikovana Eulerova metoda pro ulohu (12) a (13) pocita priblizné feseni ilohy v bodé x,,; pomoci vzorce

K1 =hF(z,,Y,),
K2 =hF(z,+ %Y, +1K1)

Y, 1=Y,+K2 n=01,... N-1,

kde Y, = Y(0).

b) Pokud je h = 0,2, je tfeba nejdfive vypocitat priblizné feseni Y; v bodé x; = 0,2 a déle Y, v bodé xo = 0, 4. tj.
N = 2. Provedeme tedy dva kroky metody.
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Ze znalosti pocatecniho vektoru

Yo=Y(0) = 0
-1
pocitdme Yy = Y (x1) z Yo nasledovné:
Y =Y +K2,
kde )
0 0
K1 =hF(z9,Yy) =0,2 -1 =02 11,
VI—0+2-0-(=1)+5 6
pomocny vektor pro vypocet K2 :
[ 1 0 1
Yp:Yo—i—%Kl: O|+01] -1|=] 0,1 a
—1 6 —0,4
i —0,1 —0,02
K2:hF<x0+g,Yp) =0,2 —0,4 = | —0,08
VI4+0,1+2-0,1(—0,4)+5 1,19376
Dostavame hledany ptiblizny vektor feseni v bodé x = 0, 2
1 —0,02 0,98
Y, = 0|+ —-0,08 | = —0,08
-1 1,19376 0,19376

Nasli jsme tedy piibliznou hodnotu y; = 0,98 = y(0,2) pocdtecni tilohy pro rovnici 3. fadu (8).
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Ze znalosti ptiblizné hodnoty

0,98
Y, = —0,08
0, 19376
pocitdme Yy = Y (x2) nasledovné:
Y=Y, +K2,
kde
—0,08 —0,08
K1 =hF(2,Y;)=0,2 0,19376 =0,2| 0,19375
v1+4+0,0842-0,2-(0,19376) +5 6,11673
pomocny vektor pro vypocet K2 :
0,98 —0,08 0,972
Y, =Y, + %Kl | —0,08| 10101937 | = | —0,06062 | =
0,19376 6,11673 0,80543
. 0,972
K2:hF(:v1—|—§,Yp):O,2F 0,3: | —0,06062 =
0,80543
—0, 06062 —0,012124
=0,2 0,80543 = | 0,1610866
V14 0,06062 + 2 - 0,3(0,80543) + 5 1,30263
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Na zaveér dostavame hledany priblizny vektor feseni v bodé x = 0,4

0,98 —0.012124 0,96788
Y, = —0,08 | + | 0,1610866 | = | 0,08109
0,19376 1,30263 1,49639

Nasli jsme tedy ptibliznou hodnotu y? = 0, 96788 = y(0,4) pocatecni tilohy pro rovnici 3. fadu (8).
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Priklad 6.4 Odvodte 2-krokovou metodu pro feseni obycejnych diferencidlnich rovnic co nejvétsiho tadu, kterd méa

tvar:
Ynt2 + O1Ynt1 + oYn = M B2 frr2 + Bifur1 + Bofn)-

Reseni: Bez ijmy na obecnosti muzeme zvolit ay = 1. Celkem pét koeficientt oy, ag, 52, 81, So musi spliovat nasledujici
rovnice:

CQI g + o+ 1 = 0
Cy e ar + 2 —( By + B+ P2) =0
Cy s+ 4)  —( B+ 2B;) = 0
Cs %(041 + 8) _%( B + 4B;) = 0
Cy: sl + 16) —¢( B + 8By) = 0
Zvolili jsme Cy = Cy = Cy = C3 = Cy = 0. Dostaneme tedy soustavu rovnic:
(&%) + o = —1
a; — fo — fr — B = -2
a1 — 281 — 4f, = —4
(03] — 351 — 12ﬁ2 = —8
(6%} — 451 — 32ﬁ2 = —16
Tuto soustavu muzeme resit Gaussovou eliminaci:
11 0 O 0| -1 11 0 0 0| -1 11 0 0 0| -1
01 -1 -1 -1] =2 0o1 -1 -1 -1 | =2 o1 -1 -1 -1 | =2
01 0 -2 -4 | -4 |~]100 1 -1 -3 ] -2 |~l00 1 -1 =3 ] =2/~
o1 0 -3 —-12 | -8 0 0 1 -2 —-11 | -6 oo 0 -1 -8 | -4
01 0 —4 =32 | —16 00 1 -3 =31 | —-14 00 0 —2 —28 | —12
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11 0 0 0] -1
01 -1 -1 -1 | -2 , ) )
~{00 1 -1 =3 ] -2 = =5, b= bo=5, a1 =0, ap=—1.
00 0 -1 -8 —4 3 3 3
00 0 0 —12 ] —4

Zjistime jesté, zda je metoda stabilni. Sestavime polynom p(€) = ae€? + 1€ + ap = €2 — 1. Protoze kofeny polynomu
jsou & = +1, je metoda stabilni.

Protoze Cy =C1 =Cy =C3=Cy=0a (5 = ﬁ(al +32) — i(ﬁl + 1655) = —% # 0 je metoda rddu p = 4. Odvozend
metoda je

h
Ynt2 — Yn = g(fn+2 + 4fn+1 + fn)
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Priklad 6.5 Odvodte 3-krokovou Adams-Moultonovu metodu pro feseni oby¢ejnych diferencidlnich rovnic co nejvétsiho

radu:

Q3Un+3 + Ynio = h(Bsfots + Bofote + Bifatr + Bofn)-

Reseni: Bez ijmy na obecnosti muzeme zvolit ag = 1. Koeficienty as, 83, [, 81, Bo musi splinovat nasledujici rovnice:

Co: ay + 1 =0
Cy 200 + 3 —( Bo + B + B2 + B3) = 0
Cy: 3l + 9 —( Bi 4+ 26, + 383) = 0.
Cy: B + 27) —5( B + 46 + 963) = 0
Cy: i(16a2 + 81) —%( b1 + 88y + 2783) = 0
Zvolili jsme Cy = C = Cy = C5 = Cy = 0. Z prvni rovnice vypocteme oy = —1. Dosazenim za «ay do predchozich rovnic
dostaneme po tpravé soustavu rovnic:
Bo + B + B — B3 = 1
Bi + 26, + 3683 = 3
Bi + 4B + 98 = B
Bi 4+ 8B, + 2783 = B
Tuto soustavu muzeme fesit Gaussovou eliminaci:
111 1] 1 111 1] 1 1111 ] 1
o123|gN0123|gN0123|§
014 9|2 002 6| 2 002¢6]| 2
01827 | & 006 24 | 2 0006 | 2
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= [3 = %, By = %, b1 = —%, Bo = ﬁ. Zjistime, zda je metoda stabilni. Sestavime polynom p(§) = &3 — €2,
Protoze kofeny polynomu jsou § =1 a &3 = 0, je metoda stabilni.
Protoze Ch = C, =0y =Cs3=Cy =0 C5 = ﬁ(?ﬂo& + 243) — 2—14(ﬁ1 + 1602 + 81/33) = —0,026388 # 0 je metoda Fadu
p = 4. Odvozena metoda je

h
Yn+3 — Yni2 = ﬁ(gfm% +19fny2 = 5fng1 + fn)
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7.

ODR - Metoda siti pro okrajové ulohy

Priklad 7.1 Na intervalu (a,b) navrhnéte, jak byste tesili metodou siti okrajovou tilohu pro diferencidlni rovnici
druhého tadu

—y" +p(r)y = f(2)

a okrajové podminky y(a) = 79, y(b) = 1. Predpoklddejte, ze p a f jsou obecné funkce definované na intervalu
(a,b), p(x) >0 a~v, 11 €R jsou zadané hodnoty.

Priklad 7.2 Metodou siti s krokem h = 0,2 Feste na intervalu (—0,8;0) okrajovou tlohu pro diferencialni rovnici
druhého fadu

—y" —zy=2(1+2)

s okrajovymi podminkami u(0,2) = 0,4 a u(1) = 1, pro ruzné pravé strany f obecné nelinearni hladké funkce
proménné u . Na feSeni diferencnich rovnic pouzijte Newtonovu metodu.

Priklad 7.4 Na intervalu (0, 1) feste metodou siti diferencidlni rovnici

1 " ! 2
_ — — 1
6u u u° 4+

s okrajovymi podminkami u(0) — = «/(0) = 1, /(1) = 0.
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Cvicent:
e Cviceni 7.1
Na intervalu (2, 4) feste metodou siti diferencidlni rovnici

2
—u" + =u 4 (r— Du = 2°
T

s okrajovymi podminkami u(2) = —1, u(4) = 3. Napiste soustavu diferencidlnich rovnic pro krok h = 0, 5. Resenf
znazornéte graficky.
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Piiklad 7.1 Na intervalu (a, b) navrhnéte, jak byste fesili metodou siti okrajovou ulohu pro diferencialni rovnici druhého

radu

a okrajové podminky y(a) = 7o, y(b) =
(a,b), p(z) >0 a v, 71 € R jsou zadané hodnoty.

—y" +p(x)y = f(x)

Vysledek: Diferencidlni rovnici nahradime soustavou n — 1 rovnic o n — 1 neznamych maticové zapsanou

kde

Vektor neznamych je y = (y1, ...

[ 2+ h?p(xy) -1 0
-1 2+ hp(xy) -1
0 -1
0 0

Ay =b,
0 1 - 72
h* f(x1) + yo
0 B f ()
, b =
2
2+ h’p(x,_2) -1 W f(@n-2)
—1 2 + h2p(l’n—1> - th(xnil) + yn -

,yn_l)T, kde y; = y(z;) pro i =1,2,...,n — 1. Podrobnéji viz feSeni.

ReSeni

~1 . Predpokladejte, ze p a f jsou obecné funkce definované na intervalu
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Piiklad 7.2 Metodou siti s krokem h = 0,2 feste na intervalu (—0,8;0) okrajovou tlohu pro diferencidlni rovnici

druhého radu
—y" —zy=2(1+2)

s podminkami: y(—0,8) = 0, y(0) = 1.

Vysledek: Priiblizné feseni na 5 platnych mist muzeme zapsat do tabulky:

i 10 1 2 3 4
7 | 08| -0,6 0,4 0,2 |00
y: | 0,0 | 0,30228 | 0,57982 | 0,81864 | 1,0
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Piiklad 7.3 Na intervalu (0, 2; 1) navrhnéte, jak byste fesili metodou siti diferencidlni rovnici

2
W2 = f()
i

s okrajovymi podminkami «(0,2) = 0,4 a u(1) = 1, pro ruzné pravé strany f obecné nelinedrni hladké funkce proménné

u . Na Teseni diferen¢nich rovnic pouzijte Newtonovu metodu.

d / 7 4 ~ /7 T ~ ~ I . / / .
Vysledek: Vektor nezndmych, ktery ozna¢ime u = (uy,...,u,_1) , bude feSenim soustavy nelinearnich rovnic

kde

di(u) = (1—a;)0,4—2u; + (14 a;) uipr — R2Af(u;)

(I)Z(’U,) = (1 — Oéi) Uij—1 — 2UZ + (1 + Oéi) Ujt1 — hzf(uz) 5 1= 2, Ce

O, 1(u) = (1—a;) iy —2u; + (1 + ;) — b2 f(w)

Soustavu nelinedrnich rovnic budeme fesit Newtonovou metodou. Podrobnéji viz. feseni
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Piiklad 7.4 Na intervalu (0, 1) feste metodou siti diferencialni rovnici

1
au"—u':u2+1
s okrajovymi podminkami u(0) — $4/(0) = 1, /(1) = 0.
Vysledek: Vektor nezndmych piibliznych hodnot, ktery ozna¢ime v = (uq, . .. ,un,l)T, bude fesit soustavu nelinearnich
algebraickych rovnic
Au = f(u),
kde
[ (1+3h)3—2 (14 3h)y+ (1—3h) 0 0 |
(14 3h) -2 (1—3h) 0 [ 6h%(u? +1) — (14 3h)a ]
6h%(u3 + 1)
6h*(us; 5 +1)
0 (14 3h) -2 (1 —3h)
L 9h*(up_y +1) J
i 0 0 (1+6n) —(1+6h) |

Tuto soustavu muzeme fesit metodou postupnych aproximaci, viz feseni.
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Cviceni 7.1

Na intervalu (2,4) feste metodou siti diferencialni rovnici
" 2 / 2
'+ v+ (x-1u ==
x

s okrajovymi podminkami u(2) = —1, u(4) = 3. Napiste soustavu diferencidlnich rovnic pro krok h = 0,5. Resenf
znazornéte graficky.

Vysledek: Oznacme uy = —1, u; = u(2,5), uy = u(3), uz = u(3,5), uy = 3. Vektor neznamych pribliznych hodnot,
ktery oznacime w = (uy, uz, U3)T, bude fesit soustavu linearnich algebraickych rovnic

Au=0b,
kde
4,75 -1,6 0 0,725
A= —2,3 5 -1,6 |, u= 4,5
0 —2,28671 5,25 11,2679

Reseni této soustavy je u = (0,966948; 2, 4175; 3, 19878)T.
Grafické znazornéni feSeni je na nésledujicim orézku:
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Piiklad 7.1 Na intervalu (a, b) navrhnéte, jak byste fesili metodou siti okrajovou ulohu pro diferencialni rovnici druhého
radu

—y" +p(a)y = f(2)
a okrajové podminky y(a) = 70, y(b) = 1. Predpoklddejte, ze p a f jsou obecné funkce definované na intervalu
(a,b), p(x) >0 a~, 11 € R jsou zadané hodnoty.

ResSeni: Rovnice

' +p(@)y = f(z), (3)
je linearni diferencialni rovnici, kterou je tteba tesit spolu s Dirichletovymi okrajovymi podminkami
yla) = 7 (4)
y(b) = m. (5)
Na intervalu (a, b) zvolime sit n 4 1 ekvidistantnich bodu s krokem h , tj.
b—a

ri=a+1h, 1=0,...,n, h = :
n

Hleddme ptiblizné hodnoty y; feseni okrajové tlohy v bodech sité. Hodnoty feseni y(x) v krajnich bodech intervalu (a, b)
jiz znédme z okrajovych podminek (4) a (5), tj. y(a) = yo =Y a y(b) =y, = 71. Je tedy tieba najit n — 1 hodnot, které
aproximuji y(z;) pouze ve vnitinich bodech intervalu:

vi = y(z), i=1,...,n—1.
V diferencidln{ rovnici (3) nahradime derivaci diferenéni formuli s presnosti O(h?)

~y(win) — Qy}gjz) + y(Tit1) + p() y(a;) = f(z) + O(h?).
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Zanedbame vyraz O(h?) a dostaneme rovnici pro ptiblizné hodnoty y;, i = 1,...,n — 1

Yie1 — 2Ui + Yina
_ 3

+p(z;) ys = fli),

Po tpravé dostaneme soustavu n — 1 linearnich rovnic pro n — 1 neznamych

—yio1 + 2+ R*p(@:)yi — yis1 = RAf(x), i=1,...,n—1.

Vektor neznamych, ktery oznaéime y = (y1,...,yn_1) , bude Fesit soustavu algebraickych rovnic
Ay =0,
kde _ -
2+ h?p(zy) -1 0 0
-1 2+ h?p(xy) —1 0
A= ,
0 -1 2+ h?p(z,_o) -1
i 0 0 -1 24+ h2p(zn-1) |

je tiidiagondalni matice

Ll ]
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a vektor pravych stran je roven
h2 f(z1) + yo

h? f ()

th($n72>
L th(xn—l) + Yn

Soustavu (6) muzeme fesit napiiklad modifikovanou Gaussovou eliminaci pro tfidiagonalni matice, tzv. metodou fakto-
rizace. Vzhledem k tomu, Ze je matice A ryze diagondlné dominantni muzeme soustavu (6) fesit také nékterou iteraéni
metodou (Jacobiho nebo Gauss-Seidela) pro feseni soustavy algebraickych rovnic. Nyni si oznaé¢me vektor k—té iterace

(1) = ()", 1), - (1), (45)) " délky 7+ 1.

Jacobiho metoda: pro £k =1,2,... pocitame
P2 f (@) + (gim1)® + (Yir)®
AR : : H =1, ,n—1 k= L
(yl) (2+ th(xz)) 9 1 bl 7” 9 (yO) 707 (yn) 'Yl
Gauss-Seidelova metoda: pro £ = 1,2, ... pocitame
2 f (i) + (im) ™+ (yirn)*
k+1 i i i+1 . k k
i = ,i=1,...,n—1, =%, (yn)" = 1.
Pocatecni priblizeni ()° = ((10)° ..., (y.)°)" volime napf. tak, aby hodnoty (y;)° linedrné interpolovaly okrajové
podminky:
-
yO: (70’.“’70_‘_2,")/1 n”y()"””%) .

Iterace pro k pocitdme dokud neplati ||(y)*™! — (y)*|| < ¢, kde ¢ je pfedem dand mala kladnd hodnota.

‘Il Zpét



Piiklad 7.2 Metodou siti s krokem h = 0,2 feste na intervalu (—0,8;0) okrajovou tlohu pro diferencidlni rovnici
druhého tadu

—y" —zy=2(1+2)
s podminkami: y(—0, 8)
Reseni: Zadang rovnice

—y —wy=2(1+ux) (7)
je linearni diferencialni rovnici, kterou je tieba fesit spolu s Dirichletovymi okrajovymi podminkami
y(—0,8) = 0

(8)
y(0) = 1

(9)
na intervalu (—0, 8,0). Rovnice (7) spolu s okrajovymi podminkami (8) a (9) je konkrétni okrajova tiloha obecnéjsi ilohy
piikladu 7.1, kde p(z) = —x a f(x) = 2(1 + x).

Na intervalu (—0, 8,0) zvolime sit ekvidistantnich bodu se zadanym krokem h = 0,2:
2= —0,84hi=02i, i=0,...,4.
Hledané hodnoty feseni y(x) budeme aproximovat v uzlovych bodech z; , tj. y(z;) = y;, pticemz yo =0, yy = 1.
Yo =10 Y1 Y2 Y3 ya =1
ro=—0,8 0,6 0,4 0,2 24 =0

Diferencidln{ rovnici (7) nahradime diferen¢ni formuli

—yio1+ (2= Ry — v = 202 (1 +2;), i=1,2,3.




Resime soustavu ti{ linearnich algebraickych rovnic

Ay=b, (1)
konkrétné po dosazeni i o i i
2,024 -1 0 Y1 0,032
-1 2,016 -1 y2 | | 0,048
0 -1 2,008 Y3 1,064
Tuto soustavu lze fesit Gaussovou eliminaci "rucné”.
2,024 -1 0 0,032 2,024 —1 0 0,032
0 3,08038 —2,024 |0,129152 | ~ 0 —1 2,008 1,064
0 -1 2,008 1,064 0 0 4,1614 | 3,4066763

Vysledné ptiblizné hodnoty feSeni ve vnifnich uzlech jsou
(y1,92,93) T = (0,302284; 0, 579823; 0, 818637) .

Priblizné reseni muzeme zapsat do tabulky:

? 0 1 2 3 4
z; | -0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0,0 |
v, | 0,0 | 0,30228 | 0,57982 | 0,81864 | 1,0
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Piiklad 7.3 Na intervalu (0, 2; 1) navrhnéte, jak byste fesili metodou siti diferencidlni rovnici

2
u'+ =u = f(u)
x
s okrajovymi podminkami u(0,2) = 0,4 a u(1) = 1, pro ruzné pravé strany f obecné nelinedrni hladké funkce proménné

u . Na Teseni diferen¢nich rovnic pouzijte Newtonovu metodu.

Resent:
Zadand rovnice 5
u'+ = = f(u) (12)
x
je obecné nelinearni diferencialni rovnici, kterou fesime spolu s Dirichletovymi okrajovymi podminkami
u(0,2) = 0,4 (13)
u(l) = 1. (14)

Na intervalu (0,2; 1) zvolime sit n + 1 ekvidistantnich bodu s krokem h , tj.

0,8
x;=0,24th, 1=0,...,n, h=—.
n
Ptiblizné hodnoty feseni okrajové tlohy v bodech sité u(z;) oznacime wu;.
ug=0,4 uy U9 Us3 Up—1 Uy =1

] ] ] ]
T T T

I
I T
Ty = O, 2 1 T2 T3 Tn-1 ITp= 1

Hodnoty feseni u(z) v krajnich bodech intervalu (0,2;1) zndme z okrajovych podminek (13) a (14), tj. up = 0,4 a
u, = 1. Je tedy tfeba najit n — 1 hodnot, které aproximuji u(z;) ve vnitinich bodech intervalu:

w Zul(x), i=1,...,n—1.

E Zpét



Diferencialn{ rovnici (12) nahradime diferen¢ni formuli s presnosti O(h?)

w(zi—1) — 2u(z;) + u(wiq) N 2 (u(miﬂ) —u(w;_q)

= T2 ) = fule)) + 002,

zanedbdme vyraz O(h?) a nahradime u; = u(x;)

Ui—1 — 2U; + Uiqy n 2 (Ui+1 - Ui1)

12 =, oh = f(uz)

Rovnici upravime

Wim1 = 2u; + i1 + i(Uipn —uir) = h2f(w;), kde a; = 0,2+ ih’

Déle upravime na vyslednou diferenc¢ni formuli:

(1 —Oéi) Uij—1 — 2Uz + (1 +Oéz) Ujp1 = ]’LZf(UZ), 1= 1,...,n— 1.

, , , v T v v .
Vektor neznamych, ktery ozna¢ime u = (uy,...,u,_1) , bude fesit soustavu rovnic

kde

CI)Z(’U.) = (1 — Oéi) Ui—1 — 2uz + (1 + ai) U1 — hzf(uz), 1= 1, e, — 1.

(15)
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Vzhledem k okrajovym podminkam (13 ) a (14 ) bude

(1 — Oél) 0,4 — 2u1 -+ (1 —+ 061) U — h2f<ul)

®(u) = (1 — o) wim — 2u; + (1 + o) w1 — b f(u;)

(1 - Oénfl) Up—2 — 2“1171 + (1 + anfl) 1— hgf(un71>

Rovnici (16) budeme fesit Newtonovou metodou. Nejdiive zvolime pocatecni piiblizeni u® = (uf,...,u% ,) hodnot

u;, 1 =1,...,n— 1. Dalsi aproximace vypocteme ze vztahu
ul=ubr+ A% kE=0,1,2...,
kde A* tesi
Jur) AF = —®(u"), k=0,1,2...

P
aJ(u) = 8@57) je Jacobiho matice.
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Jacobiho matice

B, C; 0 0
Ay By (Cy
J(uk) — . L ’
Anf2 an2 Cnf2
L 0 0 An—l Bn—l i
je tridiagondlni matice, kde
0
Pokud je napiiklad f(u) = —“&) Lot
okud je naprikla u) = ————, potom
)6 hap u(z) +1’ P
af , 1
e z)_f(uz)_m'
Pocatecni priblizenf u® = (u?,...,uY_,) volime napr. tak, aby hodnoty ug-) linedrné interpolovaly okrajové podminky

0,6 0.6 0.6(n—1)\"
u0:<0,4—|—’—;...;0,4+—’ ];...;0,4+—’ (n >> )
n n n
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Piiklad 7.4 Na intervalu (0, 1) feste metodou siti diferencialni rovnici

1 " / 2
—u —u =u +1
6

s okrajovymi podminkami u(0) — ¢ «/(0) = 1, /(1) = 0.

Resent:

Diferenciédlni rovnice ]
au”—u':u2+1 (17)
je ziejmé nelinedrni. Na intervalu (0, 1) zvolime sit x; = ih, i = 0,...n ekvidistantnich bodu s krokem h = % Hledané
hodnoty u(x) budeme aproximovat v uzlech x;, tj. u(x;) = u; .

Ug Uy Uz us
L | | |
T T T T 1

)
=0 o T2 x3 Tp—1

Diferenciédlni rovnici (17) nahradime diferenéni formuli

é (u(ﬂﬁi—l) — QU}EZ:Z) + u(l“i+1)) B U($i+1)2_hu($i—1) = u*(x;) + 1+ O(h?),

zanedbame vyraz O(h?) a nahradime u; = u(x;)

I (wio —2u; + i+1 — Ui

6 h2 2h

rovnici upravime na
Ui—1 — 2u; + Uiy — 3hu; o + 3hu;_ 1 = 6}12(“? +1).
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Dostaneme soustavu n — 1 diferen¢nich rovnic

Prvni okrajovou podminku budeme také aproximovat s presnosti O(h?) :

u(0) - %u’(O) 1 S u(zg) - é —3u(o) + 4212("””1) —u®) L omy

Zanedbanim vyrazu O(h?) a nahradou u; = u(z;) dostaneme

12h i 4U1 U2
up = —
T 12h+3  12h+3  12h+3
12h 4 —1
Oznacime-li o = g , Y= 1ze (19) zjednodusit na

12h+3 7 12h+3 12h+3°

ug = o + Bug + yuy

Podobné aproximujeme druhou okrajovou podminku

d)=0 o  UEmm) 4“(22"—1) F3ulm) g4 o),

Ll ]

(18)

(20)
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tedy

Uy, = %Un—l - %un_Q ) (21)

Vzhledem ke vztahum (20) a (21) se pocet neznamych redukuje na n— 1. Tyto nezndmé by mély spliovat n— 1 rovnic:

(1 +3Rh)B —2)uy + (1 +3h)y+ (1 = 3h))uy = 6h*(ui+1)— (1+3h)a,

(14 3h)u;—y —2u; + (1 = 3R)u;yy = 6h*(ul + 1), i=2,...,n—2,
2(1 + 6h 2(1 + 6h
%unz — %unl = 6h2(ui_1 + 1) .

Prvni (resp. posledni) rovnici jsme obdrzeli dosazenim vztahu pro uy z (20) do (18), kde ¢ = 0 (resp. u,, ze vztahu(21)
do (18), kde i =n — 1).

, ’ . “s T v v . , .
Vektor neznamych, ktery oznac¢ime u = (uy,...,u,_1) , bude fesit soustavu algebraickych rovnic

Au = f(u), (22)
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kde

(1+3h)8 — 2
(1+ 3h)

(14 3h)y + (1 — 3h) 0

2 (1— 3h)

(14 3h)
0

[ 6h%(uf +1) — (1+3h)a ]
6h*(u3 + 1)

—2

(1+ 6h)

(1— 3h)

—(1+ 6h)

Ll ]
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Soustavu (36) muzeme fesit napiiklad metodou postupnych aproximaci
Auftt = f(ub), k=0,1,2,...,

kde vychozi aproximaci u® volime napi. tak, aby spliiovala okrajové podminky, v naem piipadé napiiklad konstantni
funkci u(z) = 1, tedy
u’=(1,1,...,1).

Vypocet provadime dokud neplati
|uftt —uf|| <e.

pro predem zvolenou pfesnost €.

‘Il Zpét



8. ODR - Metoda strelby pro okrajové tulohy

e Priklad 8.1 Je ddna soustava diferencidlnich rovnic

/ .
y; = e’ +siny,

/ 2 3
vy = o’y +e

Y1

s okrajovymi podminkami  2y;(0) — 3y2(0) =5, 31(2) + y2(2) = —1. Navrhnéte feseni okrajové tlohy metodou
sttelby pomoci varia¢nich proménnych. Napiste postup feseni.

e Priklad 8.2 Navrhnéte feseni okrajové ulohy

1 /2
y/,:§y_2(y>

y(0)=1, y(1)=1,5

metodou stelby. Reste pomoci variacnich proménnych. Napiste postup Feseni.
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Priklad 8.1 Je ddna soustava diferencidlnich rovnic

/ .
i = e’ +siny

/ 2 3
vy = o’y +e

Y1

s okrajovymi podminkami  2y;(0) — 3y2(0) =5, 41(2) +y2(2) = —1. Navrhnéte feseni okrajové tilohy metodou stielby
pomoci variacnich proménnych. Napiste postup feseni.

Vysledek:

Postup resSeni okrajové tlohy

1. Polozme k = 0, zvolme pocateéni hodnotu n = n* a piesnost ¢.

2. Pro n = n* fesime pomoci RK-metody po¢atecni tlohu pro 4 rovnice

y; = eVl +siny,
vy = aiptey
p1 = e’'pr+cosysps
py = (2 +e*)py 4 3y1 ™ py
s podminkami
hn (O) =1,
1
p(0) = 5(20-5),
D1 (O) =1 )
2

Ziskdme Y1 (27 nk)7 y2(27 77k>7 p1<27 nk)a p2(27 Uk)
‘Il Reseni Zpét



Pokracovani vysledku:
3. Vypocitame
k+1 _ k y1(2777k> + y2(2a 77k) +1
p1(2> 77'“) + p2(2’ nk)
Na zdkladé hodnot n**!, n* rozhodneme o dalsim kroku algoritmu:
It -kl > = ki=k+1 = 2
It —nfl<e = 4.
4. Pro n = n**! fesime pomoci RK-metody pocateéni tilohu pro dvé diferencidlni rovnice

n

/ .
yp = e’ +siny,

/ 2 3
vy = o’y + e

n

s podminkami

n(0) =,
w0) = 320-5).

Diskrétni pfiblizné hodnoty funkei g, yo ziskané RK—metodou v bodech déleni x;, i =0, ..., N intervalu (0;2), tj.

yl('xivnk_'_l)a y2($i7nk+1)7 ZZO,,N

budou vyslednym piibliznym feSenim dané okrajové tlohy.

‘Il ReSeni
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Priklad 8.2 Navrhnéte feseni okrajové tlohy

y(0)=1, y(1)=1,5
metodou stielby. Reste pomoci variaénich proménnych. Napiste postup Fesen.
Vysledek:
Postup reSeni okrajové tlohy
1. Polozme k = 0, zvolme pocéateéni hodnotu n = n* a piesnost ¢.

2. Pro n = n* fesime pomoci RK-metody po¢ateéni tilohu pro 4 rovnice

yi = U
1 y2
/ — - _ 2_2
Yo 5 n "
p/1 = P2
1 3/2 Y2
- (24922 — 422
p2 <2 + y%> D1 . D2
s podminkami
y2(0) = 7

Ziskdme 91(177]k)7yz(1777k>7 p1<17 nk)7p2(177]k)
‘Il Reseni Zpét



Pokracovani vysledku:
3. Vypocitdme novou aproximaci n*+!

nktl =k — yi(l,n*) - 1,5
pi(1,n*)
Na zdkladé hodnot n**!, n* rozhodneme o dalsim kroku algoritmu:
It -kl > = ki=k+1 = 2
It —nkl<e = 4.

4. Pro n = n**! fesfme pomoci RK-metody poc¢ateéni tilohu pro dvé diferencidlni rovnice

Y1 = Y2
1 Y3
= _—qy —222
Yo ) n " 9
s podminkami
yi(0) =
y2(0) = 7

Diskrétni piiblizné hodnoty funkce y = y; ziskané RK-metodou v bodech déleni z;, i = 0,..., N intervalu (0;1), tj.

y1<xi777k+1)7 ’iIO,...,N,

budou vyslednym piibliznym feSenim dané okrajové ulohy.

Kl

ReSeni

Zpét



Priklad 8.1 Je ddna soustava diferencidlnich rovnic

/ .
y; = e’ +siny,

vy = a'ptey

s okrajovymi podminkami  2y;(0) — 3y2(0) =5, 31(2) +y2(2) = —1. Navrhnéte feseni okrajové tilohy metodou sttelby
pomoci variacnich proménnych. Napiste postup feseni.

Resent:

Soustavu diferencidlnich rovnic

y; = e +sinyy (1)
v = 2y ey (2)
se separovanymi okrajovymi podminkami
2y1(0) = 3y2(0) = 5 (3)
vi1(2) +12(2) = —1, (4)

fesime na intervalu (0;2).

Okrajovou tlohu prevedeme na posloupnost pocatecnich tiloh se zvolenou pocateéni podminkou v nékterém krajnim bodé
intervalu a urc¢ime druhou pocatecni podminku. Budeme pozadovat, aby volba téchto poc¢atecnich tloh byla takova, ze
feSeni s touto pocateéni podminkou spliiuje okrajové podminky v obou krajnich bodech.

1) Nejprve volime jednu pocateéni podminku, napt. y;(0) = n (n pocateéni néstiel) a z rovnice (3) dopocitdme
zbyvajici pocatecni podminku y5(0), tj.

p(0) = 5(20-5). ©)

Tak ziskdme pocatecni ulohu pro soustavu dvou diferencidlnich rovnic (1), (2) s po¢ateénimi podminkami (5), (6).
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Resit ulohu pomoci varia¢nich proménnych znamend ptidat, pomoci varia¢nich proménnych

_9n _ 9y
dvé nové diferencialni rovnice
dy; 0 (e¥ +sinyy) oyr Yo
/ g —1 — = yi_ 72— _—
Dy on on e o + CoS Y2 on
Oyy O (2yy + €2 yy) oy Oy
;o 2 /2 3yo 3y2
= — = = + — 43 —
Do an an (37 € ) 877 Y1 € 87}
tj.
Py = €"'p1+ cosyaps (7)
Py = (2% +€*)py + 3y, ¥ p, (8)
s poc¢atecnimi podminkami
p(0) = 1 (9)
2

Dostédvame tedy pocatecni ilohu pro 4 diferencidlni rovnice (1), (2), (7), (8) s po¢ateénimi podminkami (5), (6),

(9), (10).

Pomoci nékteré z metod Rungova Kuttova typu (RK—metody) ziskame (pro zvolené 7 ) ptiblizné feseni pocatecni
ulohy, tj. hodnoty funkce y1(2,7),v2(2,7), p1(2,7), p2(2,7n) . Pokud neplati okrajova podminka (4), tj.

y1(2777) +y2(2777) + 1 7é 07

znamena to, ze jsme pocatecnim nastielem 7 minuli cil a je nutno opravit puvodni odhad 7.
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Je tfeba najit takové n, aby ptiblizné spliovalo nelinearni rovnici

o(n) =0, kde o(n)=v1(2,7)+y2(2,n)+1. (11)

Na hledani kotene funkce ¢ 1ze pouzit nékterou iteracni metodu. ReSeni pomoci variacnich proménnych usnadni
pouziti Newtonovy metody.

3) Odhad poc¢atecni hodnoty 1 opravime pomoci Newtonovy metody vypoéitanim nové iterace nV° ze staré hodnoty

n3t = 1 nasledovné
St
Nov St 80(7] )
n =n - 12
' (n°") (12
Dosadime-li derivaci funkce (), tj.
0(y1(2,m) +y2(2,m) + 1
¥'(n) = S 8772( a =p1(2,7) +p2(2,7)
do (12) bude
2 St 9 St 1
nNov: St_yl(an )+y2(777 )+ (13)

p1(2,75) 4+ p2(2,15)
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Postup resSeni okrajové tlohy

1. Polozme k = 0, zvolme pocéateéni hodnotu n = n* a piesnost e.

2. Pro n = 1" fesfime pomoci RK-metody pocdtecni tilohu pro 4 rovnice (1), (2), (7), (8) s podminkami (5), (6),
(9), (10).

Ziskame hn (27 nk)a y2(27 77k)7 pl(27 nk)a p2(27 77k)

3. Vypocitame

=~ ) 420 +1 (14)
p1(2,0F) + pa(2,7)
Na zdkladé hodnot n**!, n* rozhodneme o dalsim kroku algoritmu:
It -kl >e = ki=k+1 = 2
It —npkl<e = 4.

4. Pro n = n*! fesime pomoci RK-metody pocatecni tilohu pro dvé diferencidln{ rovnice (1), (2) s podminkami (5), (6).
Diskrétni pfiblizné hodnoty funkei g, yo ziskané RK—metodou v bodech déleni x;, i =0, ..., N intervalu (0;2), tj.

yl('xivnk_'_l)a yZ(:E’i?T/kJrl)? ZZO,,N

budou vyslednym pfibliznym fesenim dané okrajové tlohy (1) — (4).
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Priklad 8.2 Navrhnéte feseni okrajové tlohy

y(0) =1, y1)=1,5

metodou strelby. Reste pomoci variaénich proménnych. Napiste postup Fesen.

Reseni:
Diferenciédlni rovnici )
1 Y
"= —y—2 15
4 2 Y Y (15)
s okrajovymi podminkami
y(0)=1, y(1)=1,5 (16)
prevedeme nejprve na soustavu diferencidlnich rovnic 1. fddu
Y= Y (17)
1 Y3
! 2
- o — 9272 18
Ya 5 Y1 " (18)
s okrajovymi podminkami
yi(0) = 1 (19)
n(l) = 1,5 (20)

pricemz pro tento prevod polozime y; =y, y2 =¥ .
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1) Pripravime si poc¢atecni uilohu pro soustavu diferencidlnich rovnic.

K podmince (19) zvolime druhou pocatetni podminku y,(0) a dostaneme

n(0) =1 (21)
y2(0) = 7. (22)
Tak ziskdme pocédtecni ulohu pro soustavu dvou diferencidlnich rovnic (17), (18) s pocateénimi podminkami (21),
0 0
(22). Pfiddme-li varia¢ni proménné p; = % , P2 = % , dostaneme dalsi dvé diferencidlni rovnice
n n
o= WO
' on 9
! 0 <l -2 ﬁ) 2
Py = Oy, _ T\2% 77 :(1+2@)%_4%%
’ on On 2 Tyi) o wyoon’
tj.
Py = p (23)
1 92> Yo
/ 2
Py = (=+2=|p1—4=p 24
’ <2 i) (24
s pocatecnimi podminkami
pi(0) = 0 (25)
p2(0) = 1. (26)

Dostédvame tedy pocéatecni tilohu pro 4 diferencidlni rovnice (17), (18), (23), (24) s poc¢ateénimi podminkami (21),
(22), (25), (26).

Metodou Rungova—Kuttova typu (RK—metody) ziskdme (pro zvolené 7 ) priblizné reseni pocatecni ilohy, tj. hodnoty
funkce yl(]-: 77)7 y2(1a 77)7 p1(17 77)’ p2(1> 77) :
B 7



Pokud neplati okrajova podminka (20), tj. y1(1,17) — 1,5 # 0, znamend to, ze je nutno opravit puvodni odhad 7.
Rovnici

budeme fesit Newtonovou metodou.

3) Odhad pocateéni hodnoty n opravime vypocitanim nové iterace n**! ze staré hodnoty n* = podle vztahu

k
k+1 ko e(7)
noo=n - : 28
' (1) (#)
Dosadime-li derivaci funkce ¢(n), tj.
d (i (1,m) —1,5)
/ Y Y
Y= =pi(1,n
) - (1)
do (28), je
yi1(1,7%) = 1,5
nkJrl — nkJrl o 1( Ui ) ) (29>

pi(L,7%)
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Postup reSeni okrajové tlohy
1. Polozme k = 0, zvolme pocéateéni hodnotu n = n* a piesnost e.

2. Pro n = n* fesime pomoci RK—metody pocdtecni tlohu pro 4 rovnice (17), (18), (23), (24) s podminkami (21),
(22), (25), (26).
Ziskdme yl(lan ) y2(1777k)7 pl(lank)ap2(1>nk)‘

3. Ze vztahu (29) vypocitdme novou aproximaci n**!
n
Na zdkladé hodnot n**!, n* rozhodneme o dalsim kroku algoritmu:
g
It -kl > = ki=k+1 = 2
It —nfl<e = 4.
4. Pro n = nkt!
(1), (22).

Diskrétni priblizné hodnoty funkce y = y; ziskané RK-metodou v bodech déleni z;, i = 0,..., N, intervalu (0; 1), tj

fesime pomoci RK—metody pocatecni tlohu pro dvé diferencidlni rovnice (17), (18) s podminkami

y1($i7nk+1)7 i:07"'aN7

budou vyslednym pfibliznym fesenim dané okrajové ulohy (15) — (16).
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9.

PDR - parabolického typu

e Priklad 9.1 Na mnoziné D = {[z,t] : x € (0;1), 0 <t < T} je ddna rovnice vedeni tepla

ou  0*u
- t
5 = a2 /(@)
s pocatecni podminkou u(z,0) = 5z% a okrajovymi podminkami: u(0,¢) =0, u(1,t) =5.

Reste tuto tlohu metodou siti:

a) Odvodte explicitni formuli pro obecné h a k.

b) Zvolte prostorovy krok h = 0,2 a casovy krok k& = 0,01. Napiste maticovy zapis formule. Ovéite, ze je pii této
volbé explicitni metoda stabilni. Konkrétné pro f(z,t) = z, x € (0;1) vypocitejte ptiblizné hodnoty funkce
u(z,t) v uzlovych bodech sité prvni a druhé ¢asové vrstvy.

Priklad 9.2 Na mnoziné D = {[z,t] : € (0;1), 0 <t < T} je ddna rovnice vedeni tepla

ou  0%u
E—w‘l'f(%t)

s pocatecni podminkou u(z,0) = 522 a okrajovymi podminkami: w(0,¢) =0, u(1,t) =5.
a) Odvodte jednoduchou implicitni formuli pro obecné h a k. Soustavu zapiste v maticovém tvaru - konkrétni
matici napiste az v bodu b).

b) Zvolte prostorovy krok h = 0,2 a ¢asovy krok k = 0,2. Pro tuto volbu a pro f(z,t) = z, x € (0; 1), sestavte
soustavu diferencnich rovnic pro vypocet prvni ¢asové vrstvy pomoci implicitniho schématu. Soustavu zapiste
v maticovém tvaru.
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e Piiklad 9.3 Na mnoziné D = {[z,t] : x € (—1;1), 0 <t < T} je dana PDR:

ou  O*u
E:@+f(%f)

s pocateéni podminkou u(z,0) = 2z + 2 a okrajovymi podminkami: u(—1,t) =0, u(1l,t) =4 —t.
a) Reste tuto tlohu metodou siti. Odvodte CrankaNicolsonové formuli.

b) Zvolte prostorovy krok h = 0,5. Pro j obecné zapiste soustavu v maticovém tvaru. Pro ¢asovy krok k = 0,2
sestavte soustavu diferencnich rovnic pro vypocet prvni casové vrstvy pomoci schématu Cranka—Nicolsonové.
Predpokladejte, ze f(x,t) = 10z +t, pro = € (—1;1), ¢t € (0;0,2).

e Priklad 9.4 Na mnoziné D = {[z,t] : x € (0;2) x (0;T) je ddna PDR:

s pocatecni podminkou u(z,0) = x(2 — z) a okrajovymi podminkami «(0,t) =20¢, u(2,t) =0.

a) Reste tuto tlohu metodou siti. Odvodte jednoduchou implicitn{ formuli s jednoduchou linearizaci.

b) Zvolte prostorovy krok h = 0,5 a ¢asovy krok k& = 0,25. Pro tuto volbu sestavte soustavu diferen¢nich rovnic
pro vypocet prvni casové vrstvy pomoci jednoduchého implicitniho schématu. Soustavu zapiste v maticovém
tvaru.
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e Priklad 9.5 Na mnoziné D = {[z,t] : # € (0;1), t > 0} je ddna PDR:

ou  0*u N ou L
— =— 41— —x€
ot 0x? ox

s pocatecni podminkou

u(z,0) = 1
krajovimi podminkami u(0,¢) — 1, u(1,£) — ——2%(1,4) =1
a okrajovymi podminkami u =1,u - =1.
J y p ? 7 ? t+ 1 83: 9

a) Reste tuto tlohu metodou siti. Odvodte jednoduchou implicitni formuli pro obecné kroky h a k.

b) Zvolte prostorovy krok h = 0,25 a ¢asovy krok k = 0,25. Pro tuto volbu zapiste soustavu diferen¢nich rovnic

v maticovém tvaru.

e Piiklad 9.6 Na mnoziné D = {[z,t] : x € (0;1), t > 0} je ddna PDR:

ou  O*u N ou Lo
ooy TT u
ot 0x*  Ox
s pocatecni podminkou
u(z,0) = =x

a okrajovymi podminkami u(0,¢) =0, u(1,t) = 1.

a) Reste tuto tlohu metodou pifmek pro obecny prostorovy krok h.

b) Metodou piimek vypoctete feseni pro h = 0, 5.

L]
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Cvicenti:
e (Cviceni 9.1
Na mnoziné D = {[z,t] : x € (0;1), t > 0} je ddna rovnice vedeni tepla
ou  0%u
oo ¢
5 = a2 /(@)

s pocatecni podminkou: u(z,0) = z* + 1 a okrajovymi podminkami: u(0,¢) =1, u(1,t) =2.

a) Reste tuto dlohu za pouziti explicitni formule metodou sit{ pro obecné h a k.

b) Pro zadany prostorovy krok h = 0,2 zvolte co nejvétsi casovy krok k, aby explicitni metoda byla jesté stabilni.
Pro f(z,t) =ze™, x € (0;1), t > 0, vypocitejte piiblizné hodnotu funkce u(z,t) v bodé [0, 8;0, 04]

e Cviceni 9.2
Na mnoziné D = {[z,t] : x € (0;1), 0 <t < T} je ddna PDR:

ou 0%u
D e ¢
s pocatecni podminkou: u(z,0) = 4x a okrajovymi podminkami: w(0,¢) =0, u(1,t) =4.

a) Reste tuto tilohu metodou siti. Odvodte CrankaNicolsonové formuli pro obecné h a k.

b) Zvolte prostorovy krok h = 0,25 a ¢asovy krok & = 0,2. Pro tuto volbu sestavte soustavu diferen¢nich rovnic
pomoci schématu Cranka—Nicolsonové. Soustavu zapiste v maticovém tvaru. Predpoklddejte, ze f(z,t) = 10z
pro z € (0;1), t € (0;0,2). Vypocitejte prvni ¢asovou vrstvu.
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Piiklad 9.1 Na mnoziné D = {[z,t] : x € (0;1), 0 <t < T} je ddna rovnice vedeni tepla

ou  0%u
- t
5 = a2 /(@)
s pocatecni podminkou u(x,0) = 5z% a okrajovymi podminkami: u(0,t) =0, u(1,t) =5.

Reste tuto tlohu metodou siti:
a) Odvodte explicitni formuli pro obecné h a k.

b) Zvolte prostorovy krok h = 0,2 a casovy krok k = 0,01. Napiste maticovy zdpis formule. Ovéite, Ze je pii této
volbé explicitni metoda stabilni. Konkrétné pro f(z,t) = z, x € (0;1) vypocitejte ptiblizné hodnoty funkce u(x,t)
v uzlovych bodech sité prvni a druhé ¢asové vrstvy.

Vysledek:

a) Explicitni schéma pro danou tlohu je:

. k. - 2k ;
ul ™ = ﬁ(ug_l—i—ugﬂ)—l— (1_F) w +k f(xi,t;), i=1,....n—1,

J_ Jj —
ug =0, u), =95.

Explicitni schéma pocitame pro j =0,1,...,m — 1. 0-tou vrstvu zndme z poc¢atecnich podminek
u) =5(ih)*, i=0,...,n

&

W = }L. Maticové vyjadieni explicitniho schématu pro m = 2:

b) Diferen¢ni schéma je stabilni, protoze o =

Wl =AW+ kP +vI, j=0,1,2,
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Pokracovani vysledku:

kde uw/t! = (u{“, . ,uiH)T je hledany vektor v dalsi ¢asové vrstve,
(1 —2a) a 0 0
o (1—-2a) a 0
A= ,
0 a (1—-2a) a
0 0 a (1 —2a)
. . T . . T
afl= (ff,...,fi) a v = (au{),0,0,aué)

Reseni dvou ¢asovych vrstev:

1
ul,

2 2

[
I
—_

u - Ul,..

ub) T = (0,302;0,904;1,906; 3,308) ",
u?)| = (0,379;1,008;2,012;3,3885) " .

Kl

ReSeni
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Piiklad 9.2 Na mnoziné D = {[z,t] : x € (0;1), 0 <t < T} je ddna rovnice vedeni tepla

ou_ o
ot Oz2

s pocdtecni podminkou u(z,0) = 5z% a okrajovymi podminkami: u(0,¢) =0, u(1,t) = 5.

+ f(x,t)

a) Odvodte jednoduchou implicitni formuli pro obecné h a k. Soustavu zapiste v maticovém tvaru - konkrétni matici
napiste az v bodu b).

b) Zvolte prostorovy krok h = 0,2 a ¢asovy krok k& = 0,2. Pro tuto volbu a pro f(x,t) = z, z € (0; 1), sestavte soustavu
diferenc¢nich rovnic pro vypocet prvni ¢asové vrstvy pomoci implicitniho schématu. Soustavu zapiste v maticovém
tvaru.

Vysledek:

a) Vyslednd implicitni formule pro vypocet hledanych hodnot v (j 4+ 1)-nim ¢asovém kroku pro j =0,1,...,m — 1:

J+1 Jj+1 J+1 _ J J+1 -
—au; +(1+20)u]" —oul,, =u +kf/7, i=1...,n—-1,

%

ji_ i 0 _ 2
up =0, u, =5, u;, =0,2¢",

coz je soustava n — 1 rovnic o n — 1 neznamych, kterou muzeme zapsat:
At = o + kI 4 o7 (1)

i+1 1 T i1 ST L ; i+1 1y T
kde f77 = ( l ,...,fﬂ:l) , vt = (au{f ,0,...,0,aul™)  jsou zndmé vektory a wit! = (ujl+ ,...,uiil) je

hledany vektor v dalsi ¢asové vrstve.

E Reseni Zpét



Pokracovani vysledku:

b) Pti zndmych hodnotach u® v 0-té casové vrstvé bude vektor u! fesit konkrétni soustavu linedrnich algebraickych

rovnic s tfidiagonalni matici:

11 -5 0 0 ul 0,24
-5 11 =5 0 uy || 0,88
0 -5 11 -5 uy || 1,92
0 0 =5 11 u) 28, 36

Pro tplnost uvadime vektor feseni ze software Maple:
ul = (0, 7563947664; 1, 616068486; 2, 622955904; 3, 770434502) T

Kl

ReSeni
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Piiklad 9.3 Na mnoziné D = {[z,t] : x

s pocatecni podminkou u(z,0) = 2z + 2 a okrajovymi podminkami:

€ (—1;1), 0 <t <T} je ddna PDR:

ou 0%u

E—@ﬂLf(f,t)

a) Reste tuto tlohu metodou siti. Odvodte CrankaNicolsonové formuli.

u(—1,t)

:O’

u(l,t) =4—t.

b) Zvolte prostorovy krok h = 0,5. Pro j obecné zapiSte soustavu v maticovém tvaru. Pro ¢asovy krok k& = 0,2
sestavte soustavu diferenc¢nich rovnic pro vypocet prvni casové vrstvy pomoci schématu Cranka—Nicolsonové.
Predpokladejte, ze f(x,t) = 10z +t, pro = € (—1;1), ¢t € (0;0,2).

Vysledek:

a) Diferenéni schéma pro danou tlohu je

_ J-‘rl
2 zl

+(1+a)ul* -

J+1

2 Z+1_2

(0
_uz 1—|—(1—a)u + 2uz+1+k

2

f]+1 + f]

,proi=1...,

kde u] = u(x;,t;) a kde jsme pouzili oznaceni f(w;,t;) =

b) Pro n =4 a j obecné zapiSeme soustavu maticove:

kde u/t! =

(u

7+1
uy

Y

J+1

%)

J
, Us

j+1

fj+1 + fj

Avt ' =Bu/ + k— T 5

) je hledany vektor v dalsi casové vrstve,

+ v/t

Y

E ReSeni
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Pokracovani vysledku:

(1+a) -2 0 (1-a) 2 0
A=| -5 (Q+o) -5 |, B= 5 (-0 3 ,
0 —% (14 «) 0 % (1—-a)

w = (), = (Y P = (8.6

Vektor u! je feSenim konkrétni soustavy hnearmch algebraickych rovnic s tiidiagondlni matici:

1,8 —0,4 0 ul 0,02
0,4 1,8 —04 || u|=1]202
0 -04 1,8 ub 5,54

Pro iplnost uvadime vektor feseni soustavy v software Maple:

= (0,4570776255; 2,006849315; 3, 523744292] T
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Piiklad 9.4 Na mnoziné D = {[x,t] : x € (0;2) x (0;T) je ddna PDR:

s pocatecni podminkou u(z,0) = x(2 — z) a okrajovymi podminkami «(0,t) =20¢, u(2,¢f) =0.
a) Reste tuto tlohu metodou siti. Odvodte jednoduchou implicitni formuli s jednoduchou linearizaci.

b) Zvolte prostorovy krok h = 0,5 a casovy krok k = 0,25. Pro tuto volbu sestavte soustavu diferencnich rovnic pro
vypocet prvni casové vrstvy pomoci jednoduchého implicitniho schématu. Soustavu zapiste v maticovém tvaru.

Vysledek:

a) Diferenéni schéma pro danou tlohu je

—ault + (1 + 20+ k] — D))l —audt] =ul, i=1,...,n—1.

kde u] = u(x;,t;), a = 5.

b) Pro n =4 a j obecné zapiSeme soustavu maticove:
A]u]+1 = ul + ,U]-‘rl’ (3)

j RS RS U S AN , “ . .
kde w/* = (u]™, w3, w}™")  je hledany vektor v dal§f casové vrstvé.
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Pokracovani vysledku:
Matice A’ mé pro n = 4 tvar

1+ 2a + k(u] — 1) —a 0
Al = —a 14 20+ k(ul, — 1) - ’
0 - 1+ 2a + k(u} — 1)

. ’ +1 i+1y T
a vektor je v/ = (au)™, 0, aul") .
Pii znamych hodnotach u® v 0-té casové vrstvé bude vektor u! fesit konkrétni soustavu linedrnich algebraickych rovnic

s tridiagonalni matici:

2,9375 —1 07 [ ul 5,75
-1 3 —1 | |u|= 1
0 —1 2,9375 | | ul 0,75

Pro tplnost uvadime vektor feseni v software Maple:
ul = (3,529299848; 1,506849315; 0, 7515220700) '

‘Il Reseni Zpét



Piiklad 9.5 Na mnoziné D = {[z,t] : © € (0;1), t > 0} je ddna PDR:

ou  d*u ou 4

— =— 41— — 1€
ot o2 ou
s pocatecni podminkou
u(z,0) = 1

0
a okrajovymi podminkami u(0,¢) = 1, u(1,t) — t+—18_u
x

(1,6)=1.

) Reste tuto ilohu metodou siti. Odvodte jednoduchou implicitni formuli pro obecné kroky h a k.

b) Zvolte prostorovy krok h = 0,25 a ¢asovy krok k = 0,25. Pro tuto volbu zapiste soustavu diferen¢nich rovnic

v maticovém tvaru.

Vysledek:

a) Oznaéme u] = u(x;, t;), diferencni schéma pro danou tlohu je

witl — 5u]+1 +45UJH

_(O‘_EZ) wltl + (14 2a)ul™ — (oz—l—é)ufﬁ—u + k hie”UTDF,

1_77

kdea—hz,ﬂ m, Y= 6(1+(]+1)k)2h

‘Il ReSeni
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Pokracovani vysledku:

b) Maticovy zapis soustavy je A ‘ A .
Auit = I + kaJrl + vit (4)

_(j+1 J+1_g+1 g+l

. ) T
_ . +1 7 ~/ v 7’ ~ _ J ] ] J .
kde pro n = 4 je w’ uy Uz, Uy ) hledany vektor v dalsi ¢asové vrstve, u/ = (ul, u2,u3,u4) je

znamy jiz vypocitany vektor,

(1+20) —(a+¥) 0 0
Ao —(a—Fk) (1+4+20) —(a+k) 0
N 0 —(a-%) (1+2a) —(a+%)
0 3 48 1
fI = (he *UtD 2 pe kUt 3 pe hUHD O)T vt = ((a u)t™,0,0, 0) jsou znamé vektory. Pocétecni

vektor u?, ktery dostaneme z po¢dtni podminky je u® = (uf, ug,ug,fy)T = (1;1;1; —0,2631578) "
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Piiklad 9.6 Na mnoziné D = {[z,t] : © € (0;1), t > 0} je ddna PDR:

s pocatecni podminkou

%—@_’_@ + 2
ot 0x2 Oz Y
u(z,0) = =z

a okrajovymi podminkami u(0,¢) =0, u(1,t) = 1.

a) Reste tuto tlohu metodou pifmek pro obecny prostorovy krok h.

b) Metodou piimek vypoctete feseni pro h = 0, 5.

Vysledek:

a) Na intervalu (0, 1) vytvorime sit

O=xo<m<--- <z, =1,

Tig1=x;+h,i=0,...,n, n=—.

Oznacéme v kazdém bodé x; ptibliznou funkei u;(t) = u(x;, t) prot € (0,T). Po ndhradé derivace diferenci dostaneme
soustavu n — 1 ODR s n — 1 pocatecnimi podminkami:

ui(t) = aui—1 (t) + Pui(t) + yuira (1),
kde up(t) =0, u,(t) =1, a = (

1

€
au;(0)=thproi=1,...,n—1.

t e (0,T),
). B=02-3).7=(

Tuto soustavu muzeme pro obecné n tesit nékterou z Runge-Kuttovych metod.
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Pokracovani vysledku:

b) Pro h =0,5, tj. n = 2 dostaneme jednu obycejnou diferencidlni rovnici

uy(t) = —6uy(t) +5, prote(0,T)
kde u4(0) = 0,5

Tuto ODR muzeme vyfesit analyticky. Partikuldrni feseni nasi ODR s danou pocatecni podminkou je

—2e 0 4 5

(75} (t) = 6
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Cviceni 9.1

Na mnoziné D = {[z,t] : x € (0;1), t > 0} je ddna rovnice vedeni tepla

ou  O*u
s _ t
5 = a2 T /(@0
s pocdtecni podminkou: u(z,0) = 22+ 1 a okrajovymi podminkami: u(0,¢) =1, u(1,t) = 2.

a) Reste tuto tlohu za pouziti explicitni formule metodou siti pro obecné h a k.

b) Pro zadany prostorovy krok h = 0,2 zvolte co nejvétsi casovy krok k, aby explicitni metoda byla jesté stabilni. Pro
flz,t)=ze x €(0;1), t >0, vypocitejte piiblizné hodnotu funkce u(z,t) v bodé [0, 8; 0, 04]

Vysledek:
a) Oznatme o = h—"; Explicitni schéma pro danou tlohu je:
™ =aul +ul )+ (1= 2a)ul +k f(anty), i=1,...,n—1,
ué =1,u =2
Explicitni schéma pocitdme pro j = 0,1,...,m — 1. O-tou vrstvu zname z pocatecnich podminek

u) = (ih)*>+1,i=0,...,n

b) Aby bylo schéma stabilni, musime zvolit k£ < 0,02, zvolime tedy k = 0, 02.
Protoze méme vypocitat hodnotu (0, 08;0,04), musime zvolit m = 2, budeme tedy pocitat dvé casové vrstvy.

Ze zadani h = 0,2 plyne n = 5.
E Zpét



Pokracovani vysledku:
Oznacime-li w? = (u), u), ud, u}, v}, ul), dostaneme:
w’ = (1;1,04;1,16;1,36; 1, 64;2)
w' = (1;1,084;1,208:1,412;1,696;2)
u? = (1;1,10792;1,25584; 1,46376; 1, 72168; 2)

Tedy u(0,08;0,04) = u2 = 1, 72168. K Zpét



Cviceni 9.2
Na mnoziné D = {[z,t] : x € (0;1), 0 <t < T} je ddna PDR:

ou (’32u
— t
ot~ Top T
s pocatecni podminkou: u(z,0) = 4x a okrajovymi podminkami: w(0,¢) =0, u(1,t) =4.

a) Reste tuto tlohu metodou siti. Odvodte CrankaNicolsonové formuli pro obecné h a k.

b) Zvolte prostorovy krok h = 0,25 a casovy krok k = 0,2. Pro tuto volbu sestavte soustavu diferen¢nich rovnic
pomoci schématu Cranka—Nicolsonové. Soustavu zapiste v maticovém tvaru. Predpokladejte, ze f(z,t) = 10z pro
€ (0;1), t € (0;0,2). Vypocitejte prvni casovou vrstvu.

Vysledek:

a) Oznatme n = +, m = % af= % Diferenc¢ni schéma pro danou tlohu je

:IH

J+1 J
#,proi:1...,n—1aj:0,...,m—1,

—isult] +(1+z’ﬁ)u{“—i§u{j} :z/guj +(1—if)u +ig ul o +k

kde ! = u(z;,t;) a kde jsme pouzili oznaceni f(z;,t;) = f.
b) Pron =4 a j obecné zapiseme soustavu maticove:

Jj+1 J
AR L

Auw't = Bul + k 5 ,

] j+1 1 1 , v/ v , -
kde wtt = (uf*', ud ™t uf" ) je hledany vektor v dalsi ¢asové vrstve,
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Pokracovani vysledku:

1+8 -5 0 1-8 3 0
A=| -8 (@+28) -8B , B= g (1-2p) B
0 -35 (1+3p) 0 32 (1-3p)

kde 8= 0,8aw = (u},ud,ud) , £ = (A A ) = (2,5;,0,5,7,5), ¥ = 0,...m—1, v/ = (0;0;9,6)" , Vj =

0,...m—1.
7 pocétecnich podminek dostaneme: u® = (1;2;3)"
Vektor u! je feSenim konkrétni soustavy linedrnich algebraickych rovnic s tifdiagonalni matici:

1,8 —0,4 0 ul 1,5
—0,8 2,6 —0,8||u|=]30
0 -1,2 3,4 uk 9,3

Pro iplnost uvadime vektor feseni soustavy v software Maple:

ul = (1,44136;2,7361; 3,70098) T

(<]
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Piiklad 9.1 Na mnoziné D = {[z,t] : x € (0;1), 0 <t < T} je ddna rovnice vedeni tepla

ou  0%u
- t
5 = a2 /(@)
s pocatecni podminkou u(z,0) = 5z% a okrajovymi podminkami: u(0,¢) =0, u(1,t) =5.

Reste tuto tlohu metodou siti:
a) Odvodte explicitni formuli pro obecné h a k.

b) Zvolte prostorovy krok h = 0,2 a casovy krok k = 0,01. Napiste maticovy zdpis formule. Ovéite, ze je pii této
volbé explicitni metoda stabilni. Konkrétné pro f(z,t) = x, x € (0;1) vypocitejte priblizné hodnoty funkce u(z,t)
v uzlovych bodech sité prvni a druhé ¢asové vrstvy.

Resent:

a) Rovnice
— t 6
= T fle) (6)

je linearni PDR parabolického typu. Nejdiive si ovérime kompatibilitu zadané pocatecni podminky s okrajovymi
podminkami. Zfejmé jsou okrajové a pocatecni podminky v souhlasu, nebot:

u(z,0) =0 =wu(0,t) v bodé [0,0] a u(x,0) =5 =u(l,t) v bodeé [1,0].

Vytvoifme sit D™* mnoziny D s uzly [z;,t;], kde

|—

0 =<1 <<z, =1, Tiyir=x;+h,1=0,...,n, n
0 =tog<t1 <---<tp, =T, tj+1:tj+k,j20,...,m,

=4

Pibliznou hodnotu fesen{ v uzlu [x;,t,] budeme znaéit u?, tedy

Ung($27t]), i:O,...,n,j:0,1,2,....
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Z okrajovych podminek a z poc¢ateéni podminky plyne:

wy=0,u =5, j=0,1,....,m a ul=>5(h)? i=0,...,n.

J

Tyto ptesné hodnoty pouzijeme pro vypocet piibliznych hodnot feseni u] ve vnitinich uzlech [z;,¢;], i =1,...,n — 1,

j=1,....,m—1.

a I tj 82 I t; .
Nahradime-li v rovnici (6) hodnoty derivaci %, resp. % diferenénimi podily:
x
U(.fEi, tj+1) — U,(.fL"i, t]) U(Z’i_l, tj) — ZU,(.CEZ, t]) + U(ZCZ'_H, tj)
,  resp.
k h?
s presnost! O(k), resp. O(h?), dostaneme ve vnitinich bodech [z;,¢;], i =1,...,n— 1,5 = 1,...,m — 1 pii zanedban{
hodnot O(k) + O(h?) piiblizné diferenéni rovnice:
W=l - 2ul 4l . .
? = =t 2 +1—|—f(a:i,tj),z:l,...,n—l,]:0,1,...,m—1.

Rovnice spolu s ndhradou okrajovych podminek upravime na explicitni schéma pro vypocet pribliznych hodnot feseni

Explicitni schéma pocitdme pro j = 0,1,...,m — 1. 0-tou vrstvu zndme z poc¢atecnich podminek

u) =5(ih)*, i=1,...,n—1.
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b) Podminka stability pro volbu h = 0,2 a ¢asovy krok k£ = 0,01:
k0,01
h?2 0,04

zarucuje omezeni vlivu zaokrouhlovacich chyb u explicitni metody.
Pocet bodu sité urcuje h = 0,2, tj. n = % = 5.

0,25 <

N | —

Oznaéime-li f(z;,t;) = f, dostavame pro j = 0,1...m — 1 explicitni schéma

W =a(ul vl )+ (1 -20)ul kS, i=1,...,4,

J J—
up =0, uz = 5.

0-tou vrstvu zndme z pocatecnich podminek
uf = u(x;,0) =527 =5(0,2i)* =0,2¢*, i=0,...,5,
Explicitni linedrni algebraické vztahy (7) lze také vyjadiit maticove

w/ Tt :A’u,j—i-kfj—i-vj,

kde u/t! = (u{“, . ,ufl)T je hledany vektor v dalsf ¢asové vrstve,
(1-2a) a 0 0
p o (1—-2a) « 0
B 0 a (1—2a) a ’
0 0 a (1-2a)

af = (flo f) 2 v = (aud0,0,aul)

Ll ]
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Mame pocitat dvé casové vrstvy, tj. m = 2. Pro "rucni”’ vypocet je vhodné pouzit piimo vztah (7). Z poc¢atetni podminky
oy I T
1) =1(0,2;0,8;1,8;3,2) .

zndme hodnoty ve vychozi, tj. 0-té ¢asové vrstvé (na obr. zndzornéno cervené) u® = (uf, ..., u
Z okrajovych podminek dostavame piimo (na obr. zndzornéno cervené)
uh =u(0,t;) =0, ul=u(51t)=5 j=12. (10)

Jelikoz oo = 0,25, (1 —2a) = 0,5 a kf/ =0,01(0,2i) = 0,002, i =1,2,3,4, j =0,...m, pocitdme u} konkrétné

ze vztahu 1 1
't = (el bl Fgul £0,002i, i=1,.4,5=0,1.

2
4
podle schématu (na obr. znazornéno cervene).
t
0.01 7 TRREENTERY USRS SRS, SN
to — O (]/())[;\O O 1 O 3. 2 5
29 =0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 x
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Tedy T S SN 1 1
up = —(u0+u2)+§u1+0,002: Z(O,O+0,8)+50,2+0,002:0,302,

4
1 1 1 1
u%zZ—l(u?+ug)+§ug+0,004:1(0,2+1,8)+50,84—0,004:0,904,
oo oy Lo 1 1 _
u3—4(u2—|—u4)—|—2u3+0,006—4(0,8+3,2)—l—21,8+O,006—1,906,
1 1 1 1
u}l:Z(ug+ug)+§u2+0,008:Z(l,8+5,0)+53,2+0,008:3,308,

tj. ful = (ul,...,ul)" = (0,302:0,904; 1,906; 3,308) .

Pro vypocet 2. ¢asové vrstvy budeme postupovat obdobné.

t
0,02 u? u3 u3 u? 5
0,01 0,302 0,904 1,906 3,308 F'
to =10 02 03 - 32 L
Ty = 0,2 0,4 0,6 0,8 1 x

‘IHII Zpét



U2

2
Ug
2
Us
2
Uy

2 2

1 1 1 1
2= —(up +uy) + =uj +0,002 = 1(0’ 000 + 0, 904) + 50,302+ 0,002 = 0,379,

4 2
1 1 1 1

= Z—l(u% + ul) + §u; + 0,004 = Z(O’ 302 + 1,906) + 50,904 40,004 = 1,008,
1 1 1 1

= Z—L(ué +uy) + §u§ + 0,006 = Z(O’ 904 + 3, 308) + 51,906 +0,006 = 2,012,
1 1 1 1

= Z—l(u},, +ug) + §u}1 + 0,008 = 1(1’ 906 + 5, 000) + 53,308 +0,008 = 3, 3885,

tj. w? = (u2,...,u2)" = (0,379;1,008;2,012; 3,3885)".
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Piiklad 9.2 Na mnoziné D = {[z,t] : x € (0;1), 0 <t < T} je ddna rovnice vedeni tepla

ou  O*u
= flat
ot 0x? f,t)
s pocatecni podminkou u(z,0) = 5z% a okrajovymi podminkami: u(0,¢) =0, u(1,t) = 5.
a) Odvodte jednoduchou implicitni formuli pro obecné h a k. Soustavu zapiste v maticovém tvaru - konkrétni matici
napiste az v bodu b).

b) Zvolte prostorovy krok h = 0,2 a ¢asovy krok k& = 0,2. Pro tuto volbu a pro f(x,t) = z, z € (0; 1), sestavte soustavu
diferen¢nich rovnic pro vypocet prvni casové vrstvy pomoci implicitniho schématu. Soustavu zapiste v maticovém
tvaru.

Reseni:
a) Zadani rovnice je stejné jako v piikladu 9.1.
Vytvoiime sit D"* mnoziny D s uzly [x;, ], kde
0 =rp<1 < <xp,=1, Tivi=x;+h,1=0,...,n, n =
0 =to<ty<---<t, =T, ligi=t;+k,7=0,....,m, m =

>
=~

Pibliznou hodnotu fesen{ v uzlu [z;,t,] budeme znagit u?, tedy
uf = u(z;,t), i=0,...,n,5=0,1,2,...,m.
Na hranici mnoziny D jiz zndme pfesné hodnoty u(z;,t;) = uf z okrajovych podminek a z pocateéni podminky.
Plati tedy: A .
u)=0,ul =5, j=0,1,....,m a u)=>5(ih)?* i=0,...,n.

Tyto presné hodnoty pouzijeme pro vypocet pribliznych hodnot feseni u{ ve vnitinich uzlech [z;,¢,], i =1,...,n—1,

j=1....m—1.
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Levou stranu rovnice nahradime zpétnou diferenci. Pravou stranu budeme aproximovat (na rozdil od explicitni formule)
v (j + 1)-ni casové vrstvé, kde prostorovou derivaci nahradime centralni diferenci, a dosadime odpovidajici hodnoty do
funkce f. Tedy
u(wi, tipn) —u(@ity) . u(@io, tinn) — 2u(@s, ti) + u(@ig, tia)
L - B2 + f(ml’ J+1)

s presnosti O(k) +O(h?). Pti zanedbani hodnot O(k)+ O(h?) dostdvame implicitn{ diferenén{ rovnice pro priblizné fesen{
J+1.

u:
(2
. . - - -
S e VN
k = 3 + f(xi,tjp1), i=1,...,n—1, 7=0,...m—1.

Dale pouzijeme oznaceni f(z;,tj11) = ff Taa= h% Po tdpravé dostavame vyslednou implicitni formuli pro vypocet
hledanych hodnot v (j + 1)-nim ¢asovém kroku pro j =0,1,...,m — 1:

—auf+11—|—(1+2a)ug aujillzug—i—kffrl, i=1,....n—1,

J i —
up =0, u), =95,

coz je soustava n — 1 rovnic o n — 1 neznamych, kterou muzeme zapsat:

At =l + kI 4 07T (11)
. . . . T i . . T
kde f7t! = (ffJrl f”l) pitl = (auf)“, 0,...,0,0ul™)  jsouzndmé vektory a u/™ = (u{“, . ,ufltll) je hledany
vektor v dalsi éasove vrstve.
b) Pocet bodu sité uréuje h = 0,2 tj. n = + = 5, mame pocitat jednu ¢asovou vrstvu, tj. m = 1. Dostdvame implicitni
schéma pro j = O:
—au;_q+ (1+20)u} —auj,, =u+kfl, i=1,...,4, (12)

uy =0, ud =5, u® =(0,2;0,8;1,8;3,2)"
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Celd 1-nf vrstva, tj. vektor u = (u!,...,u)" se bude vyhodnocovat z rovnic (12) najednou, nebot hodnoty u! jsou
svazany s hodnotami v okolnich uzlech podle schématu (na obr. zndzornéno ¢ervené).
t
0,4 u? u3 u3 u? i
0,2 ul ud Uy T f
to=0 0 g2 03 1 32 5
Zo = 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 z

Soustavu (12) zapiSeme maticoveé:
Aut = u’ + k' + 0ol (13)

kde u! = (ul,...,ul)" je hledany vektor v dalsf ¢asové vrstve,
(1+2a) —a 0 0
Ao — (1+2a) - 0
N 0 —a (1+2a) -« ’
0 0 —a (1+ 2a)
a ul, f'=(fL.. ., fH a v =(au,0,0,aul)’ jsou znamé vektory.
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V zadané tloze je a = 5, tj. (1 +2a) = 11, a kf} = 0,2(0,24) = 0,044, tj. kf' = (0,04;0,08;0, 12;0,16)T. Déle
z okrajovych podminek je ul =0 a uf =5, tedy v' = (5u}; 0; 0; E’)ufl))T = (0;0;0; 25)T.

Pii znamych hodnotach u® v 0-té casové vrstvé bude vektor u! fesit konkrétni soustavu linedarnich algebraickych rovnic
s tiidiagonalni matici:

11 =5 0 0 ui 0,2 0,04 0 0,24
5 11 -5 0| u 0,8 0,08 0 0,88
0 =5 11 5| |w | |ue| o] o] | 1o
0 0 -5 11|« 3,2 0,16 25 28, 36

Pro tplnost uvadime vektor feseni ze software Maple:
ul = (0, 7563947664; 1, 616068486; 2, 622955904; 3, 770434502) T
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Piiklad 9.3 Na mnoziné D = {[z,t] : x € (=1;1), 0 <t < T} je dana PDR:

ou  d*u

- ¢
s pocatecni podminkou u(z,0) = 2z + 2 a okrajovymi podminkami: u(—1,t) =0, u(l,t) =4 —t.
a) Reste tuto tlohu metodou siti. Odvodte Cranka—Nicolsonové formuli.

b) Zvolte prostorovy krok A = 0,5. Pro j obecné zapiste soustavu v maticovém tvaru. Pro ¢asovy krok k£ = 0,2
sestavte soustavu diferenc¢nich rovnic pro vypocet prvni casové vrstvy pomoci schématu Cranka—Nicolsonové.
Predpokladejte, ze f(x,t) = 10z +t, pro = € (—1;1), ¢t € (0;0,2).

Reseni: Rovnice 5 o
U U
s _Z= 14

je linedrni PDR parabolického typu.
Nejdrive si ovéiime kompatibilitu zadané pocatecni podminky

u(z,0) = 2x+2 pro xze€ (—1;1) (15)

s okrajovymi podminkami
u(—=1,t) = 0 (16)
u(l,t) = 4—t. (17)

Ztejmeé jsou okrajové a pocatecni podminky v souhlasu, nebot:
u(z,0) =0 =wu(—1,f) v bodé [-1,0] a u(x,0) =4 = u(1,t) v bodé [1,0].
Funkce f je zaddna predpisem f(x,t) = 10z +t¢, z € (—1;1), t € (0;0, 2).
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Pti feseni této tlohy pomoci Cranka-Nicolsonové formule (CN) vytvorime nejdiive sit mnoziny D s uzly [z;,1,], kde

-1 =< <<z, =1, xi+1:$i+h,kdeh:%,
0 =tog<ty < <tp, tipm=tj+k, kde k==L,
Pibliznou hodnotu fesen{ v uzlu [z;,t,] budeme znaéit u?, tedy
w Zu(zt;), i=0,...,n,j=012--- m.
Hodnoty v 0-té casové vrstvé dostaneme z poc¢atecni podminky (15)
ud = u(w;,0) =2x; +2=2(—=1+ih) +2, i=0,...,n, (18)
tedy u® = (u?,... ,ug_l)T = (2h;4h;...;2(n—1)R)".
Z okrajovych podminek (16), (17) dostdavame
uh=u(0,t;) =0, wl=u(l,t;)=4—jk j=01,....,m—1. (19)

Levou stranu rovnice (14) nahradime zpétnou diferenci. Pravou stranu budeme aproximovat tak, ze zprumeérujeme apro-
ximaci centréalni diferenci v (j 4+ 1)-ni casové vrstvé a aproximaci centralni diferenci v j-té ¢asové vrstvé, a dosadime
odpovidajici hodnoty do funkce f.

Tedy
u(@i, i) —u(@ity)  w(@ion,tin) — 2u(@s, ti) + u(@ig, ta)
= +
k 2h?
u(wio1,t;) — 2u(w;, t;) + (v, t;)  f(@itj) + fo,t))
+ o + 5 +

+O(K2) + O(h?)
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Pii zanedbén{ hodnot O(k?) +O(h?) dostavédme diferencni rovnice pro piiblizné feseni u!*|,w! ™' ull}, j =0,. —1.
N - i . o
ul " =] _ow — 2wt uy = 2u gy f(r ) + f (@ t)
k 2 h? 2 h? 2 '

Déle pouzijeme oznaceni f(z;,t;) = fj aq = 2 . Po upravée dostavame vyslednou CN formuli pro vypocet hledanych
hodnot v (7 4+ 1)-nim ¢asovém kroku pro i = 1, o,n—1:

1 o Jj+1 + J
QW (14 a)ultt - ugj} = —ul_ +(1—a)l + um + pfi (20)
2 2 2 2 2
Celd (j+1)-ni Vrstva tedy vektor u/t! = (uj o uffll)T se bude Vyhodnocovat ze soustavy rovnic (20) najednou,

nebot hodnoty ul ™t jsou svazany s hodnotami v okolnich uzlech ultl a UfL a pocitaji se ze znamych hodnot v uzlech

ul_y,ul,ul . Hodnoty u} = 0 a ) =4 — jh, j = 0,2,...m jiz zndme z okrajovych podminek (19).

b) Pocet bodu sité uréuje h = 0,5 tj. n = E = 4, mame pocitat jednu ¢asovou vrstvu, tj. m = 1. Pro n = 4 a j obecné

zapiSseme soustavu (20) maticove:
: , AR .
A’U,]Jrl = B’U,] -+ k‘ T —+ ’U]Jrl, (21)

; 1 G G . . . §
kde w/*t = (u]™, w) ™ ult Je hledany vektor v dalsi ¢asové vrstve,

(14+a) -2 0 (1-a) 2 0
A=| -3 (+a) -5 | B= 5 (- 3 :
0 —2  (14a) 0 2 (1-a)
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w o= () P = (AT AP = (A e vt = (5T ), 0,5 (T +ul) | jsou
mémé vektory. Pro j = 0 je u’ = (1,2,3)"
Pro n = 4 a j=0 se hodnoty u}

u;
-1
znézornéno cervené). Hodnoty 8:

aul, pomtap ze znamych hodnot v uzlech uf_;,u), u),; podle schématu (na obr
1
Uo

=0aul =4, uj = 3,8 jiz zndme z okrajovych podminek (19).
t
0,4 u? uj u3 346
Oa 2 Uq /LL% U%) 348
to=0 6 T 2 3
zo=—1  —0,5 0 0,5 1 x

V zadané tloze je £ =0,2, «=0,8, tj. (14+a)=1,8, (1—«a)=0,2,

f2=10z; +to =10(-1+0,54) a f! =10z; +t; =10(—=1+0,57) + 0,2, pro i
Plati tedy

k
5 (F1+£°) =0,1(-9,80,210,2)

=1,2,3.

= (—0,98; 0,02;1,02)"

Déle z okrajovych podminek je u(l) =u)=0au} =238, ul =4, tedy

— (0,4 (ub+ul); 05 0,4 (ub+u)) " =(0;0;3,12)"
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Vektor u! bude fesit konkrétni soustavu linedrnich algebraickych rovnic s tfidiagonalni matic:

1,8 —0,4 0 ul | [ 0,2 0,4 0
f1‘|‘f0
0,4 1,8 —04 || w|=]040204]u+k vl =
0 —-0,4 1,8 ud 0 0,4 0,2
0,2 0,4 0 1] [ —0,98 0 0,02
— 10402 04| ]2xL] 002]% 0| =1202
0 0,4 0,2 3 1,02 3,12 5,54

Pro tplnost uvadime vektor feseni soustavy v software Maple:

ul = (0,4570776255; 2, 006849315; 3, 523744292] T
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Piiklad 9.4 Na mnoziné D = {[x,t] : x € (0;2) x (0;T) je ddna PDR:

s pocatecni podminkou u(z,0) = x(2 — z) a okrajovymi podminkami «(0,t) =20¢, u(2,¢f) =0.
a) Reste tuto tlohu metodou siti. Odvodte jednoduchou implicitni formuli s jednoduchou linearizaci.

b) Zvolte prostorovy krok h = 0,5 a casovy krok k = 0,25. Pro tuto volbu sestavte soustavu diferencnich rovnic pro
vypocet prvni casové vrstvy pomoci jednoduchého implicitniho schématu. Soustavu zapiste v maticovém tvaru.

Reseni:

Rovnice

je nelinedrni PDR parabolického typu.
Nejdrive si ovéiime kompatibilitu zadané pocatecni podminky

u(z,0) = z(2—x) pro z € (0;2) (23)

s okrajovymi podminkami
u(0,t) = 20t (24)
u(2,t) = 0. (25)

Ziejmé jsou okrajové a pocateéni podminky v souhlasu, nebot:
u(z,0) =0 =wu(0,t) v bodé [0,0] a u(z,0) =0 =wu(2,t) v bodé [2,0].
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a) Na mnoziné D vytvoiime ekvidistantni sit s uzly [z;,t;], kde

0 =<1 <" <2, =2, Tix1 =x; +h, kde h =

9

2
n
0 =t <ty <-- <ip, tism=t;+k, kde k=L,

k
Oznac¢ime a = —. Jednoduchd implicitni formule je vzdy stabilni.

h?
Pibliznou hodnotu fesen{ v uzlu [z;,t,] budeme znagit u?, tedy

u{%u(xi,tj), 1=0,...,n,57=0,1,2,...,m.

Hodnoty v 0-té ¢asové vrstvé dostaneme z pocatecni podminky (23)
uf = u(z,0) = 2(2 — ;) = hi(2—hi), i=0,...,n, (26)

Z okrajovych podminek (24), (25) dostdvame piimo

J _ _ : _ _ -
uy = u(0,t;) = 20kj, w), =u(2,t;)=0, j=1,....,m. (27)
Levou stranu rovnice (22) nahradime zpétnou diferenci. Pravou stranu budeme aproximovat v (7 + 1)-ni ¢asové
vrstvé, kde prostorovou derivaci na pravé strané nahradime centralni diferenci v (j+ 1)-ni ¢asové vrstvé. Nelinedrni
¢len na pravé strané budeme aproximovat ¢astecné v (j + 1)-ni ¢asové vrstvé a castecné v j-té vrstve, tak docilime
zlinearizovani diferen¢nich rovnic

w(x;, tiv1) —uwl(x;, t;) . w1, ti1) — 2wz, ti1) +uw(xicl, t;
nlp) 20ty o Mo be) 2 208 ) M) 4, 100) (0 - o).

2
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s . . . s 1. v s .. vel 1~ 2 v~ , +1
Dostavame implicitni diferen¢ni analogii pro pfiblizné feseni u] +
j+1 j +1 i+1 +1
] Wt =2l , ,

i i il i i+1 + uj-i-l(l _ u])
L h2 % i/

U

Po tpravé dostdvame vyslednou implicitni formuli pro vypocet hledanych hodnot v (5 + 1)-nim ¢asovém kroku:

—auw T 4+ (1420 + k(ul — 1))l — augill =), i=1,...,n—1. (28)

, ; N T ,
Cel4 (j+ 1)-nf vrstva, tj. vektor u/*! = (u{“, . ,ufill) se bude vyhodnocovat ze soustavy rovnic (28) najednou,
nebot hodnoty u! 1 isou svazény s hodnotami v okolnich uzlech viz schéma v bodé b) (na obr. zndzornéno ¢ervené),

pricemz hodnoty )™ a u/™ jiz zndme z okrajovych podminek (24) a (25).

Soustavu linedrnich rovnic (28) zapiSeme maticové:
AJuJ+1 =l + ,UJJrl7 (29>

. . 1 . 1 . 1 T . , . , . . . . . T . .
kde wit! = (u]™,wd™, ... ,w)"])  je hledany vektor v dalsi casové vrstve, w! = (uf,u,...,u,_;) a v/ jsou
znamé vektory ziskané z okrajovych podminek.

Poznamenejme, ze matice soustavy (36) A? bude v tomto piipadé (vlivem linearizace) v kazdé ¢asové vrstve jina.

Konkrétn{ matici A7 a vektor v/*! si ukdzeme v bodu b).
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b) Pro kroky h = 0,5 ve sméru osy = a k = 0,25 ve sméru osy t vytvoiime sit mnoziny D s uzly [z;,t;], 1 =0,1,2,3,4

aj=012...
t

0,5 10 u? u3 u3

0,25 j ul ud ul )
to=0 0 075 1 075 b

2o =10 0,5 1 1,5 2 T
Matice A7 mé pro n = 4 tvar

1420+ k(ul — 1) —a 0
Al = —a 14 20+ k(ul, — 1) —a ,
0 - 14 20+ k(u} — 1)
kde a = 1 a vektor je vIt! = (a u)™, 0, auiﬂ)T = (a(j+1)5,0,0)".
Celd (j+1)-ni vrstva, tj. vektor u/™! = (u]ﬁl, AR ugﬂ)T se bude vyhodnocovat ze soustavy rovnic (28) najednou,
it

jsou svézany s hodnotami v okolnich uzlech podle schématu (na obr. znézornéno Cervené),

nebot hodnoty ;™ '
pricemz hodnoty )™ a )™ jiz zndme z okrajovych podminek (24) a (25).
HE 7



V zadané tloze je k = 0,25, tj. a =1, (1+2a) = 3. Z (26) plyne u° = (0,75;1;0,75)7. Déle z okrajovych podminek
jeul=5aul=0,tedy v' = (1ut;0;1ul) =(5;0;0)".
Pfi znamych hodnotach u® v 0-té ¢asové vrstvé bude vektor u! fesit konkrétni soustavu linedrnich algebraickych
rovnic s tfidiagonalni matici:

2,9375 —1 07 [l 0,75 5 5,75
-1 3 S I S O 1l+]0]|= 1
0 —1 2,9375 | | u! 0,75 0 0,75

Pro tuplnost uvadime vektor feseni v software Maple:
ul = (2,42905; 1, 38532; 0, 726918) "
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Piiklad 9.5 Na mnoziné D = {[z,t] : © € (0;1), t > 0} je ddna PDR:

ou  0*u N ou L
— =— 41— —x€
ot 0x? ox
s pocatecni podminkou
u(z,0) = 1
krajovimi podminkami u(0,¢) = 1, u(1,1) — ——2%(1,4) =1
a okrajovymi podminkami u =1,u - =1.
J y p ) ) ) t+ 1 a:L’ )

a) Reste tuto ilohu metodou siti. Odvodte jednoduchou implicitni formuli pro obecné kroky h a k.

b) Zvolte prostorovy krok h = 0,25 a ¢asovy krok k = 0,25. Pro tuto volbu zapiste soustavu diferen¢nich rovnic
v maticovém tvaru.

Reseni:
Rovnice 5 52 5
u u u .
i = _ 30
ot oz ar " (30)
je linedrni PDR parabolického typu zadand na mnoziné
D = {[z,t] : x € (0;1), t € (0; T)} spolu s poc¢atectni podminkou

u(z,0) = 1 (31)
a okrajovymi podminkami
u(0,t) = 1 (32)
1 Ju
1,t)— ———(1,t) = 1.
u(1,0) = = 5 (11) (33)
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Nejdiive ovérime kompatibilitu zadané poc¢ateéni podminky (31) s okrajovymi podminkami:
Okrajové podminka (32) a pocatecni podminka (31) jsou zFejmé v souhlasu, nebot: u(x,0) =1 = u(0,t) v bodé [0, 0].
V bodeé [1,0] je okrajovd podminka (33) rovnéz v souhlasu s (31), nebot:

ou

—(1,0)=14+0=1.

(0+1) 8:1:( )

a) Odvodime jednoduchou implicitni formuli metody siti. Nejdiive k danym krokim h ve sméru osy = a k ve sméru
osy t vytvorime sit Dy, s uzly [z;,t;], kde

uw(1,0) =1+

0 =xo<y<---<x,=1, Tig1=x;+h, h=
0 =tg<ty<---<t,, =T, thrl:tj—i‘k’, k=

3N3 =

k
Oznacime @ = - . Jednoduchd implicitn{ formule je vzdy stabilnf (nenf zde omezujicf podminka na «). Sestavime

soustavu diferen¢nich rovnic pro vypocet (j + 1)-ni ¢asové vrstvy pomoci jednoduchého implicitniho schématu.
Levou stranu rovnice (30) nahradime zpétnou diferenci. Pravou stranu budeme aproximovat v (j + 1)-ni ¢asové
vrstveé, pricemz druhou prostorovou derivaci i prvni prostorovou derivaci nahradime centralnimi diferencemi a
dosadime odpovidajici hodnoty funkce ze™" v (5 + 1)-ni vrstvé. Tedy médme ndhradu

u(wg, tipn) — (@i ty)  w(@ion,tinn) — 2u(@i, ti) + u(@ig, tia)

K - 02 *

i o)~ WG tin) ek o) 1+ o(2),

. ., e . . I 5 |
Pii zanedbén{ hodnot O(k) + O(h?) dostdvame implicitni diferencni rovnice pro piiblizné feseni u)™':
j+1 j Jtl o, g+l Jj+1 J+1 g+l
wpl g Wiy — 2w Ry Uy — U 4Dk

= 5 +1 —hie .
k h 2
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Po upravé dostavame vyslednou implicitni formuli pro vypocet hledanych hodnot v (j + 1)-nim ¢asovém kroku:

— (a — 52) w4 (14 20)ul ™ — (a + EZ> ulll =l + khie”UtVE =1 n—1, (34)

proj=0,...,m—1.

Hodnoty v = 1, i = 0,...,n , resp. ué =1, 7=0,1,...,m — 1, jiz zndme z pocatecni (31), resp. okrajové
podminky (32).

Okrajovou podminku(33) nahradime s presnosti O(h?):

J+1 J+1 Jj+1
ujJrl o Up_g — 4un—l + 3un _
. =

(j(k+1)+1)2h

a po upravé dostavame

it = fuly — 4Bt + vy, kde B = rprms v = AL+ (G + DE)2h, (35)

proj=1,....m—1.

Resfme (34), spolu s (35) pro pocatecni hodnoty u? =1, i=0,...,n.

Celd (j + 1)-nf vrstva, tj. vektor w/™! = (u{“, . ,uifl)T se bude vyhodnocovat z rovnic (34) a (35) najednou,
nebot hodnoty u{“ jsou svézany s hodnotami v okolnich uzlech podle schématu (na obr. zndzornéno Cervené),
pricemz hodnoty u! ™" jiz zndme z okrajovych podminek (32) a u/+! vstupuji do rovnic z (35) (na obr. zndzornéno
zelené)
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k0,25

b) Pro zadany prostorovy krok h = 0,25 a ¢asovy krok k= 0,25 jen=4aa = =4, tj.14+2a=09.

h2 ~ 0,0625
t
0,5 u3 u3 u3 u3
0,25 ul ud 3 Uy
to =0 I 1 1 1 ]
=0 0,25 0,5 0,75 1 T

Rozepiseme-li (34) pro i = 1,2,3,4, a (35) pro j + 1, dostaneme nésledujici 4 rovnice pro celkem 4 nezniamé

J+1 g4+1  5+1 541
Uy ,Uy ,Uz ,Uy :

— (@ —E) ™ + (1 +2a)u]™ — (a+ kl) uy™ = w] + khe Rt

—(a— %) W]+ (1 + 20) ) (a + ) I = w4 k2he kU

2 ]+2
—(@—=E) u" + (1 +20)uf™ — (a+ ) u f;rl = u}+ k3he *Ut
Bubt +4pu™ +uiT =y,

kde 8 = —0,4210526, a v = B(1 + k)2h = —0, 2631578.

1 _
(1+k)2h—3 —
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(j-i-l J+1 _g+1  5+1

Celd j + 1 vrstva, tj. vektor u/*! = wy L uy oy ) se bude vyhodnocovat z rovnic (34) a (35) najednou,

nebot hodnoty u] 1 isou svazany s hodnotami v okolnich uzlech podle 1mp1101tn1ho schématu (na obr. znézornéno

cervené), piicemz hodnotu w) jiz zndme z okrajové podminky (32) a u)™ vstupuje do rovnic z (35) (na obr.
Znazornéno zelené)
Soustavu j + 1 ¢asovou vrstvu zapiSeme maticoveé:

Auj+1 — ,&j + kfj-i-l + ’Uj+17 (36)
kde w/t = (u}"' " udt, ufl) je hledany vektor v dalsi casové vrstve, u’/ = (u{,ug,ué,v)T je znamy jiz
vypocitany vektor,

(1+20) —(a+% 0 0 9 4,125 0 0

A —(a—k) (1+20) —(a+k) 0 | =3,75 9 —4,25 0
B 0 —(@—5) 1+2a) —(a+%)| 0 —3,625 9 —4,375 |7

0 5 45 ) 0 —0,4210526 —1,6842104 1

fj-‘rl ( h e—k: j+1) 2 he—k j+1) 3 he—k (j+1) O)T — (07 25 6_0’25(j+1); 0’ 5 e—0,25(j+1); 07 75 6_0725(j+1); 0>T
a v = ((a— ) i*10,0, 0) (3, 875:0;0;0) " jsou zndmé vektory. Pocdteeni vektor u® dostaneme z pocatni
podminky, tedy a’ = (u(l),ug, ug,y) = (1;1:1; —0,2631578) "
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Piiklad 9.6 Na mnoziné D = {[z,t] : © € (0;1), t > 0} je ddna PDR:

ou  0%u N ou Lo
- = - U
ot 0x*  Ox
s pocatecni podminkou
u(z,0) = =x

a okrajovymi podminkami «(0,t) =0, u(1,¢) =1.
a) Reste tuto tlohu metodou pifmek pro obecny prostorovy krok h.
b) Metodou piimek vypoctete feseni pro h = 0, 5.

Reseni:

a) Na intervalu (0, 1) vytvorime sit

O=xg<1 < - <w,, =1, Tiv1=x;+h, 1=0,...,n, n=-—.

h

Oznacme v kazdém bodé x; ptibliznou funkei u;(t) = u(x;,t) pro t € (0,T). Provedeme diskrétni ndhradu PDR

v bodé z; a t € (0,T). Dostaneme soustavu n — 1 oby¢ejnych diferencidlnich rovnic:

_ Uifl(t) — 2U1(t) + Uit1 (t) i Uj+1 (t) — Ui,1<t>
h? 2h

Z pocatecnich podminek dostaneme pocateéni podminky pro soustavu ODR:

wi(t) +2u(t), up(t) =0, up(t)=1,t€(0,7),i=1,...,n— 1.

wi(0)=7ih, i=,1,...,n—1.
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Po upravé dostaneme soustavu n — 1 ODR s n — 1 poc¢atecnimi podminkami:

wi(t) = a1 (t) + Bui(t) + yuip1(t), t € (0,7,
e () =0, (1) =1, @ = G~ &) 6= (0~ ) 7= G+ &)
au;(0)=thproi=1,....,n—1.

Tuto soustavu muzeme pro obecné n tesit nékterou z Runge-Kuttovych metod.

b) Pro h =0,5, tj. n = 2 dostaneme jednu oby¢ejnou diferencidlni rovnici

uy(t) = —6uy(t) +5, prote(0,T)
kde u4(0) = 0,5

Tuto ODR muzeme vyfesit analyticky. Jedna se o nehomogenni linearni diferencidlni rovnici 1. fadu. Dostaneme
obecné Teseni

D
U1 (t) = Ce_ﬁt + 6
Z pocatecni podminky vyjde C = —%, partikularni feSeni nasi ODR s danou pocatecni podminkou je

—2e7% 1+ 5
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10. Vyhodnocovani experimentalnich dat

o Priklad 10.1 Uvazujme zavislost proménné y na nezavisle proménnych z1, x5 a x3 ve tvaru y = azy + bxs + cxs.
Pro hodnoty proménnych x1, zs a x3 byly naméteny odpovidajici hodnoty ¥, viz nasledujici tabulka:

o 1] 2] =1 —1]-1
1] 1] 0 0] 2
s 1] 2] 1 11 =1

L w3545 0]-05] 0]

Najdéte nejlepsi parametry a, b, ¢ ve smyslu minimalizace souc¢tu ¢tvercu odchylek.

o Priklad 10.2 Metodou nejmensich ¢tvercu urcete polynom druhého stupné, ktery nejlépe aproximuje naméfené
hodnoty:

| o] 1] 2] 3] 4
vi | 1]1,8]1,3[25]6,3

e Priklad 10.3 Metodou nejmensich étvercu aproximujte funkei y(x), kterd je zadana tabulkou, pticemz predpokladejte

zévislost ve tvaru y(z) & f(z,a,b) = az’.

v | 1,5[3,9] 9] 15
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Cviceni:

e Cviceni 10.1

Uvazujme zavislost proménné y na nezavisle proménnych x, a x5 ve tvaru y = a+bxy +cxo. Pro nezavisle proménné
r1 a T9 byly naméreny hodnoty y, viz nasledujici tabulka:

21 0,0[2,0/25[1,0]4,0/7,0
2 |0 |1 [2 |13 |6 |2
y 1019 |0 |3 |27

Najdéte nejlepsi parametry a, b, ¢ ve smyslu minimalizace souc¢tu ¢tvercu odchylek .

e Cviceni 10.2

Naleznéte polynom druhého stupné, tj. funkei a + bx + cz?, ktery ve smyslu nejmensich étvercii nejlépe aproximuje

zadand data:

Z;

—2

—1

1

2

Yi

0

0,4

1

0,4

0

Graficky znézornéte namérené hodnoty i optimélni parabolu. Vypoctéte soucet ¢tvercu odchylek 9.

Kl
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Priklad 10.1 Uvazujme zavislost proménné y na nezavisle proménnych x1, 25 a z3 ve tvaru y = ax; + bxry 4+ cx3. Pro

hodnoty proménnych x, x5 a x5 byly naméfeny odpovidajici hodnoty y, viz nésledujici tabulka:

o 1] 2[—-1] —1]-1
| 1] 1] 0 0| 2
| 1] 2] 1 1] -1
yl35/45] 0[-05| 0

Najdéte nejlepsi parametry a, b, ¢ ve smyslu minimalizace souc¢tu ¢tvercu odchylek.

Vysledek:
Hledana zavislost je y = 1,0821x1 + 1,0143 5 + 0, 8321 x5 .
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Priklad 10.2 Metodou nejmensich ¢tvercu urcete polynom druhého stupné, ktery nejlépe aproximuje namérené hodnoty:

X

1

2

Yi

1,8

1,3

Vysledek:

Hledand piibliznd zavislost je y = 1,42 — 1,07z + 0,55 22.

ResSeni
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Piiklad 10.3 Metodou nejmensich ¢tvercu aproximujte funkei y(z), ktera je zadané tabulkou, pticemz predpokladejte

zavislost ve tvaru y(z) = f(z,a,b)

Vysledek:

Vysledna priblizné zavislost:

:aa:b.

] 1] 2] 3] 4

vi | 1,5]13,9 9| 15

y 22 1,40647 107002

ReSeni
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Cviceni 10.1

Uvazujme zavislost proménné y na nezavisle proménnych x; a x5 ve tvaru y = a + bxy + cxe. Pro nezavisle proménné x,
a To byly naméreny hodnoty y, viz nasledujici tabulka:

1 [0,0]12,0]2,5]1,0[4,0|7,0
z2 || 0 1 2 13 |6 2

y | o 10 |9 0 3 27

Najdéte nejlepsi parametry a, b, ¢ ve smyslu minimalizace souc¢tu ¢tvercu odchylek .

Vysledek:
Resi se soustava tii rovnic o tfech neznamych a, b, c

6 16,5 14][a 54
16,5 76,3 48 b | = | 2435
14 48 54 c 100

Hledana zavislost je y = 5,01282 4 3,99251 21 — 2,9967 x5 .
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Cviceni 10.2

Naleznéte polynom druhého stupné, tj. funkei a+bx + cx?, ktery ve smyslu nejmensich étvercii nejlépe aproximuje zadana
data:

=2 —=1] 0] 1] 2
vl 0104 1]0,4] 0

Graficky znézornéte namérené hodnoty i optimélni parabolu. Vypoctéte soucet ¢tvercu odchylek 4.
Vysledek:

Hledand zdvislost je y = 22 — 12%, 6 = 4+ = 0,112.

Grafické znézornéni paraboly a namérenych hodnot:
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Priklad 10.1 Uvazujme zavislost proménné y na nezavisle proménnych x1, 25 a z3 ve tvaru y = ax; + bxry 4+ cx3. Pro

hodnoty proménnych x, x5 a x5 byly naméfeny odpovidajici hodnoty y, viz nésledujici tabulka:

o 1] 2] -1 —1]-1
| 1] 1] O 0] 2
| 1] 2] 1 1] -1

L w3545 0]-05] 0]

Najdéte nejlepsi parametry a, b, ¢ ve smyslu minimalizace souc¢tu ¢tvercu odchylek.

Reseni:
Jednd se o nalezeni piiblizné linearni zavislosti y = ax; + bxs + cxs, kde parametry a, b, ¢ budou minimalizovat soucet
¢tvercu odchylek v zadanych hodnotach nezavisle proménnych x1, x5, x3. Minimalizujeme tedy funkci
5
S(a,be) = > (y — (aw] + bxh + ex3))*.
j=1
Ozna¢me matici A tvorenou péti fadky hodnot nezavisle proménnych a odpovidajici vektor namétrenych hodnot y

r -1 1 1 7

1 Ty T3 1 1 1 y! 3,5
2 2 2 9 ’
Iy Ty I3 2 1 2 Y 4,5
A= |z} a3 23| =]-1 0 1]/, y=|1v| = 0
2t ot ol -1 0 1 y' —0,5
l‘? Ig xg -1 2 -1 y5 0

Potom vektor a* = (a,b,c)" minimalizujici soucet ctvercii odchylek dostaneme jako Feseni soustavy linedrnich alge-
braickych rovnic

ATAat=Ay,
tj.
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1 1 1 3,5
12 -1 -1 -1 2 1 2 1 2 -1 -1 -1 4,5
r1 0 0 2 -1 0 1]a™=|11 0 0 2 0
12 1 1 -1 -1 0 1 12 1 1 -1 —-0,5
-1 2 -1 0
Vyslednou soustavu tii rovnic o tfech neznamych a, b, c
8 1 4 a 13
1 6 1 b | = 8
4 1 8 c 12
reSime naptiklad Gaussovou eliminaci
8 1 4|13 1 6 1 8 1 6 1 8
16 1| 8| ~(0 —23 4]-20 |~ |0 =23 4|-20
4 1 8|12 0 —47 —4|-51 0 70 0] 71
Vypocteme
303 71 233\ "
T =(a,bc) =, ==, =— ) =(1,0821;1,0143;0,8321)".
a (a,b,c) (280’70’280) (1,0821;1,0143;0,8321)

Hledand zavislost je tedy y = 1,0821 2y + 1,0143 x5 + 0, 8321 3.
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Priklad 10.2 Metodou nejmensich ¢tvercu urcete polynom druhého stupné, ktery nejlépe aproximuje namérené hodnoty:

| 0] 1] 2] 3] 4
v | 111,8[(1,3/25]6,3

Reseni:
Hledan4 zévislost bude ve tvaru y = a + bx + cz?. Obecné nebude mozné splnit viechny rovnice

a+br;+cxi=vy, i=1,...,5.

Najdeme optimalni trojici hodnot a, b, ¢, které budou aproximovat dand data ve smyslu nejmens$ich ¢tverctu. Minimali-

zujeme tedy funkci
5

S(a,b,c) = (yi — (a+ba; +c(x;)%)>

=1

Oznacime-li matici X tvofenou fddky hodnot 1, z;, z? a vektor naméfenych hodnot y

I
e
= W N = O
(@2 T NI
W Ut W 0o ==

potom vektor a* = (a,b, c)" minimalizujici soucet ¢tvercti odchylek fesi soustavu linedrnich algebraickych rovnic
X' Xat=X"y,

tj.
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o O =
— =
= DN =
© W =

Soustavu ti{ rovnic o tfech neznamych a, b, c

fesime Gaussovou eliminaci

Vypocteme

1 0 O
1 1 1 1
4 1 2 4
16 1 3 9
1 4 16

5 10 30 ]
10 30 100

30 100 354 |

5 10 30]12,9
0 10 40]11,3
0 40 174 52,9 |

1
1111 1 1,8
at=1012 3 4 1,3
0149 16 2,5
6,3
a 12,9
b | = 37,1
130, 3
5 10 301]12,9
~ |10 10 40|11,3
0 0 14| 7,7

at = (a,b,¢)" = (1,42; —1,07; 0,55)" .

Dostali jsme tedy hledanou piibliznou zavislost y = 1,42 — 1,072 + 0,55 22.
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Piiklad 10.3 Metodou nejmensich ¢tvercu aproximujte funkei y(z), ktera je zadané tabulkou, pticemz predpokladejte

zavislost ve tvaru y(z) = f(z,a,b) = a2’

] 1] 2] 3] 4
v | 1,5[3,9] 9] 15

Reseni:
Zéavislost y(z) = f(x,a,b) = aa® zlinearizujeme nésledovné

Iny(z) ZIna +blnz,

tj. y=a+bx, kde a =1Ina. Nové hodnoty doplnime do tabulky.
x; 1 2 3 4
i 1,5 3,9 9 15
Zi=Inz; || 0 0,69315 | 1,09861 | 1, 38629
y; = Iny; || 0,40547 | 1,36098 | 2,19722 | 2,70805

Najdeme parametry a a b, aby aproximace y = a + bz byla nejlepsi ve smyslu minimalizace souctu ¢tvercu odchylek
yi— (a+bx;),i=1,...,4.
Oznacime-li matici X a vektor hodnot y

10 0,40547
1 0,69315 ~ 1, 36098
X = : Yy = ;
1 1,09861 2,19722
1 1,38629 2, 70805
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potom vektor a™ = (@,b)" minimalizujici soucet ¢tvercti odchylek fesi soustavu linearnich algebraickych rovnic

X'Xat=X"y,
kde
10
XTX:[l 1 1 1 ] 1 0,69315 :{4 3,17805}
0 0,69315 1,09861 1,38629 1 1,09861 3,17805 3,60920
1 1,38629
a
0,40547
XTN_[1 1 1 1 ] 1,36098 _[6,67172}
0 0,69315 1,09861 1,38629 2,19722 7,11139 |-
2,70805

Resime tedy soustavu dvou rovnic o dvou neznamych a, b

4 3,17805 a | | 6,67172
3,17805 3,60920 b | | 7,11139 |-

Vypoéteme hodnoty b = 1,67001, a = 0, 34108, tj.
at = (@,b)" = (0,34108; 1,67001)" .

Tedy
y =20,341084 + 1,67001 .
0,34108 _

Vzhledem k tomu, 7ze a =% = e = 1,40647, je vysledna priblizna zavislost:

y = 1,40647 1670002
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