
Výběrový seminář k Matematice B

Markéta Zikmundová

Vlastńı č́ısla matic, vlastńı vektory, singulárńı hodnoty

matice a jejich význam

1 Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice

Zaměřme se pro tuto chv́ıli na čtvercové matice řádu n. Z předchoźı kapitoly v́ıme, že každá
taková matice reprezentuje lineárńı zobazeńı L : Rn → Rn. Pojd’me se nyńı pod́ıvat na
vektory, jejichž směr se po zobrazeńı pomoćı L nezměńı. Tedy vektory, pro něž se zobrazeńım
L změńı pouze orientace nebo velikost. Takové vektory nazýváme vlastńımi vektory matice.

Definice 1. Mějme čtvercovou matici A řádu n. Nenulový vektor ~h ∈ Cn nazveme vlastńım
vektorem matice A, jestlǐze existuje takové č́ıslo λ ∈ C, že

A~h = λ~h.

Čı́slo λ ∈ C nazýváme vlastńım č́ıslem matice A.

Poznámka 1. Uvažujme vlastńı vektor ~h matice A. Potom pro α 6= 0 plat́ı:

A(α~h) = α ·A · ~h = αλ~h = λ(α~h)

a tedy i vektor α~h je vlastńım vektorem matice A. Vid́ıme tedy, že vlastńı vektor neńı určen
jednoznačně.

Budeme-li pro danou čtvercovou matici cht́ıt nalézt vlastńı vektory a vlastńı č́ısla, bude pro
nás užitečná následuj́ıćı úvaha.
Rovnice

A~h = λ~h

je ekvivalentńı rovnici (uvědomme si, že levá strana je rozd́ıl vektor̊u) A~h−λ~h = ~0, a tud́ıž,

vytkneme-li vektor ~h zprava, i rovnici

(A− λE) ~h = ~0.



Hledáme tedy netriviálńı (nenulové) řešeńı homogenńı soustavy rovnic s matićı soustavy
(A− λE). Takové řešeńı existuje tehdy a jen tehdy, pokud je matice (A− λE) singulárńı.
To plat́ı tehdy a jen tehdy, jestliže je

det (A− λE) = 0. (1)

Tento vztah je užitečný zejména pokud n = 3, kdy můžeme k snadnému výpočtu determi-
nantu použ́ıt Sarrusovo pravidlo.
Rovnici (1) nazýváme charakteristickou rovnićı matice . Vlastńı č́ısla (někdy též nazývané
charakteristická č́ısla matice) jsou jej́ımi kořeny.

Př́ıklad 1. Nalezněte všechna vlastńı č́ısla a vlastńı vektory př́ıslušej́ıćı matici A :

A =

(
1 1
−1 1

)

Řešeńı. Nejprve spočteme determinant

det(A− λE) =

∣∣∣∣1− λ 1
−1 1− λ

∣∣∣∣ = (1− λ)2 + 1 = 1− 2λ+ λ2 + 1 = λ2 − 2λ+ 2.

Kořeny determinantu jsou vlastńı č́ısla dané matice

λ1,2 = 1±
√
−1 = 1± i.

Pro souřadnice h1, h2 vlastńıho vektoru př́ıslušej́ıćıho č́ıslu λ1 máme soustavu(
i 1
−1 i

)(
h1
h2

)
=

(
0
0

)
.

Vezmeme-li např́ıklad druhou rovnici této soustavy, dostaneme vztah h1 = ih2. Volbou
h2 = 1 potom h1 = i. Vlastńım vektorem př́ıslušej́ıćım č́ıslu λ1 = 1 − i je tedy např́ıklad
vektor ~h1 = (i, 1)T .
Analogicky můžeme záskat rovnici h2 = ih1 pro druhé vlastńı č́ıslo λ2, a tud́ıž volbou h1 = 1
dostáváme vlastńı vektor ~h2 = (1, i)T př́ıslušej́ıćı č́ıslu λ2. ♥

Př́ıklad 2. Rozhodněte, zda je vektor ~h = (1, 1,−1) vlastńım vektorem matice

A =

1 0 1
0 1 1
1 1 2

 .

V kladném př́ıpadě nalezněte př́ıslušné vlastńı č́ıslo.
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Řešeńı. Podle definice pro vlastńı vektor plat́ı

A~h = λ~h

pro nějaké č́ıslo λ. Pod́ıvejme se tedy, kolik je A~h :

A~h =

1 0 1
0 1 1
1 1 2

 1
1
−1

 =

0
0
0


Vid́ıme tedy, že A~h je nula násobkem vektoru ~h, jedná se tedy o vlastńı vektor př́ıslušej́ıćı
vlastńımu č́ıslu λ = 0. ♥

V praxi může prvek aij matice A kvantifikovat nějaký vztah (např́ıklad kovarianci ve sta-
tistice) mezi i−tou a j−tou složkou zkoumané n−rozměrné veličiny. Pokud je tento vztah
symetrický, je i př́ıslušná matice symetrická. Pro symetrické matice a jejich vlastńı č́ısla a
vektory plat́ı několik užitečných tvrzeńı, která si zde uvedeme, ale dokazovat je nebudeme.

Věta 1. Pro symetrickou reálnou matici A řádu n plat́ı:

1. Všechna vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice A jsou reálné.

2. Matice A má právě n vlastńıch č́ısel (kořeny charakteristické rovnice uvažujeme včetně
násobnosti).

3. Všechny vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı jednomu vlastńımu č́ıslu λ tvoř́ı lineárńı prostor,
jehož dimenze se rovná násobnosti vlastńıho č́ısla λ jako kořene charakteristické rov-
nice. Každý vektor tohoto lineárńıho prostoru je tedy vlastńı vektor př́ıslušej́ıćı č́ıslu
λ.

4. Vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı r̊uzným vlastńım č́ısl̊um jsou ortogonálńı (tj. kolmé).

5. Označme λ1, . . . , λn vlastńı č́ısla matice A (některá mohou být stejná). Potom

detA =
n∏

i=1

λi.

Př́ıklad 3. Určete všechna vlastńı č́ısla př́ıslušej́ıćı matici

B =

1 1 0
1 1 0
0 0 2

 .

Pro největš́ı vlastńı č́ıslo nalezněte vlastńı vektory.
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Řešeńı. Pro nalezeńı vlastńıch č́ısel nejprve spočteme determinant matice A− λE :

det(A− λE) =

∣∣∣∣∣∣
1− λ 1 0

1 1− λ 0
0 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)2(2− λ)− (2− λ) = (2− λ)[(1− λ)2 − 1] =

= (2− λ)(1− λ− 1)(1− λ+ 1) = (2− λ)2(−λ).

Máme tedy dvě r̊uzná vlastńı č́ısla. Č́ıslo λ1,2 = 2 s násobnost́ı dvě a č́ıslo λ3 = 0 s násobnost́ı
jedna. Pro vlastńı č́ıslo 2 ted’ nalezneme př́ıslušné vlastńı vektory. Podle předchoźı věty tvoř́ı
všechny vlastńı vektory př́ıslušné vlastńımu č́ıslu 2 lineárńı prostor dimenze dva (násobnost
tohoto č́ısla), neboli rovinu v R3 procházej́ıćı počátkem. Chceme-li je nalézt, muśıme vyřešit
homogenńı soustavu rovnic s matićı soustavy−1 1 0

1 −1 0
0 0 0

 ∼ (−1 1 0
)
.

Hodnost této matice je jedna a počet neznámých tři. Dimenze řešeńı (počet volených pa-
ramtr̊u) je tedy skutečně dva. Matice soustavy je ekvivalentńı rovnici

h1 = h2,

kde h1 a h2 jsou prvńı dvě souřadnice hledaného vlastńıho vektoru. Voĺıme-li třet́ı souřadnici
h3 za parametr h3 = t a druhou proměnnou jako h2 = s, pak množina všech řešeńı je

(h1, h2, h3)
T = (s, s, t)T = s(1, 1, 0)T + t(0, 0, 1)T , t, s ∈ R.

Odtud je vidět, že vlastńımi vektory př́ıslušnými vlastńımu č́ıslu 2 mohou být (např́ıklad)

vektory ~h1 = (1, 1, 0)T a ~h2 = (0, 0, 1)T . ♥

Poznámka 2. Vybereme-li bázi lineárńıho podprostoru tvořeného vlastńımi vektory př́ısluše-
j́ıcimi jednomu vlastńımu č́ıslu (pro symetrickou reálnou matici), jsou tyto vektory orto-
gonálńı ke všem vektor̊um př́ıslušej́ıćım ostatńım vlastńım č́ısl̊um (bod 4 z předchoźı věty).
Vzhledem k tomu, že pro každý lineárńı prostor lze nalézt ortogonálńı bázi, můžme vy-
brat ”zástupce” vlastńıch vektor̊u pro každé vlastńı č́ıslo tak, aby byly všechny navzájem
ortgonálńı. S t́ım souviśı následuj́ıćı věta o spektrálńım rozkladu symetrické matice. Pozna-
menejme ještě, že množina všech vlastńıch vektor̊u se někdy nazývá spektrum matice (popř.
spektrum zobrazeńı, které matice reprezentuje).

2 Spektrálńı a singulárńı rozklad matice

2.1 Spektrálńı rozklad

Věta 2. Necht’ A je symetrická čtvercová matice řádu n. Označme jej́ı vlastńı č́ısla λ1, ..., λn
(některá se mohou opakovat) a jim odpov́ıdaj́ıćı normované vlastńı vektory ~x1, ..., ~xn. Potom
matici A lze rozložit (tzv. spektrálńı rozklad)

A = CDCT
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kde sloupce matice C tvoř́ı navzájem kolmé vlastńı vektory, neboli C = (~x1, ..., ~xn) a

D =


λ1 0 ... 0
0 λ2 ... 0
...
0 0 ... λn

 .

Matice C je nav́ıc ortogonálńı, tj. CTC = I.

Př́ıklad 4. Pro matici

B =

1 1 0
1 1 0
0 0 2

 .

z předchoźıho př́ıkladu nalezněte jej́ı spektrálńı rozklad.

Řešeńı. Diagonálńı matice D z předchoźı věty je

D =

2 0 0
0 2 0
0 0 0

 .

K tomu, abychom mohli určit matici C, muśıme naj́ıt ortogonálńı vektory př́ıslušné vlastńımu
č́ıslu 2 a určit vlastńı vektor př́ıslušný č́ıslu 0.
Vlastńı vektory př́ıslušej́ıćı č́ıslu 2 jsme spoč́ıtali v předchoźım př́ıkladě. Vektor ~h2 = (0, 0, 1)T

je jednotkový, ale vektor ~h1 = (1, 1, 0)T jednotkový neńı, je tedy třeba ho ještě správně

znormovat.Protože ‖~h1‖ =
√

2, je př́ıslušný normovaný vektor ~h =
(

1√
2
, 1√

2
, 0
)T

.

Zbývá ještě naj́ıt vlastńı vektor př́ıslušej́ıćı č́ıslu λ3 = 0, tedy vyřešit homogenńı soustavu:1 1 0
1 1 0
0 0 2

 ∼ (1 1 0
0 0 2

)
.

Z druhého řádku je zřejmé, že pro posledńı souřadnici h3 vlastńıho vektoru plat́ı, že h3 = 0.
Prvńı řádek matice nám dává vztah h2 = −h1 mezi prvńımi dvěma souřadnicemi. Voĺıme-li
např́ıklad h1 = 1, potom je vlastńım vektorem př́ıslušným vlastńımu č́ıslu 0 např́ıklad vektor

~h3 = (1,−1, 0)T .

Celkově tedy máme matici C ve tvaru

C =
(
~h, ~h2, ~h3

)
=

 1√
2

0 1
1√
2

0 −1

0 1 0


a spektrálńı rozklad matice B je

B =

 1√
2

0 1
1√
2

0 −1

0 1 0

2 0 0
0 2 0
0 0 0

 1√
2

0 1
1√
2

0 −1

0 1 0

T

.

♥
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Spektrálńı rozklad symetrické reálné matice je vlastně speciálńım př́ıpadem tzv. singulárńıho
rozkladu matice. Ten lze definovat nejen pro symetrické reálné matice, ale dokonce pro
všechny reálné či komplexńı matice řádu (m,n). Ovšem předt́ım, než si uvedeme tento roz-
klad, budeme ještě potřebovat zavést pár pojmů týkaj́ıćıch se maticové algebry.

2.2 Singulárńı rozklad

Definice 2.

(i) Bud’ A = (aij + i · bij) komplexńı matice řádu (m,n), aij reálné části této matice a
bij imaginárńı části. Komplexně sdruženou matićı k matici A nazýváme matici
Ā = (aij + i · bij). Potom konjugovanou nebo též hermitovsky sdruženou matićı k
matici A nazýváme matici

A∗ = ĀT .

(ii) Reálná matice A se nazývá ortogonálńı, jestlǐze

AT = A−1.

Pro ortogonálńı matici plat́ı, že jej́ı řádky (a ze symetrie invertibility i sloupce) tvoř́ı
ortonormáńı vektory.

(iii) Čtvercová matice A se nazývá unitárńı matice, jestlǐze

A−1 = A∗.

(iv) Matici nazýváme hermitovská, jestlǐze

A = A∗.

Poznámka 3. Je-li matice A reálná, potom zřejmě pro definice výše plat́ı:

(i) A∗ = AT ,

(iii) A je unitárńı, jestliže A−1 = AT ,

(iv) matice je hermitovská právě tehdy, je-li symetrická.

Věta 3. (singulárńı rozklad matice) Necht’ A je reálná nebo komplexńı matice typu
(m,n). Potom existuje rozklad matice

A = UTV∗,

kde matice U je unitárńı čtvercová matice řádu m, matice V je unitárńı čtvercová matice
řádu n a matice T je diagonálńı matice typu (m,n).
Na hlavńı diagonále matice T jsou tzv. singulárńı hodnoty matice A doplněná nulami tak,
aby matice T byla diagonálńı matićı typu (m,n). Singulárńı č́ısla jsou druhými odmocninami
vlastńıch č́ısel matice AA∗.
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Nyńı si řekneme, jak takový singulárńı rozklad (SVD) matice naj́ıt. Soustřed’me se pro tuto
chv́ıli na reálnou matici A typu (m,n). Připomeňme, že pak A∗ = AT .

Věta 4. Uvažujme reálnou matici A typu (m,n) a jej́ı singulárńı rozklad

A = UTVT .

Potom matice U je ortogonálńı matice ze spektrálńıho rozkladu matice AAT a matice V
je ortogonálńı matice ze spektrálńıho rozkladu matice ATA. Dále, označ́ıme-li σ1, . . . , σr
sestupně seřazené kladné singulárńı hodnoty matice A, potom h(A) = r a σi =

√
λi, kde

λi jsou kladná vlastńı č́ısla matice AAT . Nav́ıc, matice ATA má stejná kladná vlastńı č́ısla
jako matice AAT .

Př́ıklad 5. Nalezněte singulárńı rozklad matice

A =

(
1 1 0
0 0 −1

)
.

Řešeńı. Nejprve spočteme matice AAT a ATA :

AAT =

(
2 0
0 1

)
, ATA =

1 1 0
1 1 0
0 0 1

 .

Kladná vlastńı č́ısla obou těchto matic jsou shodná, pojd’me tedy spoč́ıtat vlastńı č́ısla
jednodušš́ı matice AAT , nebot’ ATA má nav́ıc už jen nulová vlastńı č́ısla:∣∣∣∣2− λ 0

0 1− λ

∣∣∣∣ = (2− λ)(1− λ).

Vid́ıme tedy, že vlastńı č́ısla matice AAT jsou λ1 = 2 a λ2 = 1. Matice ATA má nav́ıc ještě
vlastńı č́ıslo λ3 = 0. Singulárńı hodnoty matice A jsou tedy σ1 =

√
2, σ2 = 1 a σ3 = 0.

Matice T typu (2, 3) je: (√
2 0 0

0 1 0

)
.

Ted’ najdeme matice U a V.

• Normované vlastńı vektory ~h matice AAT tvoř́ı sloupce matice U. Pro vlastńı č́ıslo
λ1 = 2 řeš́ıme soustavu (

0 0
0 −1

)(
h1
h2

)
=

(
0
0

)
Odtud zřejmě h2 = 0 a h1 můžeme volit libovolně. Vzhledem k tomu, že chceme
normované vlastńı vektory, voĺıme h1 = 1. Vlastńı vektor př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λ1
je tedy ~h1 = (1, 0)T .
Obdobně pro λ2 = 1 dostáváme soustavu(

1 0
0 0

)(
h1
h2

)
=

(
0
0

)
,
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a tud́ıž normovaný vlastńı vektor př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λ2 je ~h2 = (0, 1)T . Matice
U je tedy

U =

(
1 0
0 1

)
.

• Analogicky předchoźımu můžeme spoč́ıtat vlastńı vektory matice ATA pro vlastńı
č́ısla 2, 1, 0. Jejich nalezeńı necháme jako jednoduché cvičeńı. Možné vlastńı vektory
(nalezené cestou nejmenš́ıho odporu) jsou ~h1 = (1, 1, 0)T , ~h2 = (0, 0, 1)T a ~h3 =

(1,−1, 0)T . Vektory ~h1 a ~h3 nejsou normované, nebot’ jejich velikost je
√

2, muśıme je
tedy přenásobit konstantou 1√

2
. Matice V je tedy

V =

 1√
2

0 1√
2

1√
2

0 − 1√
2

0 1 0

 .

Pojd’me se ted’ pod́ıvat na rozklad, který jsme obdrželi:

(
1 0
0 1

)(√
2 0 0

0 1 0

) 1√
2

0 1√
2

1√
2

0 − 1√
2

0 1 0

T

a proved’me zpětné vynásobeńı jako kontrolu:

(
1 0
0 1

)(√
2 0 0

0 1 0

) 1√
2

0 1√
2

1√
2

0 − 1√
2

0 1 0

T

=

(√
2 0 0

0 1 0

) 1√
2

1√
2

0

0 0 1
1√
2
− 1√

2
0


=

(
1 1 0
0 0 1

)
.

Zpětnou kontrolou jsme zjistili, že výsledný rozklad nám nedává matici A. Nejedná se
ale o numerickou chybu, problém je v tom, že matice U a V nejsou určeny jednoznačně.
Nemůžeme proto obě matice volit jako libovolné unitárńı matice vlastńıch vektor̊u AAT a
ATA. Ukážeme si správný postup a pak dořeš́ıme tento př́ıklad. ♥

Postup při hledáńı singulárńıho rozkladu
Mějme reálnou matici A typu (m,n).

1. Urč́ıme součin ATA.

2. Pro matici ATA najdeme všechna vlastńı č́ısla λ1 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0 a jim př́ılušné
ortonormálńı vlastńı vektory. Ty tvoř́ı sloupcové vektory matice V.

3. Urč́ıme singulárńı hodnoty σi =
√
λi a sestav́ıme diagonálńı matici T = diag{σ1, . . . , σn}

typu (m,n).
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4. Dopočteme matici U. Protože plat́ı že VT = V−1 (matice V je unitárńı), můžeme obě
strany singulárńıho rozkladu vynásobit matićı V zprava:

A = UTVT

A = UTV−1

AV = UT

a naṕı̌seme-li součiny ”po sloupćıch” pomoćı vlastńıch vektor̊u ~ui a ~vi matic U a V,
dostaneme vztah:

A~vi = σi~ui

pro i takové, že σi > 0, a tud́ıž

~ui =
1

σi
A~vi

Př́ıklad 6. (dokončeńı) V našem předchoźım př́ıkladě nám tedy nezbývá než znovu dopoč́ıtat
vhodnou matici U:

~u1 =
1√
2

(
1 1 0
0 0 −1

) 1√
2
1√
2

0

 =

(
1
0

)

~u2 =

(
1 1 0
0 0 −1

)0
0
1

 =

(
0
−1

)
.

Singulárńı rozklad matice

A =

(
1 1 0
0 0 −1

)
je tedy

A =

(
1 0
0 −1

)(√
2 0 0

0 1 0

) 1√
2

0 1√
2

1√
2

0 − 1√
2

0 1 0

T

Čtenář si sám ověř́ı, že tento rozklad už je skutečně v pořádku. ♥

Uvažujme nyńı matici U1, která je tvořena prvńımi r sloupci matice U a obdobně matici
V1 tvořenou prvńımi r sloupci matice V. Dále definujme matici S = diag{σ1, σ2, . . . , σr},
diagonálńı matici tvořenou všemi kladnými singulárńımi hodnotami matice A. Potom

A = U1SV1
T .

Tento rozklad nazveme singulárńı rozvoj matice .
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2.3 Využit́ı singulárńıho rozkladu

Singulárńı rozklad matice má mnoho použit́ı. Kromě d̊ukazové techniky jej lze využ́ıt např́ıklad
pro řešeńı soustavy lineárńıch algebraických rovnic. My si zde ukážeme d̊uležité využit́ı sin-
gulárńıho rozkladu ke kompresi dat.

Z předchoźıho textu již v́ıme, že hodnost matice A odpov́ıdá počtu kladných singulárńıch
č́ısel. V praxi je ale č́ıslo velmi bĺızké nule často zaokrouhleno na čistou nulu. Z tohoto d̊uvodu
definujeme tzv. numerickou hodnost matice. Pro předepsané ε > 0 definujeme numerickou
hodnost jako počet kladných singulárńıch hodnot, které jsou větš́ı než dané ε.

Rank-aproximace matice
Uvažujme SVD rozklad matice A = UTVT typu (m,n), jej́ıž hodnost je r. Vezměme prvńıch
k největš́ıch singulárńıch hodnot matice A, k < r, a ostatńı nahrad’me samými nulami.
Potom matice

A′ = U · diag{σ1, . . . , σk} ·VT

má hodnost h(A′) = k a v jistém smyslu nejlépe aproximuje matici A. Volbu č́ısla k urč́ıme
jako numerickou hodnost pro vhodné ε.

Aproximace matice A pomoćı matice A′ spolu s použit́ım singulárńım rozvoje vede ke kom-
presi dat. Pokud bychom ukládali matici A v jej́ım singulárńım rozkladu, potřebovali bychom
uložit mr+ r+nr = r(m+n+ 1) hodnot. Ale pokud mı́sto toho použijeme rank-aproximaci
matice, bude nám stačit zachovat v paměti mk+k+nk = k(m+n+1) hodnot. Samozřejmě
je potřeba zvážit poměr kapacity a ztráty informace.

Na obrázćıch ńıže můžeme vidět kompresi fotografie. Původńı rozměr matice A reprezentuj́ıćı
obrázek je (630, 1200) s plnou hodnost́ı.
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Obrázek 1: Prvńı obrázek je originálńı, daľśı jsou komprese s volbou k = 500, 300, 100, 50, 10.
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