
Matematika B - seminář

Eva Jeĺınková

1 Metrické a normované prostory

V kapitole o lineárńıch prostorech jsme se již setkali s t́ım, že slovo
”
prostor“ bývá v mate-

matice použ́ıváno nejen pro tř́ırozměrný prostor, který známe z našeho přirozeného života,
ale také pro r̊uzné množiny určitých vlastnost́ı, které s naš́ım přirozeným prostorem nemaj́ı
mnoho společného.

Tak tomu je i u metrických prostor̊u – jedná se o abstrakci, ve které uvažujeme množinu
prvk̊u, mezi kterými nějakým zp̊usobem

”
měř́ıme vzdálenosti“. V některých př́ıpadech si

dokážeme snadno vytvořit geometrickou představu takového
”
prostoru“, v jiných př́ıpadech

je to těžké a někdy to neńı možné v̊ubec.
V Matematice B jsme pracovali s eukleidovským prostorem Rn, ve kterém je vzdálenost

pro dva body X = (x1, x2, . . . , xn) a Y = (y1, y2, . . . , yn) definována následovně:

ρ(X, Y ) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + · · ·+ (xn − yn)2.

Tomuto zp̊usobu výpočtu vzdálenosti ř́ıkáme eukleidovská metrika. Měřeńı vzdálenosti lze
ovšem provádět i jinými zp̊usoby. Představme si např́ıklad skupinu horských vesnic, mezi
kterými se lze pohybovat pouze po vyznačených cestách. Potom dává smysl měřit vzdálenost
dvou vesnic jako délku trasy, kterou muśıme uj́ıt, abychom došli z jedné vesnice do druhé.
Eukleidovská metrika naproti tomu znamená měřeńı vzdálenosti vzdušnou čarou, což by nám
mohlo dát výrazně odlǐsný výsledek.

Jistě bychom vymysleli i daľśı přirozené př́ıklady, jak definovat vzdálenost. Pro autodo-
pravce, který se pobyhuje v rozmanitém terénu, by mohla být vzdálenost dvou stanovǐst’

vyjádřena cenou pohonných hmot, které cestou spotřebuje. Dal by nám ale tento zp̊usob
měřeńı dobrou definici vzdálenosti, jestliže cesta jedńım směrem vede do prudkého kopce
a opačným směrem se jede z kopce, spotřeba tedy bude v každém směru r̊uzná?

V následuj́ıćım textu zavedeme formálně metrické prostory a uvid́ıme, jaké podmı́nky
budeme na měřeńı vzdálenosti klást.

1.1 Formálńı definice

Připomeňme, že máme-li nějakou množinu M , potom kartézský součin M ×M je množina
všech uspořádaných dvojic prvk̊u množiny M , tj.

M ×M = {(x, y) : x ∈M, y ∈M}.

Dále připomeňme, že symbol R+
0 označuje množinu všech nezáporných reálných č́ısel. Nyńı

můžeme přistoupit k definici metrického prostoru:
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Definice 1. Metrickým prostorem nazýváme dvojici (M,ρ), kde M je libovolná neprázdná
množina a zobrazeńı ρ : M ×M → R+

0 splňuje pro každé x, y, z ∈M následuj́ıćı tři axiomy:

(M1)
”
axiom identity:“ ρ(x, y) = 0, právě když x = y,

(M2)
”
axiom symetrie:“ ρ(x, y) = ρ(y, x),

(M3)
”
trojúhelńıková nerovnost:“ ρ(x, y) + ρ(y, z) ≥ ρ(x, z).

Prvky množiny M nazýváme body prostoru (M,ρ), zobrazeńı ρ nazýváme metrikou na M
a č́ıslo ρ(x, y) nazýváme vzdálenost́ı bod̊u x a y v prostoru (M,ρ).

Druhý axiom požaduje, aby vzdálenost z bodu x do bodu y byla stejná jako vzdálenost
z bodu y do bodu x. Vid́ıme tedy, že měřeńı vzdálenosti dvou mı́st pomoćı ceny spotřebova-
ných pohoných hmot, jak jsme uvažovali v úvodu, tento axiom nesplňuje a neńı proto met-
rikou. V daľśım textu budeme zkoumat r̊uzné př́ıklady pomoćı ověřováńı platnosti axiomů
metriky.

1.2 Př́ıklady metrických prostor̊u

S nerovnost́ı nazvanou
”
trojúhelńıková nerovnost“, tedy stejně jako třet́ı axiom metriky, jsme

se setkali už na středńı škole v souvislosti s trojúhelńıkem v R2. Ověřme proto, zda množina
R2 spolu s eukleidovskou metrikou je opravdu metrickým prostorem, jak název napov́ıdá,
a zobecněme náš úkol rovnou na Rn pro n ≥ 1.

Př́ıklad 1 (Množina Rn s eukleidovskou metrikou). Zopakujme, že pro dva body X, Y ∈ Rn,
kde X = (x1, x2, . . . , xn) a Y = (y1, y2, . . . , yn), máme eukleidovskou metriku definovanou
následovně (pro větš́ı přehlednost přidáme ṕısmeno E):

ρE(X, Y ) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + . . . (xn − yn)2.

Ověřme nejdř́ıve axiom identity. Je zřejmé, že pokud dosad́ıme do vzorce dva stejné body,
dostaneme na pravé straně nulu, tedy vzdálenost bude nulová. Jestliže dosad́ıme dva r̊uzné
body, bude aspoň pro jedno i č́ıslo (xi−yi)2 kladné, a protože sč́ıtance pod odmocninou jsou
nezáporné, bude celá odmocnina kladná. T́ım je prvńı axiom ověřen.

Platnost axiomu symetrie je zřejmá z toho, že (xi − yi)2 = (yi − xi)2. Zbývá nám tedy
ověřit trojúhelńıkovou nerovnost. Pomůžeme si obecněǰśı Minkowského nerovnost́ı.

Věta 2 (Minkowského nerovnost). Necht’ p je reálné č́ıslo takové, že p ≥ 1, necht’ n ∈ N
a necht’ a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn jsou reálná č́ısla. Potom plat́ı(

n∑
i=1

|ai + bi|p
)1/p

≤

(
n∑
i=1

|ai|p
)1/p

+

(
n∑
i=1

|bi|p
)1/p

.

(Poznamenejme, že Minkowského nerovnost plat́ı i pro komplexńı č́ısla, bez nich se však
obejdeme.) Dosad́ıme-li p = 2, ai = (xi − yi) a bi = (yi − zi), dostaneme√√√√ n∑

i=1

(xi − zi)2 ≤

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2 +

√√√√ n∑
i=1

(yi − zi)2,
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a v této nerovnosti můžeme poznat

ρE(X,Z) ≤ ρE(X, Y ) + ρE(Y, Z),

což je kýžená trojúhelńıková nerovnost. Dokázali jsme, že dvojice (Rn, ρ) je opravdu met-
rickým prostorem.

Př́ıklad 2 (Diskrétńı metrický prostor). Zat́ımco předchoźı př́ıklad vyžadoval netriviálńı
výpočet s n-ticemi č́ısel, nyńı si ukážeme tak trochu opačný extrém – měřeńı vzdálenost́ı,
které nám dá vždy pouze nulu nebo jedničku. Nulu dostaneme pro dva totožné body a jednič-
ku v jakémkoliv jiném př́ıpadě.

Necht’ M je libovolná neprázdná množina. Funkci ρd : M ×M → {0, 1} definujeme takto:

ρd(X,X) = 0 pro všechna X ∈M,

ρd(X, Y ) = 1 pro všechna X, Y ∈M,X 6= Y.

Tuto funkci nazýváme také diskrétńı metrika.
Snadno nahlédneme, že pro naši funkci ρd plat́ı axiom identity i axiom symetrie. Pokud

jde o trojúhelńıkovou nerovnost, uvažme tři prvky X, Y , Z ∈M a rozlǐsme dva př́ıpady.

1. X = Z. Potom v nerovnosti ρd(X,Z) ≤ ρd(X, Y ) + ρd(Y, Z) máme na levé straně nulu
a na pravé straně součet dvou č́ısel, která jsou větš́ı nebo rovna nule. Nerovnost tedy
plat́ı.

2. X 6= Z. V tomto př́ıpadě plat́ı ρd(X,Z) = 1. Protože body X a Z jsou r̊uzné, bod Y
nemůže být totožný s oběma z nich, proto plat́ı X 6= Y nebo Y 6= Z (a nebo oboj́ı).
V součtu ρd(X, Y ) + ρd(Y, Z) bude tedy aspoň jeden sč́ıtanec roven jedné, a nerovnost
opět plat́ı.

Dokázali jsme, že i dvojice (M,ρd) je metrickým prostorem. Poznamenejme ještě, že u diskrét-
ńıho metrického prostoru se o geometrickou představu nebudeme pokoušet.

Př́ıklad 3 (Manhattanská metrika). Představme si nyńı zjednodušený model newyorského
Manhattanu – severojižně vedou avenues, kolmo na ně vedou streets. Dohromady vytvářej́ı
pravidelnou čtvercovou śıt’, ve které každou křižovatku můžeme jednoznačně identifikovat
pomoćı č́ısla avenue a č́ısla street, na jejichž pr̊useč́ıku se nacháźı. Body našeho metrického
prostoru jsou právě tyto křižovatky reprezentované dvojicemi č́ısel (i, j), kde i, j ∈ {1, . . . , k},
dvojice (i, j) znamená křižovatku i-té avenue a j-té street.

Z pohledu taxikáře, který v takovémto modelu Manhattanu voźı zákazńıky, bude délka
cesty mezi body (a1, a2) a (b1, b2) definována počtem silničńıch úsek̊u mezi křižovatkami,
které muśı na dané cestě projet.

Na obrázku 1 máme vyznačené dvě cesty z bodu X = (1, 1) do bodu Y = (4, 3), obě
délky 5. Snadno nahlédneme, že každá nejkratš́ı cesta z X do Y muśı sestávat ze tř́ı úsek̊u,
kdy taxi jede po street a prvńı souřadnice jeho polohy se zvýš́ı o 1, a ze dvou úsek̊u, kdy
taxi jede po avenue a druhá souřadnice se zvýš́ı o 1. Pořad́ı těchto úsek̊u může být r̊uzné,
ale délka nejkratš́ı cesty z X do Y bude vždy 5.

T́ımto zp̊usobem můžeme měřit vzdálenosti mezi křižovatkami a zavést takzvanou tax́ıkář-
skou metriku:

ρt((x1, x2), (y1, y2)) = |y1 − x1|+ |y2 − x2|.
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Obrázek 1: Zjednodušený model Manhattanu.

Ponecháme čtenáři jako cvičeńı k rozmyšleńı, že dvojice

({1, . . . , k} × {1, . . . , k}, ρt)

je opravdu metrickým prostorem. Společně vyšetř́ıme rovnou zobecněný př́ıpad, kdy množina
křižovatek neńı dvojrozměrná množina izolovaných bod̊u, ale rovnou Rn, a metrika je přiroze-
ným zp̊usobem zobecněná (v Rn se obvykle nazývá součtová a znač́ı sṕı̌se ρ1):

X = (x1, . . . , xn), Y = (y1, . . . , yn)

ρ1(X, Y ) =
n∑
i=1

|yi − xi|.

Ověřeńı axiomu identity a axiomu symetrie je snadné. Pro ověřeńı trojúhelńıkové nerov-
nosti si můžeme pomoci už zmı́něnou Minkowského nerovnost́ı (Věta 2). Tentokrát dosad́ıme
p = 1, ai = (xi − yi), bi = (yi − zi) a dostaneme

n∑
i=1

|xi − zi| ≤
n∑
i=1

|xi − yi|+
n∑
i=1

|yi − zi|,

což je přesně naše trojúhelńıková nerovnost

ρ1(X,Z) ≤ ρ1(X, Y ) + ρ1(Y, Z).

Tedy také dvojice (Rn, ρ1) je metrickým prostorem.

Př́ıklad 4 (Maximálńı metrika). Bez d̊ukazu a pouze intuitivně uvedeme fakt, že pokud
bychom z Minkowského nerovnosti

”
udělali limitu“ pro p jdoućı do nekonečna, jednotlivé

sumy v závorkách by se
”
změnily“ v maxima (to proto, že největš́ı z č́ısel by

”
převládlo“).

T́ımto zp̊usobem bychom dostali následuj́ıćı nerovnost:

max
i=1,...,n

|xi − zi| ≤ max
i=1,...,n

|xi − yi|+ max
i=1,...,n

|yi − zi|,

která je trojúhelńıkovou nerovnost́ı pro tzv. maximálńı metriku na Rn, která také splňuje
všechny axiomy:

ρ∞(X, Y ) = max
i=1,...,n

|yi − xi|.
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1.3 Normované linárńı prostory

Zat́ımco v př́ıpadě metrického prostoru (M,ρ) může množinou M být takřka libovolná

”
divočina“ (stač́ı nám, aby množina M byla neprázdná), v př́ıpadě normovaných prostor̊u

budeme klást v́ıce požadavk̊u – základem pro nás bude lineárńı prostor, na kterém budeme
zavádět zobrazeńı zvané

”
norma“.

Definice 3 (Normovaný lineárńı prostor). Necht’ V je lineárńı prostor nad R a necht’ pro
každé x ∈ V je definováno č́ıslo ‖x‖ ∈ R+

0 (toto zapisujeme také jako zobrazeńı ‖ · ‖ : V →
R+

0 ). Dále předpokládáme, že:

(N1) ∀x ∈ V : ‖x‖ = 0, právě když x = ~0,

(N2) ∀α ∈ R, ∀x ∈ V : ‖αx‖ = |α|‖x‖,

(N3) ∀x,y ∈ V : ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Potom ř́ıkáme, že dvojice (V, ‖ · ‖) je normovaný lineárńı prostor a zobrazeńı ‖ · ‖ ř́ıkáme
norma. Připomeňme, že ~0 označuje nulový vektor.

Norma je tedy něco podobného metrice, ale zat́ımco metrika měř́ı
”
vzdálenost“ dvou

bod̊u, norma měř́ı
”
velikost“ jednoho prvku (vektoru). Z definice je také možno vidět, proč

se norma nespokoj́ı s nič́ım jednodušš́ım než s lineárńım prostorem – v prvńım axiomu
jsme potřebovali existenci nulového vektoru ~0, dále jsme použ́ıvali lineárńı operace součtu
a násobeńı reálným č́ıslem.

Se slovem
”
norma“ jsme se setkali už v Matematice B, kde jsme použ́ıvali eukleidovskou

normu pro x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn:

‖x‖ =
√
x21 + x22 + · · ·+ x2n.

Později si ukážeme, že tato norma opravdu splňuje axiomy (N1), (N2) a (N3). Z Matematiky
B si také pamatujeme pravidlo, které jsme použ́ıvali pro prvky x,y eukleidovského prostoru
Rn:

‖x− y‖ = ρ(x,y).

Z geometrického pohledu (např́ıklad v R2) je snadno představitelné, že vzdálenost dvou bod̊u
se rovná velikosti vektoru, který vede z jednoho bodu do druhého. Výše uvedené pravidlo
lze použ́ıt i obecněji, dokonce plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı, které uvád́ı do souvislosti metrické
a normované prostory.

Tvrzeńı 4. Necht’ (V, ‖ · ‖) je normovaný lineárńı prostor a necht’ x,y ∈ V . Definujme
zobrazeńı ρ(x,y) = ‖x− y‖. Potom dvojice (V, ρ) je metrickým prostorem.

Metrika z Tvrzeńı 4 se nazývá metrika indukovaná normou. Tvrzeńı 4 si nyńı dokážeme.
Protože prvky množiny V jsou vektory, budeme je i nadále značit tučnými ṕısmeny, přestože
nám p̊ujde

”
pouze“ o metriku.
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Důkaz. Protože V je lineárńı prostor, množina V obsahuje nulový vektor a je tedy neprázd-
ná. Dále ověř́ıme, že zobrazeńı ρ splňuje axiomy (M1), (M2) a (M3). Pro pohodĺı čtenáře
zde axiomy připomeneme – pro všechna x,y, z ∈ V má platit

(M1) ρ(x,y) = 0, právě když x = y,

(M2) ρ(x,y) = ρ(y,x),

(M3) ρ(x,y) + ρ(y, z) ≥ ρ(x, z).

Dokažme nejprve platnost axiomu (M1). Axiom (N1), jehož platnost předpokládáme, nám
zaručuje, že ‖x−y‖ = 0, právě když x−y = ~0. Dále v́ıme, že rozd́ıl vektor̊u x a y je nulový,
právě když jsou vektory x a y totožné. Můžeme tedy psát, že

‖x− y‖ = 0, právě když x = y.

Protože výraz na levé straně ‖x− y‖ je tentýž jako v definici metriky ρ(x,y), můžeme naši
ekvivalenci přepsat takto:

ρ(x,y) = 0, právě když x = y,

což jsme chtěli dokázat. Dále dokážeme platnost axiomu (M2). Pomoćı jednoduché arimetiky
s vektory dostaneme, že

y − x = −x + y = (−1)(x− y).

Na výraz na pravé straně můžeme aplikovat normu a použ́ıt axiom (N2) pro α = −1,
dostaneme:

‖(−1)(x− y)‖ = | − 1|‖x− y‖,

přičemž výraz na pravé straně je zřejmě roven ‖x − y‖. Pokud toto vše dáme dohromady,
dokázali jsme, že

‖y − x‖ = ‖x− y‖,

což je přesně axiom (M2). Zbývá nám axiom (M3). Položme a = x−y, b = y−z a použijeme
axiom (N3) pro a a b:

‖a‖+ ‖b‖ ≥ ‖a + b‖,

po dosazeńı
‖x− y‖+ ‖y − z‖ ≥ ‖x− z‖,

což jsme chtěli dokázat.
Vid́ıme, že každý normovaný lineárńı prostor nám snadno dá také metrický prostor po-

moćı hesla
”
vzdálenost dvou vektor̊u je velikost jejich rozd́ılu“. Nab́ıźı se otázka, jestli to

funguje také opačně. Odpověd’ je bohužel záporná – už proto, že ne každý metrický pro-
stor je také lineárńım prostorem. Když uváž́ıme př́ıklad horských vesnic z úvodu, tak zřejmě
nedává smysl hledat

”
nulovou vesnici“, přič́ıtat k vesnici násobek jiné vesnice atd. Na druhou

stranu některé z př́ıklad̊u, které jsme si uvedli pro metrické prostory, jsou také normovanými
lineárńımi prostory, jak uvid́ıme v následuj́ıćı podkapitole.
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1.4 Př́ıklady normovaných lineárńıch prostor̊u

Př́ıklad 5 (Množina Rn s normami ‖·‖E, ‖·‖1, ‖·‖∞). Již v́ıme, že Rn je lineárńım prostorem.
Také jsme již zmı́nili eukleidovskou normu, kterou budeme pro přehlednost značit ‖ · ‖E –
připomeňme si ji ještě jednou:

‖x‖E =
√
x21 + x22 + · · ·+ x2n.

Z metrik, které jsme si zadefinovali v Př́ıkladu 3 a v Př́ıkladu 4, také lze udělat normy:

‖x‖1 =
n∑
i=1

|xi|,

‖x‖∞ = max
i=1,...,n

|xi|.

Důkaz, že jsou axiomy normy opravdu splněny, ponecháme čtenáři k rozmyšleńı (postač́ı
elementárńı úvahy, př́ıpadně užit́ı Věty 2, jej́ıž tvar je dokonce v́ıce

”
šitý na mı́ru“ pro normu

než pro metriku).

Př́ıklad 6 (Komplexńı č́ısla). Daľśım př́ıkladem normovaného lineárńıho prostoru je množina
C všech komplexńıch č́ısel s normou, kterou známe možná již ze středńı školy:

‖a+ bi‖ =
√
a2 + b2.

Při bližš́ım pohledu vid́ıme, že se komplexńı č́ısla chovaj́ı stejně jako vektory z R2 s euklei-
dovskou normou, dokazovat tedy nic nemuśıme.

1.5 Nekonečně-dimenzionálńı prostory

S pojmem dimenze lineárńıho prostoru jsme se již setkali – jde o počet prvk̊u báze. Existuj́ı
však také lineárńı prostory, pro které konečná báze (ani konečná množina generátor̊u) nee-
xistuje. Jak uvid́ıme, s některými jsme již v matematice pracovali, aniž bychom věděli, že se
jedná o nekonečně-dimenzionálńı lineárńı prostor.

Př́ıklad 7 (Spojité funkce na intervalu). Uvažme množinu všech reálných funkćı, které jsou
spojité na určitém pevně zvoleném uzavřeném intervalu [a, b] ⊆ R, a tuto množinu označme
C[a, b]. Pro funkce f ∈ C[a, b] definujme tzv. integrálńı normu

‖f‖I =

b∫
a

|f(x)| dx.

Čtenáře možná potěš́ı, že naš́ım ćılem nyńı nebude hledat složité primitivńı funkce, spokoj́ıme
se s Riemannovým pojet́ım integrálu, tj. norma ‖·‖I určuje obsah plochy mezi grafem funkce
f a osou x (př́ıklad vid́ıme na obrázku 2).

Bez d̊ukazu ponecháme, že takto dostaneme lineárńı prostor, přičemž nulovým vekto-
rem je funkce, která se na celém intervalu [a, b] rovná nule, a lineárńı operace s funkcemi
provád́ıme po jednotlivých bodech, tj. např́ıklad

(αf + βg)(x) = αf(x) + βg(x).
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Obrázek 2: Spojitá funkce na [a, b] s integrálńı normou.

Proč je tento lineárńı prostor nekonečně-dimenzionálńı? Abychom to nahlédli, uvažme
množinu všech polynomů – ty jsou jistě spojité na intervalu [a, b], tvoř́ı tedy podmnožinu
prostoru C[a, b]. Přitom i nejjednodušš́ı polynomy

1, x, x2, x3, x4, x5, . . . , xn, . . .

jsou vzájemně lineárně nezávislé, a je jich nekonečně mnoho. Se všemi prvky C[a, b] to tedy
jistě neńı snazš́ı a také nemohou mı́t konečnou množinu generátor̊u.

Ověřme nyńı, že integrálńı norma splňuje axiomy. Platnost axiomu (N2) dostáváme
okamžitě ze základńıch vlastnost́ı primitivńıch funkćı. Platnost axiomu (N3) zase plyne
z toho, že pro každé f, g ∈ C[a, b] plat́ı |f(x) + g(x)| ≤ |f(x)|+ |g(x)|, takže také

b∫
a

|f(x) + g(x)| dx ≤
b∫

a

(|f(x)|+ |g(x)|) dx.

Překvapivě nejv́ıce práce budeme mı́t s axiomem (N1). Potřebujeme dokázat, že

b∫
a

|f(x)| dx = 0, právě, když ∀x ∈ [a, b] f(x) = 0.

Je zřejmé, že pokud je funkce f na celém [a, b] nulová, integrál na levé straně vyjde
nulový. Předpokládejme dále, že nulová neńı, tj. existuje x0 ∈ [a, b] takové, že f(x0) 6= 0.
Chceme dokázat, že integrál na levé straně vyjde nenulový.
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Obrázek 3: Ilustrace k d̊ukazu platnosti axiomu (N1).

Ze spojitosti funkce f plyne, že muśı existovat okoĺı O(x0), na kterém má výraz |f(x)|
kladnou hodnotu větš́ı než nějaké č́ıslo ε > 0. Necht’ [x1, x2] je nějaký interval lež́ıćı v O(x0)
a obsahuj́ıćı x0 (viz obrázek 3). Potom na celém intervalu [x1, x2] muśı také platit |f(x)| > ε,
a z vlastnost́ı Riemannova integrálu dostáváme, že

b∫
a

|f(x)| dx ≥ (x2 − x1)ε > 0,

což jsme chtěli dokázat.

Př́ıklad 8 (Posloupnosti č́ısel). Uvažme množinu P posloupnost́ı reálných č́ısel {ai}∞i=1 ta-
kových, že nav́ıc jenom konečný počet prvk̊u v každé posloupnosti je nenulový. Lze snadno
ověřit, že množina P tvoř́ı lineárńı prostor (přičemž nulovým vektorem je pousloupnost, jej́ıž
všechny prvky jsou rovny nule). Na tomto prostoru můžeme definovat normu

‖{ai}∞i=1‖k = max
1≤i≤∞

|ai|.

Ověřeńı, že tato norma je skutečně normou, ponecháme čtenáři také jako cvičeńı. Za-
mysleme se nad t́ım, proč tento prostor nemá konečnou dimenzi – podobně jako v př́ıpadě
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polynomů, i posloupnosti

{1, 0, 0, 0, 0, 0, 0 . . . }
{0, 1, 0, 0, 0, 0, 0 . . . }
{0, 0, 1, 0, 0, 0, 0 . . . }
{0, 0, 0, 1, 0, 0, 0 . . . }
{0, 0, 0, 0, 1, 0, 0 . . . }

jsou navzájem lineárně nezávislé, přitom je jich nekonečně mnoho, takže množina P nemůže
mı́t konečnou množinu generátor̊u.

Poznamenejme ještě, že tento př́ıklad by šel zobecnit také na př́ıpad všech posloupnost́ı
reálných č́ısel, které jsou omezené. Pro nekonečné množstv́ı prvk̊u bychom ale nevystačili
s maximem, museli bychom použ́ıt supremum, tzv.

”
nejmenš́ı horńı mez“. Jako závěrečnou

třešinku na dortu uvedeme ještě pro zájemce definici suprema.

Definice 5 (Supremum). Necht’ M ⊆ R je nějaká množina reálných č́ısel (v našem př́ıpadě
množina prvk̊u posloupnosti) a necht’ s ∈ R. Řekneme, že s je supremum množiny M
(znač́ıme supM), pokud

∀x ∈M : x ≤ s

a zároveň
∀s2 < s ∃x ∈M : x > s2.

Supremová norma vypadá takto:

‖{ai}∞i=1‖s = sup
1≤i≤∞

|ai|.

Protože pro omezenou posloupnost je výše uvedené supremum reálné č́ıslo (nikoliv ±∞),
norma ‖ · ‖s je dobře definovaná. ♥

1.6 Cvičeńı

Cvičeńı 1. Mějme metrický prostor (M,ρ) a reálné č́ıslo α. Definujme funkci ρα(x) = α·ρ(x).
Je potom také ρα metrikou na množině M? Záviśı to na volbě č́ısla α?

Cvičeńı 2. Mějme metrický prostor (M,ρ) a reálné č́ıslo β. Definujme tentokrát funkci
ρβ(x) = β + ρ(x). Je potom také ρβ metrikou na množině M? Záviśı to na volbě č́ısla β?

Cvičeńı 3. Mějme lineárńı prostor V a na něm dvě r̊uzné normy. Je součet těchto dvou
norem také normou na V ?

Cvičeńı 4. Necht’ P je množina všech desetiprvkových posloupnost́ı reálných č́ısel {ai}10i=1.
Navrhněte několik př́ıklad̊u normy pro množinu P tak, aby splňovaly všechny axiomy.

Cvičeńı 5. Dokončete d̊ukaz, který byl v Př́ıkladu 5 ponechán k rozmyšleńı.

Cvičeńı 6. Dokažte to, co bylo vynecháno v Př́ıkladu 8 v jednodušš́ı verzi s množinou P
a normou ‖ · ‖k.
Cvičeńı 7. * Dokažte rozš́ı̌renou verzi Př́ıkladu 8 s množinou všech posloupnost́ı reálných
č́ısel a se supremovou normou.
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