
Výběrový seminář k Matematice B

Markéta Zikmundová

1 Lineárńı prostory

V této úvodńı kapitole se budeme věnovat lineárńım prostor̊um. Všechna úvodńı tvrzeńı
a definice budou formulovány pro obecný lineárńı prostor, později se budeme podrobněji
věnovat lineárńımu vektorovému prostoru Rn.

Definice 1. Lineárńım prostorem V rozumı́me neprázdnou množinu V takovou, že

(I) pokud u ∈ V a v ∈ V , pak u + v ∈ V ,

(II) pokud u ∈ V pak pro ∀r ∈ R je i ru ∈ V .

A dále pro všechny prvky u,v,w ∈ V plat́ı:

(i) u + v = v + u (komutativita),

(ii) (u + v) + w = u + (v + w) (asocitivita),

(iii) existuje prvek o ∈ V tak, že pro ∀u ∈ V

o + u = u

(existence nulového prvku),

(iv) ke každému u ∈ V existuje prvek (−u) ∈ V tak, že

u + (−u) = o

(existence opačného prvku),

(v) ∀r ∈ R je r(u + v) = ru + ro,

(vi) ∀r, s ∈ R je (r + s)u = ru + su,

(vii) r(su) = (rs)u,

(viii) 1 · u = u.

Poznámka 1. Uved’me si př́ıklady některých lineárńıch prostor̊u.
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• Prostor Rn je lineárńım prostorem. Jeho prvky nazýváme vektory a speciálně pro
ně budeme použ́ıvat značeńı ~u, ~v, ~w . . . . Nulovým prvkem tohoto prostoru je nulový
vektor ~0 = (0, . . . , 0)T . Opačným prvkem je vektor opačný a operace sč́ıtáńı prob́ıhá
po jednotlivých souřadnićıch.

• Prostor C(I) funkćı spojitých na intervalu I ⊂ R je lineárńı prostor, nebot’ součet
spojitých funkćı a násobek spojité funkce na I tvoř́ı opět spojitou funkci na I. Nulový
prvek je pak konstantńı funkce g(x) = 0, x ∈ I a opačný prvek k funkci f je funkce
−f .

• Obecně množina všech funkćı Cn(I), které maj́ı na I spojitou n−tou (a t́ım pádem i
každou nižš́ı) derivaci, tvoř́ı lineárńı prostor. Nulový a opačný prvek jsou stejné jako
pro prostor C(I).

Př́ıklad 1. Rozhodněte, zda množina V je lineárńım prostorem:

(a) V = {~u,−~u} pro ~u ∈ Rn,

(b) V = {r · (1, 1, 1); r ∈ R \ {0}},
(c) V = {r · (1, 1, 1); r ∈ R}.

Řešeńı.

(a) Vzhledem k tomu, že nulový prvek Rn je nulový vektor, může být množina V prostorem
pouze v př́ıpadě, že ~u = ~0. Pak splňuje všechny podmı́nky. Takový lineárńı prostor
nazýváme triviálńı .

(b) Obvykle se vyplat́ı zač́ıt t́ım, že ověř́ıme, zda daná nožina obsahuje nulový prvek.
Vzhledem k tomu, že množinu V tvoř́ı nenulové násobky vektoru (1, 1, 1)T , neobsahuje
V nulový prvek a nemůže tedy být lineárńım prostorem.

(c) Operace násobeńı vektoru skalárem a součet vektor̊u prob́ıhá po souřadnićıch. Ty jsou
u V reálné, tud́ıž pro množinu V jsou splněny podmı́nky komutativity, distributivity
a asociativity, tedy podmı́nky (i)-(ii) a (v)-(vii). Podmı́nka (viii) je zřejmá. Je tedy
potřeba ověřit pouze podmı́nky (I), (II) a definovat nulový a opačný prvek. Bez újmy
na obecnosti můžeme vektory zapsat jako ~u = r1(1, 1, 1)T a ~v = r2(1, 1, 1)T , pro nějaké
r1r2 ∈ R.

(I): Plat́ı

~u + ~v = r1(1, 1, 1)T + r2(1, 1, 1)T = (r1, r1, r1)
T + (r2, r2, r2)

T

= (r1 + r2, r1 + r2, r1 + r2)
T = (r1 + r2)(1, 1, 1)T ∈ V.

(II): Pro libovolné r ∈ R je

r~u = r · r1(1, 1, 1)T = (r · r1)(1, 1, 1)T ∈ V.

(iii): Nulový prvek źıskáme pro r = 0. Čtenář si snadno ověř́ı, že splňuje potřebnou
podmı́nku.
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(iv): Opačný prvek k vektoru ~u definujeme jako −1 · ~u. Tento prvek je součást́ı V a
zároveň splňuje podmı́nky opačného prvku.

♥

Kromě lineárńıho prostoru jsou pro nás zaj́ımavé i jejich podprostory.

Definice 2. Podmnožina Ṽ ⊆ V tvoř́ı podprostor lineárńıho prostoru V , jestlǐze plat́ı:

(i) o ∈ Ṽ ,

(ii) u,v ∈ Ṽ , pak u + v ∈ Ṽ ,

(iii) u ∈ Ṽ , pak pro ∀r ∈ R je i ru ∈ Ṽ .

Podprostor Ṽ je samozřejmě sám také lineárńım prostorem a pokud je množina Ṽ neprázdná,
pak bod (i) plyne z bodu (iii) automaticky. Jestliže Ṽ ⊂ V (tedy Ṽ 6= V ) a zároveň Ṽ 6= {~o},
ř́ıkáme, že Ṽ je vlastńım podprostorem prostoru V.

Poznámka 2. Uved’me si opět nějaké př́ıklady podprostor̊u lineárńıch prostor̊u.

(i) Roviny xy, xz a yz jsou lineárńım podprostory prostoru R3.

(ii) Obecně, každá př́ımka a rovina v R3, která procháźı počátkem soustavy souřadnic,
tvoř́ı lineárńı podprostor prostoru R3.

(iii) Př́ımky a roviny v R3, které neprocházej́ı počátkem soustavy souřadnic, netvoř́ı z tohoto
hlediska lineárńı podprostory. Neobsahuj́ı totiž nulový prvek. Takovýmto ”posunutým”
lineárńım prostor̊um se ř́ıká afinńı prostory a zde se jim nebudeme věnovat.

(iv) Prostor C1(I) je lineárńım podprostorem prostoru C(I). Obecně prostor Cn+1(I) je
podprostorem prostoru Cn(I), n ∈ N.

Nyńı bychom chtěli nějak efektivně popsat daný lineárńı prostor V . Pokud by existovala
nějaká skupina prvk̊u V taková, že všechny ostatńı už se daj́ı popsat jako součet násobk̊u
těchto prvk̊u, pak už by byl celý lineárńı prostor těmito prvky dostatečně popsán. To nás
vede k pojmu množina generátor̊u.

Definice 3.

(i) Lineárńı kombinaćı prvk̊u u1, . . . ,uk prostoru V s koeficienty a1, . . . , ak ∈ R ro-
zumı́me prvek prostoru V

k∑
i=1

aiui = a1u1 + a2u2 + · · ·+ akuk.

(ii) Řı́káme, že množina {u1, . . .uk} generuje lineárńı prostor V , jestlǐze

V =

{
k∑

i=1

aiui, a1, . . . , ak ∈ R

}
,

neboli jestlǐze každý prvek prostoru V lze napsat jako lineárńı kombinaci prvk̊u u1, . . .uk.
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Připomeňme si definici lineárńı nezávislosti, která je nezbytná pro definováńı báze lineárńıho
prostoru.

Definice 4. Prvky u1,u2, . . . ,uk ∈ V nazveme lineárně nezávislé, pokud jediná lineárńı
kombinace, která vede na nulový vektor, má všechny koeficienty nulové (tzv. triviálńı lineárńı
kombinace), tj.

k∑
i=1

aiui = o =⇒ a1 = a2 = · · · = ak = 0.

V opačném př́ıpadě jsou vektory lineárně závislé.

Poznámka 3. Jak vid́ıme, definice lineárńı (ne)závislosti je velmi obecná. Pojd’me si ji
trochu přibĺıžit pro reálné funkce definované na intervalu I ⊆ R. Funkce f1 . . . , fk definované
na intervalu I z lineárńıho prostoru funkćı V (I) jsou lineárně nezávislé, jestliže

k∑
i=1

aifi(x) = 0 ∀x ∈ I =⇒ a1 = a2 = · · · = ak = 0.

Funkce f1 . . . , fk jsou lineárně závislé, pokud pro alespoň jedno x ∈ I existuje netriviálńı
lineárńı kombinace taková, že

k∑
i=1

aifi(x) = 0.

Věnujme se chv́ıli tomu, co nám pojem lineárńı závislosti, resp. lineárńı nezávislosti, ř́ıká:

(i) Je-li skupina prvk̊u lineárně závislá, existuje alespoň jeden prvek ui, který lze napsat
jako lineárńı kombinaci ostatńıch. On sám tedy do lineárńıho prostoru generovaného
množinou {u1, . . . ,uk} nepřináš́ı žádnou novou informaci, nebot’ lineárńı prostor obsa-
huje i lineárńı kombinace všech svých prvk̊u.

(ii) Je-li systém lineárně závislý, potom existuje alespoň jeden vektor ui, který lze vyjádřit
jako lineárńı kombinaci ostatńıch vektor̊u. Neznamená to ovšem, že každý vektor z
této skupiny lze vyjádřit jako lineárńı kombinaci ostatńıch.

Máme-li tedy skupinu lineárně závislých prvk̊u, lze alespoň jeden prvek ze skupiny napsat
jako lineárńı kombinaci těch zbývaj́ıćıch. Vynecháme-li tedy tento prvek, dostaneme sku-
pinu prvk̊u, která generuje stejný prostor. Pokud bude tato skupina pořád lineárně závislá,
můžeme tento postup znovu opakovat. Pokud už bude tato skupina (nejméně jednoprvková)
již nezávislá, stále generuje stejný vektorový prostor. Takovou skupinu vektor̊u nazveme báźı
daného prostoru.

Definice 5.

(i) Množina prvk̊u {u1, . . .un} lineárńıho prostoru V se nazývá báze prostoru V , jestlǐze

– generuje prostor V ,

– prvky u1, . . .un jsou lineárně nezávislé.
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(ii) Necht’ u1, . . .un tvoř́ı bázi prostoru V . Potom č́ıslo n nazýváme dimenźı lineárńıho
prostoru V a znač́ıme dimV = n.

(iii) Mějme lineárńı prostor Rn. Báze {~u1, . . . ~un} se názývá ortogonálńı, jestlǐze jsou
všechny jej́ı prvky navzájem kolmé. Pokud jsou nav́ıc vektory ~u1, . . . ~un jednotkové, báze
se nazývá ortonormálńı báze. Kolmost vektor̊u z Rn se dá ověřit pomoćı skalárńıho
součinu.

Dimenze prostoru je tedy počet prvk̊u báze nebo nejmenš́ı počet prvk̊u, které generuj́ı prostor
V . Samotná báze prostoru V neńı ovšem definována jednoznačně. Je-li dimV = n, pak každá
n−tice lineárně nezávislých prvk̊u V tvoř́ı bázi prostoru.

Př́ıklad.

(i) Každý prvek (vektor) ~u = (u1, . . . , un) lineárńıho prostoru Rn může být zapsán jako
lineárńı kombinace

(u1, . . . , un) = u1 · (1, 0, 0, . . . , 0) + u2 · (0, 1, . . . , 0) + . . . un · (0, 0, . . . , 0, 1)

= u1 · ~e1 + u2 · ~e2 + . . . un · ~en.

Vektory ~ei maj́ı na i−tém mı́stě 1 a všude jinde 0. Tyto vektory tedy zřejmě generuj́ı
prostor Rn (prvek ~u byl libovolný) a vzhledem k tomu, že matice~e1

...
~en


s řádkovými vektory ~e1, . . . ,~en je jednotková, jsou i nezávislé. Tvoř́ı tedy bázi pro-
storu Rn. Tato ortonormálńı báze se nazývá kanonická (přirozená) báze prostoru
Rn. Zřejmě tedy dim Rn = n. Č́ısla u1, . . . , un nazýváme souřadnicemi vektoru ~u
(vzhledem ke kanonické bázi).

(ii) Lineárńı prostor Pn(x) tvořený polynomy proměnné x ∈ R stupně nejvýše n tvoř́ı
lineárńı prostor (ověřte si sami a nezapomeňte, že i funkce p(x) = 0, x ∈ R je polyno-
mem). Tento prostor má konečnou bázi

{1, x, x2, . . . , xn}.

To, že tato skupina vektor̊u generuje celý prostor Pn(x), je zřejmé, nebot’ každý poly-
nom stupně nejvýše n se dá zapsat jako

n∑
i=0

aix
i.

Zbývá tedy dokázat, že jsou tyto mocniny lineárně nezávislé. Uvažujme tedy, že

n∑
i=0

aix
i = 0 pro ∀x ∈ R . (*)
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Pokud by byl alespoň nejden z koeficient̊u ai nenulový, dostáváme polynom stupně
nejvýše n. Takový polynom má nejvýše n reálných kořen̊u. Tedy pro nejvýše pro n
hodnot x plat́ı, že

n∑
i=0

aix
i = 0

To je spor s předpokladem ∀x ∈ R v (*).

Bohužel, funkce Cn(I) už nemaj́ı konečnou bázi, stejně jako mnoho daľśıch zaj́ımavých
lineárńıch prostor̊u. Od nyněǰska už se tedy zaměř́ıme jen na nejpřirozeněǰśı lineárńı pro-
story, které už jsme trochu poznali na středńı škole, tedy na prostory Rn.

Př́ıklad 2. Rozhodněte, zda následuj́ıćı vektory ~ui ∈ Rn tvoř́ı bázi prostoru Rn. V záporném
př́ıpadě určete dimenzi prostoru, který generuj́ı a doplňte jejich lineárně nezávislou podmnožinu
na bázi Rn.

(a) ~u1 = (1,−2, 3)T , ~u2 = (−1, 0,−2)T , ~u3 = (−1, 1,−1)T ,

(b) ~u1 = (1, 2, 3, 4)T , ~u2 = (3, 1, 0, 2)T , ~u3 = (−1, 3, 6, 6)T , ~u4 = (3,−4,−9,−8)T .

Řešeńı. Z maticové algebry již v́ıme, že hodnost matice je maximálńı počet lineárně nezávislých
řádk̊u (sloupc̊u) této matice. Vytvoř́ıme tedy matici s řádky odpov́ıdaj́ıćımi zadaným vek-
tor̊um. Bude-li hodnost takové matice rovna n, budou vektory tvořit bázi daného prostoru.
Hodnost můžeme spoč́ıtat pomoćı převodu na horńı trojúhelńıkovou matici.

(a)  1 −2 3
−1 0 −2
−1 1 −1

 ∼
1 −2 3

0 −2 1
0 −1 2

 ∼
1 −2 3

0 −2 1
0 0 −3


Hodnost matice je tři, tedy maximálńı počet lineárně nezávislých řádk̊u je také tři, a
tud́ıž jsou dané vektory lineárně nezávislé a tvoř́ı bázi R3.

(b) 
1 2 3 4
3 1 0 2
−1 3 6 6

3 −4 −9 −8

 ∼


1 2 3 4
0 −5 −9 −10
0 5 9 10
0 −10 −18 −20

 ∼ (1 2 3 4
0 −5 −9 −10

)
.

Vid́ıme, že maximálńı počet lineárně nezávislých řádk̊u je dva, tedy vektory ~u1,. . . ,~u4

jsou lineárně závislé a netvoř́ı tedy bázi R4. Zároveň také vid́ıme, že dimenze prostoru
generovaného touto čtveřićı je dva. Budeme-li nyńı cht́ıt doplnit nezávislou podskupinu
vektor̊u na bázi prostoru R4, vezměme si třeba prvńı dva vektory. Z úpravy na HT ma-
tici je totiž zřejmé, že tyto vektory jsou lineárně nezávislé (při úpravách jsme nehýbali
s pořad́ım řádk̊u). Nejjednodušš́ı je doplnit skupinu vektor̊u vektory z kanonické báze.
Zde je vhodné volit vektory ~e3 a ~e4. Plat́ı totiž:

1 2 3 4
3 1 0 2
0 0 1 0
0 0 0 1

 ∼


1 2 3 4
0 −5 −9 −10
0 0 1 0
0 0 0 1

 ,
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takže množina vektor̊u {~u1, ~u2,~e1,~e2} je báźı R4.

♥

2 Lineárńı zobrazeńı

Zat́ım jsme byli zvykĺı pracovat pouze s (reálnými) funkcemi (reálné) proměnné. Rozd́ıl mezi
funkćı a obecným zobrazeńım je hlavně v oboru hodnot. Funkce je jenom speciálńı typ zob-
razeńı, při kterém je vždy výsledkem jen jedno reálné (nebo komplexńı) č́ıslo. Obor hodnot je
tedy podmnožina R (nebo C). Naproti tomu obecné zobrazeńı může mı́t obor hodnot mno-
hem variabilněǰśı. Výsledkem může být uspořádaná n−tice reálných (nebo komplexńıch)
č́ısel, ale i mnohem obecněǰśı množina (např́ıklad posloupnost, funkce reálné proměnné nebo
třeba ṕısmenko). Poznamenejme, že definičńı obor funkce i zobrazeńı může být také mnohem
obecněǰśı množina než R.

Definice 6. Zobrazeńı ϕ : A → B je předpis, který prvku z množiny A přiřad́ı nejvýše
jeden prvek z množiny B. Hodnoty b = ϕ(a) někdy nazýváme obrazy a hodnoty a takové,
že existuje ϕ(a), vzory .

Stejně jako jsme si u funkćı definovali některé vlastnosti, můžeme definovat některé vlastnosti
pro obecné zobrazeńı.

Definice 7. Mějme zobrazeńı ϕ : A→ B.

(i) Řekneme, že zobrazeńı ϕ je prosté, jestlǐze pro ∀b ∈ B existuje nejvýše jedno a ∈ A
tak, že ϕ(a) = b.

(ii) Řekneme, že zobrazeńı ϕ je na (nebo též surjektivńı), jestlǐze pro ∀b ∈ B existuje
(alespoň jedno) a ∈ A tak, že ϕ(a) = b.

(iii) Zobrazeńı, které je zároveň prosté a na se nazývá bijekce.

Poznámka 4. To, že je zobrazeńı prosté, znamená, že každý obraz má nejvýše jeden vzor,
neboli že obrazy dvou r̊uzných vzor̊u jsou vždy r̊uzné. To, že je zobrazeńı na znamená, že
vzory zobrazeńı ϕ se zobraźı na celý prostor B.

Je-li zobrazeńı ϕ bijekce, znamená to, že pro každý prvek prostoru B existuje právě jeden vzor
v prostoru A. Tedy existuje jednoznačná korespondence mezi prostory A a B. To znamená,
že k zobrazeńı ϕ lze naj́ıt inverzńı zobrazeńı ϕ−1 : B → A, takové, že

ϕ(a) = b⇐⇒ ϕ−1(b) = a,∀a ∈ A,

které je rovněž bijekćı.

Definice 8. Mějme lineárńı prostory V a W . Zobrazeńı L : V → W se nazývá lineárńı,
jestlǐze

(i) L(u + v) = L(u) + L(v) pro všechna u,v ∈ V,
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(ii) L(ru) = r · L(u) pro ∀r ∈ R a ∀u ∈ V.

Poznámka 5. Uved’me si př́ıklady lineárńıch a nelineárńıch zobrazeńı.

(i) Př́ıkladem lineárńıho zobrazeńı je zobrazeńı L : Cn(I)→ Cn−1(I) takové, že

L : f 7→ f (n),

tedy zobrazeńı, které funkci z Cn(I) přǐrad́ı jej́ı n−tou derivaci.

(ii) Jak již sám jej́ı název napov́ıdá, člověk by očekával, že lineárńı funkce f(x) = ax+ b,
kde a 6= 0 a b ∈ R, je lineárńı zobrazeńı z R do R. Ovšem obecně tomu tak neńı. Je-li
b 6= 0, potom se o lineárńı zobrazeńı nejedná nebot’

f(rx)− r · f(x) = a(rx) + b− r(ax+ b) = rax+ b− (rax+ rb) = b(1− r).

Z tohoto tvaru vid́ıme, že pro r 6= 1 neńı splněna podmı́nka (i) z definice lineárńıho
zobrazeńı.

Věta 1. Necht’ L : V → W je lineárńı zobrazeńı. Potom

(i) L(oV ) = oW , kde oV je nulový prvek V a oW je nulový prvek W.

(ii) Množina N (L) = {u;L(u) = oW} je lineárńı podprostor V.

Podprostor N (L) prostoru V se nazývá jádro zobrazeńı . Je-li zobrazeńı prosté, potom je
jádro tvořeno pouze oV .

Od nyněǰska už se budeme věnovat pouze lineárńım zobrazeńım L : Rn → Rm. To znamená,
že všechny prvky prostoru Rn se zobraźı na prvky prostoru Rm tak, že jednotlivé souřadnice
obrazu budou vždy lineárńımi kombinacemi souřadnic vzor̊u, jak uvid́ıme u př́ıklad̊u ńıže.

Věta 2. Zobrazeńı L : Rn → Rm je lineárńı právě tehdy, když existuje matice A typu (m,n)
taková, že

L(~x) = A~x, ∀~x ∈ Rn.

O matici A ř́ıkáme, že reprezentuje zobrazeńı L, nebo také, že A je matice reprezen-
tace zobrazeńı L.

Př́ıklad 3.

(a) Pro matici A nalezněte lineárńı zobrazeńı, které reprezentuje:

A =

−2 3 −1 0
0 −1 −2 −3
1 −2 0 4

 .
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(b) Nalezněte matici, která reprezentuje lineárńı zobrazeńı L : R3 → R2, L(x1, x2, x3) =
(2x1 − x2 + x3,−x2 + 3x3)

T .

Řešeńı.

(a) Vzhledem k tomu, že matice A je typu (3, 4), je zobrazeńı L z R4 do R3. Předpis
zobrazeńı L źıskáme součinem A~x :

L(x1, x2, x3, x4) =

−2 3 −1 0
0 −1 −2 −3
1 −2 0 4



x1
x2
x3
x4

 =

−2x1 + 3x2 − x3
−x2 − 2x3 − 3x4
x1 − 2x2 + 4x4

 ,

tedy L(x1, x2, x3, x4) = (−2x1 + 3x2 − x3,−x2 − 2x3 − 3x4, x1 − 2x2 + 4x4)
T .

(b) Vzhledem k tomu, co jsme se naučili v (a), v́ıme, že matice A je typu (2, 3). Jednotlivé
prvky této matice jsou tvořeny koeficienty u jednotlivých souřadnic obrazu L(~x). V
prvńım řádku matice A (prvńı souřadnice L(~x)) budou koeficienty kombinace 2x1 −
x2 + x3 a v daľśım řádku koeficienty lineárńı kombinace −x2 + 3x3. Tedy:(

2 −1 1
0 −1 3

)
Správnost této matice si může čtenář sám snadno ověřit vynásobeńım A~x.

♥

Věta 3. (O vlastnostech lineárńıho zobrazeńı) Necht’ matice A typu (m,n) reprezentuje
lineárńı zobrazeńı L : Rn → Rm. Potom plat́ı:

(i) Hodnost h(A) = n, právě když je jádro N (L) triviálńı.

(ii) Pro jádro zobrazeńı L plat́ı N (L) = {~x ∈ Rn : A~x = 0}, tedy jádro tvoř́ı řešeńı
homogenńı soustavy rovnic s matićı soustavy A. Plat́ı, že dimN (L) = n− h(A).

(iii) Hodnost h(A) = m, právě když je L zobrazeńı na.

(iv) Zobrazeńı L je bijekce právě tehdy, když A je čtvercová regulárńı matice.

(v) Obraz zobrazeńı L (tj. obor hodnot L) tvoř́ı lineárńı podprostor v Rm, jeho dimenze je
rovna h(A).

Př́ıklad 4. Lineárńı zobrazeńı L : Rn → Rm je reprezentováno matićı A. Rozhodněte, zda je
zobrazeńı prosté a zda je na. Určete bázi jádra N (L) a bázi oboru hodnot (obrazu) zobrazeńı
L.

(a)

A =

1 0 3
2 1 1
0 1 2


9



(b)

A =


1 2 1
2 3 −1
3 5 0
−1 −1 2


Řešeńı. Nejprve si uprav́ıme matici zobrazeńı na horńı trojúhelńıkovou matici.

(a) 1 0 3
2 1 1
0 1 2

 ∼
1 0 3

0 1 −5
0 1 2

 ∼
1 0 3

0 1 −5
0 0 7

 .

Vid́ıme, že matice A je regulárńı čtvercová, tedy zobrazeńı L je prosté a na. To zna-
mená, že jádro zobrazeńı je triviálńı–jeho bázi tvoř́ı nulový vektor (0, 0, 0)T a vzhle-
dem k tomu, že zobrazeńı je na, tak obor hodnot L je celé R3 a za bázi můžeme volit
např́ıklad kanonickou bázi R3.

(b) Matice A je typu (4, 3), tedy reprezentuje zobrazeńı L : R3 → R4. Nebot’ hodnost
matice je nejvýše 3, je zřejmé, že zobrazeńı nebude na a tud́ıž obor hodnot L tvoř́ı
vlastńı podprostor R4. Zda je zobrazeńı prosté a jak vypadá jádro zobrazeńı, zjist́ıme
úpravou na horńı trojúhelńıkovou matici:

A =


1 2 1
2 3 −1
3 5 0
−1 −1 2

 ∼


1 2 1
0 −1 −3
0 −1 −3
0 1 3

 ∼ (1 2 1
0 −1 −3

)
.

Hodnost matice A je h(A) = 2 < n, tud́ıž zobrazeńı neńı prosté. Jádro zobrazeńı je
řešeńı homogenńı soustavy rovnic s matićı soustavy A. Ta je ekvivalentńı matici(

1 2 1
0 −1 −3

)
.

Chceme-li tedy naj́ıt řešeńı této soustavy, voĺıme jeden parametr, např́ıklad x3 = t.
Potom x2 = −3t a x1 = 5t. Jádro zobrazeńı je tedy množina

(x1, x2, x3)
T = (5t,−3t, t)T = t(5,−3, 1)T , t ∈ R.

Vid́ıme, že každý vektor z N (L) je násobkem vektoru (5,−3, 1)T , tedy báze jednodi-
menzionálńıho prostoru N (L) je {(5,−3, 1)T}.
Nyńı nám už zbývá určit pouze obor hodnot, respektive nějakou jeho bázi. Množina
všech obraz̊u zobrazeńı L lze vyjádřit jako:

L(x1, x2, x3) = A ·

x1x2
x3

 =


1 2 1
2 3 −1
3 5 0
−1 −1 2

 ·
x1x2
x3

 =


x1 + 2x2 + x3

2x1 + 3x2 − x3
3x1 + 5x2

−x1 − x2 + 2x3

 .
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Tento vektor můžeme rozepsat jako:
x1 + 2x2 + x3

2x1 + 3x2 − x3
3x1 + 5x2

−x1 − x2 + 2x3

 = x1(1, 2, 3,−1)T + x2(2, 3, 5,−1)T + x3(1,−1, 0, 2)T .

Vektory v posledńı rovnosti jsou sloupcovými vektory matice A a vid́ıme, že generuj́ı
obor hodnot zobrazeńı L. Bázi oboru hodnot (obrazu) zobrazeńı L tedy můžeme źıskat
ze sloupcových vektor̊u matice A. Ovšem plat́ı, že h(A) = 2, tedy sloupce matice A
jsou lineárně závislé, tud́ıž netvoř́ı bázi obrazu L, pouze jej generuj́ı. Sloupcové vektory
A tvoř́ı bázi oboru hodnot L pouze pokud je zobrazeńı L na. V našem př́ıkladě si
muśıme vybrat bázi oboru hodnot jako dvojici (dimenze obrazu je h(A) = 2) lineárně
nezávislých sloupc̊u matice A.

Snadno nahlédneme, že bázi oboru hodnot L tvoř́ı např́ıklad prvńı dva sloupce A,
nebot’ dvojice vektor̊u je lineárně nezávislá právě když jeden vektor neńı násobkem
druhého. Tedy báze oboru hodnot je (např́ıklad)

{(1, 2, 3,−1)T , (2, 3, 5,−1)T}.

♥

2.1 Složené zobrazeńı

Z kapitoly o matićıch (základńı kurz Matematika B) v́ıme, že maticový součin je definován
poměrně neintuitivńım předpisem. Nyńı si na složených lineárńıch zobrazeńıch ukážeme, že
jeho definice dává dobrý smysl.

Věta 4. Mějme zobrazeńı L : Rn → Rk reprezentované matićı A typu (k, n) a zobrazeńı
K : Rk → Rm reprezentované matićı B typu (m, k). Potom složené zobrazeńı K◦L : Rn → Rm

je reprezentované matićı B ·A. Schéma zobrazeńı K ◦ L vypadá následovně:

Rn L−→ Rk K−→ Rm

K◦L

Př́ıklad 5. Mějme zobrazeńı L : R4 → R3 reprezentovné matićı

A =

1 0 −1 1
1 1 0 1
2 3 −1 0


a zobrazeńı K : R3 → R2 reprezentované matićı

B =

(
2 3 1
−1 5 0

)
.

Rozhodněte, zda je zobrazeńı K ◦ L prosté a zda je na.
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Řešeńı. Zobrazeńı K ◦ L je z R4 do R2 a je reprezentováno matićı

B ·A =

(
2 3 1
−1 5 0

)1 0 −1 1
1 1 0 1
2 3 −1 0

 =

(
7 6 −3 5
4 5 1 4

)
∼
(

7 6 −3 5
0 11 19 8

)
.

Vid́ıme, že h(B ·A) = 2 = m, tud́ıž zobrazeńı K ◦ L : R4 → R2 je na, ale určitě neńı prosté.
♥

Poznámka 6. Vzhledem k úpravě, kterou jsme použili u matice B·A v předchoźım př́ıkladě,
je na mı́stě poznámka k ekvivalenci matic (značené obvykle symbolem ∼). Pro matice ekvi-
valentńı plat́ı, že maj́ı stejnou hodnost, dále, že soustavy lineárńıch rovnic s těmito maticemi
soustavy maj́ı stejnou množinu řešeńı, ale rozhodně neplat́ı, že by reprezentovaly stejné
lineárńı zobrazeńı. Koneckonc̊u, mezi ekvivalentńı úpravy patř́ı i vynecháńı nulového řádku
nebo sloupce, což by pro dané lineárńı zobrazeńı znamenalo změnu definičńıho oboru, rep-
sektive oboru hodnot.

2.2 Inverzńı zobrazeńı

Pod́ıvejme se nyńı na lineárńı zobrazeńı L : Rn → Rn. To je reprezentováno čtvercovou
matićı A řádu n. Z věty o vlastnostech lineárńıho zobrazeńı plyne, že zobrazeńı L je bijekce
(prosté a na) právě tehdy, když matice reprezentace A je regulárńı. Právě tehdy tedy existuje
inverzńı zobrazeńı L−1 k zobrazeńı L. Zkusme nyńı naj́ıt jeho matici reprezentace. Vezměme
si obraz ~y prvku ~x.
Plat́ı

L(~x) = ~y

A~x = ~y

Vzhledem k tomu, že A je regulárńı, můžeme posledńı řádek upravit vynásobeńım dané
rovnice zleva inverzńı matićı A−1 k matici A :

A−1A~x = A−1~y

~x = A−1~y.

Vid́ıme tedy, že pro daný obraz ~y dostaneme jeho vzor ~x jako A−1~y. Inverzńı matice A−1

je tedy matićı reprezentace inverzńıho zobrazeńı L−1 : Rn → Rn k zobrazeńı L.

Př́ıklad 6.

(a) V závislosti na parametru λ ∈ R rozhodněte, zda existuje inverzńı zobrazeńı k zobrazeńı
L : R3 → R3 reprezentovanému matićıλ 1 1

1 1 2
1 1 λ

 .
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(b) Rozhodněte, zda existuje inverzńı zobrazeńı k zobrazeńı L : R3 → R3 reprezentovanému
matićı

A =

1 6 13
1 5 10
1 4 8

 .

V kladném př́ıpadě najděte jeho matici reprezentace.

Řešeńı.

(a) Vzledem k tomu, že daná matice zobrazeńı je řádu 3, bude vhodné spoč́ıtat determinant
této matice. Pro parametr λ, pro nějž bude determinant rovne nule, je matice zobrazeńı
singulárńı a tedy inverzńı zobrazeńı nebude existovat. Pro všechny ostatńı hodnoty
parametru λ je matice zobrazeńı regulárńı a inverzńı zobrazeńı existuje. Determinant
spočteme Sarrusovým pravidlem:∣∣∣∣∣∣

λ 1 1
1 1 2
1 1 λ

∣∣∣∣∣∣ = λ2 − 3λ+ 2 = (λ− 1)(λ− 2).

Vid́ıme, že je-li λ = 1 nebo λ = 2, potom je determinant nula a inverzńı zobrazeńı tedy
neexistuje. Pro λ ∈ R \ {1, 2} je determinant nenulový a inverzńı zobrazeńı existuje.

(b) Pokud bude existovat inverzńı matice, bude existovat i inverzńı zobrazeńı. Hledáńı
inverzńı matice můžeme udělat dvěma zp̊usoby. Bud’ přes algebraické doplňky nebo
př́ımým výpočtem pomoćı převodu na jednotkovou matici. Poznamenejme, že alge-
braické doplňky by byly stravitelěǰśı metodou hledáńı inverzńı matice v př́ıkladě (a),
kde je matice zobrazeńı závislá na parametru. Př́ımý výpočet pomoćı Gaussovy–
Jordanovy eliminace by tak byl náročněǰśı. My si zde pouze uved’me, že inverzńı matice
(a tedy i inverzńı zobrazeńı L−1) existuje a je

A−1 =

 0 −4 5
−2 5 −3

1 −2 1

 ,

jak si čtenář může sám snadno ověřit. Inverzńı zobrazeńı je pak L−1(y1, y2, y3) =
(−4y2 + 5y3,−2y1 + 5y2 − 3y3, y1 − 2y2 + y3)

T .
♥
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