
Domáćı úkol - 7. série

1. Určete ortogonálńı projekci funkce fpxq “ ex do prostoru lineárńıch funkćı P 1. Na Cpr0, 1sq

uvažujte skalárńı součin pf, gq “ fp0qgp0q `
ş1

0
fptqgptqdt.

2. Pomoćı Frechétovy-Rieszovy věty určete normu lineárńıch funkcionál̊u

(a)

L : L2
px0, πyq Ñ R, Lpfq “

ż π

0

fpπ ´ tqt2dt

(b)

L : ℓ2 Ñ R, Lpaq “ a1 ` a3 ´

8
ÿ

n“2

2an
n

3. (Duál k L1.) Uvažujte omezený lineárńı funkcionál na L1px0, 2yq ve tvaru

Tf “

2
ż

0

fptqgptqdt,

kde g je nějaká omezená funkce. Ukažte, že }T } “ }g}L8px0,2yq
. Rozmyslete si, zda (př́ıp. kde) se

tato norma nabývá.

Pozn.: Ve skutečnosti tak vypadaj́ı všechny lineárńı funkcionály na L1px0, 2yq a máme tedy
´

L1px0, 2yq

¯˚

» L8px0, 2yq.

4. Uvažujte následuj́ıćı nekonečný systém prvk̊u (posloupnost́ı) v ℓ2

e1 “ p1, 1, 0, 0, 0, 0, . . .q,

e2 “ p1,´1, 1, 0, 0, 0, . . .q,

e3 “ p1,´1,´2, 1, 0, 0, . . .q,

e4 “ p1,´1,´2,´6, 1, 0, . . .q

e5 “ p1,´1,´2,´6, ´42, 1, 0 . . .q

e6 “ p1,´1,´2,´2 ¨ 3, ´6 ¨ 7,´p42 ¨ 43q, 1, 0 . . .q

. . . . . . . . .

(a) Rozmyslete si, že se jedná o ortogonálńı systém v ℓ2.

(b) Ukažte, že v ortogonálńım doplňku tohoto systému lež́ı v ℓ2 pouze nulový prvek. (Návod:
Napǐste si nekonečnou homogenńı soustavu lineárńıch rovnic, kterou by prvek kolmý ke všem
ek musel splňovat.) Jinými slovy ukažte, že se jedná o úplný ortogonálńı systém a po nanor-
movańı bychom dostali ortonormálńı bázi ℓ2.

(c) Dle předchoźıho je možné zapsat prvek a “ p1, 0, 0, 0, 0, 0, . . .q ve tvaru

a “

8
ÿ

n“1

αnen.

Určete prvńı 4 koeficienty této nekonečné lineárńı kombinace.

(d) Tvoř́ı systém Hamelovu bázi ℓ2?


