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Výběrový seminář k Matematice B

Markéta Zikmundová

1 Lineárńı prostory

V této úvodńı kapitole se budeme věnovat lineárńım prostor̊um. Všechna úvodńı tvrzeńı
a definice budou formulovány pro obecný lineárńı prostor, později se budeme podrobněji
věnovat lineárńımu vektorovému prostoru Rn.

Definice 1. Lineárńım prostorem V rozumı́me neprázdnou množinu V takovou, že

(I) pokud u ∈ V a v ∈ V , pak u + v ∈ V ,

(II) pokud u ∈ V pak pro ∀r ∈ R je i ru ∈ V .

A dále pro všechny prvky u,v,w ∈ V plat́ı:

(i) u + v = v + u (komutativita),

(ii) (u + v) + w = u + (v + w) (asocitivita),

(iii) existuje prvek o ∈ V tak, že pro ∀u ∈ V

o + u = u

(existence nulového prvku),

(iv) ke každému u ∈ V existuje prvek (−u) ∈ V tak, že

u + (−u) = o

(existence opačného prvku),

(v) ∀r ∈ R je r(u + v) = ru + ro,

(vi) ∀r, s ∈ R je (r + s)u = ru + su,

(vii) r(su) = (rs)u,

(viii) 1 · u = u.

Poznámka 1. Uved’me si př́ıklady některých lineárńıch prostor̊u.
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• Prostor Rn je lineárńım prostorem. Jeho prvky nazýváme vektory a speciálně pro
ně budeme použ́ıvat značeńı ~u, ~v, ~w . . . . Nulovým prvkem tohoto prostoru je nulový
vektor ~0 = (0, . . . , 0)T . Opačným prvkem je vektor opačný a operace sč́ıtáńı prob́ıhá
po jednotlivých souřadnićıch.

• Prostor C(I) funkćı spojitých na intervalu I ⊂ R je lineárńı prostor, nebot’ součet
spojitých funkćı a násobek spojité funkce na I tvoř́ı opět spojitou funkci na I. Nulový
prvek je pak konstantńı funkce g(x) = 0, x ∈ I a opačný prvek k funkci f je funkce
−f .

• Obecně množina všech funkćı Cn(I), které maj́ı na I spojitou n−tou (a t́ım pádem i
každou nižš́ı) derivaci, tvoř́ı lineárńı prostor. Nulový a opačný prvek jsou stejné jako
pro prostor C(I).

Př́ıklad 1. Rozhodněte, zda množina V je lineárńım prostorem:

(a) V = {~u,−~u} pro ~u ∈ Rn,

(b) V = {r · (1, 1, 1); r ∈ R \ {0}},
(c) V = {r · (1, 1, 1); r ∈ R}.

Řešeńı.

(a) Vzhledem k tomu, že nulový prvek Rn je nulový vektor, může být množina V prostorem
pouze v př́ıpadě, že ~u = ~0. Pak splňuje všechny podmı́nky. Takový lineárńı prostor
nazýváme triviálńı .

(b) Obvykle se vyplat́ı zač́ıt t́ım, že ověř́ıme, zda daná nožina obsahuje nulový prvek.
Vzhledem k tomu, že množinu V tvoř́ı nenulové násobky vektoru (1, 1, 1)T , neobsahuje
V nulový prvek a nemůže tedy být lineárńım prostorem.

(c) Operace násobeńı vektoru skalárem a součet vektor̊u prob́ıhá po souřadnićıch. Ty jsou
u V reálné, tud́ıž pro množinu V jsou splněny podmı́nky komutativity, distributivity
a asociativity, tedy podmı́nky (i)-(ii) a (v)-(vii). Podmı́nka (viii) je zřejmá. Je tedy
potřeba ověřit pouze podmı́nky (I), (II) a definovat nulový a opačný prvek. Bez újmy
na obecnosti můžeme vektory zapsat jako ~u = r1(1, 1, 1)T a ~v = r2(1, 1, 1)T , pro nějaké
r1r2 ∈ R.

(I): Plat́ı

~u + ~v = r1(1, 1, 1)T + r2(1, 1, 1)T = (r1, r1, r1)
T + (r2, r2, r2)

T

= (r1 + r2, r1 + r2, r1 + r2)
T = (r1 + r2)(1, 1, 1)T ∈ V.

(II): Pro libovolné r ∈ R je

r~u = r · r1(1, 1, 1)T = (r · r1)(1, 1, 1)T ∈ V.

(iii): Nulový prvek źıskáme pro r = 0. Čtenář si snadno ověř́ı, že splňuje potřebnou
podmı́nku.
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(iv): Opačný prvek k vektoru ~u definujeme jako −1 · ~u. Tento prvek je součást́ı V a
zároveň splňuje podmı́nky opačného prvku.

♥

Kromě lineárńıho prostoru jsou pro nás zaj́ımavé i jejich podprostory.

Definice 2. Podmnožina Ṽ ⊆ V tvoř́ı podprostor lineárńıho prostoru V , jestlǐze plat́ı:

(i) o ∈ Ṽ ,

(ii) u,v ∈ Ṽ , pak u + v ∈ Ṽ ,

(iii) u ∈ Ṽ , pak pro ∀r ∈ R je i ru ∈ Ṽ .

Podprostor Ṽ je samozřejmě sám také lineárńım prostorem a pokud je množina Ṽ neprázdná,
pak bod (i) plyne z bodu (iii) automaticky. Jestliže Ṽ ⊂ V (tedy Ṽ 6= V ) a zároveň Ṽ 6= {~o},
ř́ıkáme, že Ṽ je vlastńım podprostorem prostoru V.

Poznámka 2. Uved’me si opět nějaké př́ıklady podprostor̊u lineárńıch prostor̊u.

(i) Roviny xy, xz a yz jsou lineárńım podprostory prostoru R3.

(ii) Obecně, každá př́ımka a rovina v R3, která procháźı počátkem soustavy souřadnic,
tvoř́ı lineárńı podprostor prostoru R3.

(iii) Př́ımky a roviny v R3, které neprocházej́ı počátkem soustavy souřadnic, netvoř́ı z tohoto
hlediska lineárńı podprostory. Neobsahuj́ı totiž nulový prvek. Takovýmto ”posunutým”
lineárńım prostor̊um se ř́ıká afinńı prostory a zde se jim nebudeme věnovat.

(iv) Prostor C1(I) je lineárńım podprostorem prostoru C(I). Obecně prostor Cn+1(I) je
podprostorem prostoru Cn(I), n ∈ N.

Nyńı bychom chtěli nějak efektivně popsat daný lineárńı prostor V . Pokud by existovala
nějaká skupina prvk̊u V taková, že všechny ostatńı už se daj́ı popsat jako součet násobk̊u
těchto prvk̊u, pak už by byl celý lineárńı prostor těmito prvky dostatečně popsán. To nás
vede k pojmu množina generátor̊u.

Definice 3.

(i) Lineárńı kombinaćı prvk̊u u1, . . . ,uk prostoru V s koeficienty a1, . . . , ak ∈ R ro-
zumı́me prvek prostoru V

k∑
i=1

aiui = a1u1 + a2u2 + · · ·+ akuk.

(ii) Řı́káme, že množina {u1, . . .uk} generuje lineárńı prostor V , jestlǐze

V =

{
k∑

i=1

aiui, a1, . . . , ak ∈ R

}
,

neboli jestlǐze každý prvek prostoru V lze napsat jako lineárńı kombinaci prvk̊u u1, . . .uk.
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Připomeňme si definici lineárńı nezávislosti, která je nezbytná pro definováńı báze lineárńıho
prostoru.

Definice 4. Prvky u1,u2, . . . ,uk ∈ V nazveme lineárně nezávislé, pokud jediná lineárńı
kombinace, která vede na nulový vektor, má všechny koeficienty nulové (tzv. triviálńı lineárńı
kombinace), tj.

k∑
i=1

aiui = o =⇒ a1 = a2 = · · · = ak = 0.

V opačném př́ıpadě jsou vektory lineárně závislé.

Poznámka 3. Jak vid́ıme, definice lineárńı (ne)závislosti je velmi obecná. Pojd’me si ji
trochu přibĺıžit pro reálné funkce definované na intervalu I ⊆ R. Funkce f1 . . . , fk definované
na intervalu I z lineárńıho prostoru funkćı V (I) jsou lineárně nezávislé, jestliže

k∑
i=1

aifi(x) = 0 ∀x ∈ I =⇒ a1 = a2 = · · · = ak = 0.

Funkce f1 . . . , fk jsou lineárně závislé, pokud pro alespoň jedno x ∈ I existuje netriviálńı
lineárńı kombinace taková, že

k∑
i=1

aifi(x) = 0.

Věnujme se chv́ıli tomu, co nám pojem lineárńı závislosti, resp. lineárńı nezávislosti, ř́ıká:

(i) Je-li skupina prvk̊u lineárně závislá, existuje alespoň jeden prvek ui, který lze napsat
jako lineárńı kombinaci ostatńıch. On sám tedy do lineárńıho prostoru generovaného
množinou {u1, . . . ,uk} nepřináš́ı žádnou novou informaci, nebot’ lineárńı prostor obsa-
huje i lineárńı kombinace všech svých prvk̊u.

(ii) Je-li systém lineárně závislý, potom existuje alespoň jeden vektor ui, který lze vyjádřit
jako lineárńı kombinaci ostatńıch vektor̊u. Neznamená to ovšem, že každý vektor z
této skupiny lze vyjádřit jako lineárńı kombinaci ostatńıch.

Máme-li tedy skupinu lineárně závislých prvk̊u, lze alespoň jeden prvek ze skupiny napsat
jako lineárńı kombinaci těch zbývaj́ıćıch. Vynecháme-li tedy tento prvek, dostaneme sku-
pinu prvk̊u, která generuje stejný prostor. Pokud bude tato skupina pořád lineárně závislá,
můžeme tento postup znovu opakovat. Pokud už bude tato skupina (nejméně jednoprvková)
již nezávislá, stále generuje stejný vektorový prostor. Takovou skupinu vektor̊u nazveme báźı
daného prostoru.

Definice 5.

(i) Množina prvk̊u {u1, . . .un} lineárńıho prostoru V se nazývá báze prostoru V , jestlǐze

– generuje prostor V ,

– prvky u1, . . .un jsou lineárně nezávislé.
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(ii) Necht’ u1, . . .un tvoř́ı bázi prostoru V . Potom č́ıslo n nazýváme dimenźı lineárńıho
prostoru V a znač́ıme dimV = n.

(iii) Mějme lineárńı prostor Rn. Báze {~u1, . . . ~un} se názývá ortogonálńı, jestlǐze jsou
všechny jej́ı prvky navzájem kolmé. Pokud jsou nav́ıc vektory ~u1, . . . ~un jednotkové, báze
se nazývá ortonormálńı báze. Kolmost vektor̊u z Rn se dá ověřit pomoćı skalárńıho
součinu.

Dimenze prostoru je tedy počet prvk̊u báze nebo nejmenš́ı počet prvk̊u, které generuj́ı prostor
V . Samotná báze prostoru V neńı ovšem definována jednoznačně. Je-li dimV = n, pak každá
n−tice lineárně nezávislých prvk̊u V tvoř́ı bázi prostoru.

Př́ıklad.

(i) Každý prvek (vektor) ~u = (u1, . . . , un) lineárńıho prostoru Rn může být zapsán jako
lineárńı kombinace

(u1, . . . , un) = u1 · (1, 0, 0, . . . , 0) + u2 · (0, 1, . . . , 0) + . . . un · (0, 0, . . . , 0, 1)

= u1 · ~e1 + u2 · ~e2 + . . . un · ~en.

Vektory ~ei maj́ı na i−tém mı́stě 1 a všude jinde 0. Tyto vektory tedy zřejmě generuj́ı
prostor Rn (prvek ~u byl libovolný) a vzhledem k tomu, že matice~e1

...
~en


s řádkovými vektory ~e1, . . . ,~en je jednotková, jsou i nezávislé. Tvoř́ı tedy bázi pro-
storu Rn. Tato ortonormálńı báze se nazývá kanonická (přirozená) báze prostoru
Rn. Zřejmě tedy dim Rn = n. Č́ısla u1, . . . , un nazýváme souřadnicemi vektoru ~u
(vzhledem ke kanonické bázi).

(ii) Lineárńı prostor Pn(x) tvořený polynomy proměnné x ∈ R stupně nejvýše n tvoř́ı
lineárńı prostor (ověřte si sami a nezapomeňte, že i funkce p(x) = 0, x ∈ R je polyno-
mem). Tento prostor má konečnou bázi

{1, x, x2, . . . , xn}.

To, že tato skupina vektor̊u generuje celý prostor Pn(x), je zřejmé, nebot’ každý poly-
nom stupně nejvýše n se dá zapsat jako

n∑
i=0

aix
i.

Zbývá tedy dokázat, že jsou tyto mocniny lineárně nezávislé. Uvažujme tedy, že

n∑
i=0

aix
i = 0 pro ∀x ∈ R . (*)
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Pokud by byl alespoň nejden z koeficient̊u ai nenulový, dostáváme polynom stupně
nejvýše n. Takový polynom má nejvýše n reálných kořen̊u. Tedy pro nejvýše pro n
hodnot x plat́ı, že

n∑
i=0

aix
i = 0

To je spor s předpokladem ∀x ∈ R v (*).

Bohužel, funkce Cn(I) už nemaj́ı konečnou bázi, stejně jako mnoho daľśıch zaj́ımavých
lineárńıch prostor̊u. Od nyněǰska už se tedy zaměř́ıme jen na nejpřirozeněǰśı lineárńı pro-
story, které už jsme trochu poznali na středńı škole, tedy na prostory Rn.

Př́ıklad 2. Rozhodněte, zda následuj́ıćı vektory ~ui ∈ Rn tvoř́ı bázi prostoru Rn. V záporném
př́ıpadě určete dimenzi prostoru, který generuj́ı a doplňte jejich lineárně nezávislou podmnožinu
na bázi Rn.

(a) ~u1 = (1,−2, 3)T , ~u2 = (−1, 0,−2)T , ~u3 = (−1, 1,−1)T ,

(b) ~u1 = (1, 2, 3, 4)T , ~u2 = (3, 1, 0, 2)T , ~u3 = (−1, 3, 6, 6)T , ~u4 = (3,−4,−9,−8)T .

Řešeńı. Z maticové algebry již v́ıme, že hodnost matice je maximálńı počet lineárně nezávislých
řádk̊u (sloupc̊u) této matice. Vytvoř́ıme tedy matici s řádky odpov́ıdaj́ıćımi zadaným vek-
tor̊um. Bude-li hodnost takové matice rovna n, budou vektory tvořit bázi daného prostoru.
Hodnost můžeme spoč́ıtat pomoćı převodu na horńı trojúhelńıkovou matici.

(a)  1 −2 3
−1 0 −2
−1 1 −1

 ∼
1 −2 3

0 −2 1
0 −1 2

 ∼
1 −2 3

0 −2 1
0 0 −3


Hodnost matice je tři, tedy maximálńı počet lineárně nezávislých řádk̊u je také tři, a
tud́ıž jsou dané vektory lineárně nezávislé a tvoř́ı bázi R3.

(b) 
1 2 3 4
3 1 0 2
−1 3 6 6

3 −4 −9 −8

 ∼


1 2 3 4
0 −5 −9 −10
0 5 9 10
0 −10 −18 −20

 ∼ (1 2 3 4
0 −5 −9 −10

)
.

Vid́ıme, že maximálńı počet lineárně nezávislých řádk̊u je dva, tedy vektory ~u1,. . . ,~u4

jsou lineárně závislé a netvoř́ı tedy bázi R4. Zároveň také vid́ıme, že dimenze prostoru
generovaného touto čtveřićı je dva. Budeme-li nyńı cht́ıt doplnit nezávislou podskupinu
vektor̊u na bázi prostoru R4, vezměme si třeba prvńı dva vektory. Z úpravy na HT ma-
tici je totiž zřejmé, že tyto vektory jsou lineárně nezávislé (při úpravách jsme nehýbali
s pořad́ım řádk̊u). Nejjednodušš́ı je doplnit skupinu vektor̊u vektory z kanonické báze.
Zde je vhodné volit vektory ~e3 a ~e4. Plat́ı totiž:

1 2 3 4
3 1 0 2
0 0 1 0
0 0 0 1

 ∼


1 2 3 4
0 −5 −9 −10
0 0 1 0
0 0 0 1

 ,
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takže množina vektor̊u {~u1, ~u2,~e1,~e2} je báźı R4.

♥

2 Lineárńı zobrazeńı

Zat́ım jsme byli zvykĺı pracovat pouze s (reálnými) funkcemi (reálné) proměnné. Rozd́ıl mezi
funkćı a obecným zobrazeńım je hlavně v oboru hodnot. Funkce je jenom speciálńı typ zob-
razeńı, při kterém je vždy výsledkem jen jedno reálné (nebo komplexńı) č́ıslo. Obor hodnot je
tedy podmnožina R (nebo C). Naproti tomu obecné zobrazeńı může mı́t obor hodnot mno-
hem variabilněǰśı. Výsledkem může být uspořádaná n−tice reálných (nebo komplexńıch)
č́ısel, ale i mnohem obecněǰśı množina (např́ıklad posloupnost, funkce reálné proměnné nebo
třeba ṕısmenko). Poznamenejme, že definičńı obor funkce i zobrazeńı může být také mnohem
obecněǰśı množina než R.

Definice 6. Zobrazeńı ϕ : A → B je předpis, který prvku z množiny A přiřad́ı nejvýše
jeden prvek z množiny B. Hodnoty b = ϕ(a) někdy nazýváme obrazy a hodnoty a takové,
že existuje ϕ(a), vzory .

Stejně jako jsme si u funkćı definovali některé vlastnosti, můžeme definovat některé vlastnosti
pro obecné zobrazeńı.

Definice 7. Mějme zobrazeńı ϕ : A→ B.

(i) Řekneme, že zobrazeńı ϕ je prosté, jestlǐze pro ∀b ∈ B existuje nejvýše jedno a ∈ A
tak, že ϕ(a) = b.

(ii) Řekneme, že zobrazeńı ϕ je na (nebo též surjektivńı), jestlǐze pro ∀b ∈ B existuje
(alespoň jedno) a ∈ A tak, že ϕ(a) = b.

(iii) Zobrazeńı, které je zároveň prosté a na se nazývá bijekce.

Poznámka 4. To, že je zobrazeńı prosté, znamená, že každý obraz má nejvýše jeden vzor,
neboli že obrazy dvou r̊uzných vzor̊u jsou vždy r̊uzné. To, že je zobrazeńı na znamená, že
vzory zobrazeńı ϕ se zobraźı na celý prostor B.

Je-li zobrazeńı ϕ bijekce, znamená to, že pro každý prvek prostoru B existuje právě jeden vzor
v prostoru A. Tedy existuje jednoznačná korespondence mezi prostory A a B. To znamená,
že k zobrazeńı ϕ lze naj́ıt inverzńı zobrazeńı ϕ−1 : B → A, takové, že

ϕ(a) = b⇐⇒ ϕ−1(b) = a,∀a ∈ A,

které je rovněž bijekćı.

Definice 8. Mějme lineárńı prostory V a W . Zobrazeńı L : V → W se nazývá lineárńı,
jestlǐze

(i) L(u + v) = L(u) + L(v) pro všechna u,v ∈ V,
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(ii) L(ru) = r · L(u) pro ∀r ∈ R a ∀u ∈ V.

Poznámka 5. Uved’me si př́ıklady lineárńıch a nelineárńıch zobrazeńı.

(i) Př́ıkladem lineárńıho zobrazeńı je zobrazeńı L : Cn(I)→ Cn−1(I) takové, že

L : f 7→ f (n),

tedy zobrazeńı, které funkci z Cn(I) přǐrad́ı jej́ı n−tou derivaci.

(ii) Jak již sám jej́ı název napov́ıdá, člověk by očekával, že lineárńı funkce f(x) = ax+ b,
kde a 6= 0 a b ∈ R, je lineárńı zobrazeńı z R do R. Ovšem obecně tomu tak neńı. Je-li
b 6= 0, potom se o lineárńı zobrazeńı nejedná nebot’

f(rx)− r · f(x) = a(rx) + b− r(ax+ b) = rax+ b− (rax+ rb) = b(1− r).

Z tohoto tvaru vid́ıme, že pro r 6= 1 neńı splněna podmı́nka (i) z definice lineárńıho
zobrazeńı.

Věta 1. Necht’ L : V → W je lineárńı zobrazeńı. Potom

(i) L(oV ) = oW , kde oV je nulový prvek V a oW je nulový prvek W.

(ii) Množina N (L) = {u;L(u) = oW} je lineárńı podprostor V.

Podprostor N (L) prostoru V se nazývá jádro zobrazeńı . Je-li zobrazeńı prosté, potom je
jádro tvořeno pouze oV .

Od nyněǰska už se budeme věnovat pouze lineárńım zobrazeńım L : Rn → Rm. To znamená,
že všechny prvky prostoru Rn se zobraźı na prvky prostoru Rm tak, že jednotlivé souřadnice
obrazu budou vždy lineárńımi kombinacemi souřadnic vzor̊u, jak uvid́ıme u př́ıklad̊u ńıže.

Věta 2. Zobrazeńı L : Rn → Rm je lineárńı právě tehdy, když existuje matice A typu (m,n)
taková, že

L(~x) = A~x, ∀~x ∈ Rn.

O matici A ř́ıkáme, že reprezentuje zobrazeńı L, nebo také, že A je matice reprezen-
tace zobrazeńı L.

Př́ıklad 3.

(a) Pro matici A nalezněte lineárńı zobrazeńı, které reprezentuje:

A =

−2 3 −1 0
0 −1 −2 −3
1 −2 0 4

 .
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(b) Nalezněte matici, která reprezentuje lineárńı zobrazeńı L : R3 → R2, L(x1, x2, x3) =
(2x1 − x2 + x3,−x2 + 3x3)

T .

Řešeńı.

(a) Vzhledem k tomu, že matice A je typu (3, 4), je zobrazeńı L z R4 do R3. Předpis
zobrazeńı L źıskáme součinem A~x :

L(x1, x2, x3, x4) =

−2 3 −1 0
0 −1 −2 −3
1 −2 0 4



x1
x2
x3
x4

 =

−2x1 + 3x2 − x3
−x2 − 2x3 − 3x4
x1 − 2x2 + 4x4

 ,

tedy L(x1, x2, x3, x4) = (−2x1 + 3x2 − x3,−x2 − 2x3 − 3x4, x1 − 2x2 + 4x4)
T .

(b) Vzhledem k tomu, co jsme se naučili v (a), v́ıme, že matice A je typu (2, 3). Jednotlivé
prvky této matice jsou tvořeny koeficienty u jednotlivých souřadnic obrazu L(~x). V
prvńım řádku matice A (prvńı souřadnice L(~x)) budou koeficienty kombinace 2x1 −
x2 + x3 a v daľśım řádku koeficienty lineárńı kombinace −x2 + 3x3. Tedy:(

2 −1 1
0 −1 3

)
Správnost této matice si může čtenář sám snadno ověřit vynásobeńım A~x.

♥

Věta 3. (O vlastnostech lineárńıho zobrazeńı) Necht’ matice A typu (m,n) reprezentuje
lineárńı zobrazeńı L : Rn → Rm. Potom plat́ı:

(i) Hodnost h(A) = n, právě když je jádro N (L) triviálńı.

(ii) Pro jádro zobrazeńı L plat́ı N (L) = {~x ∈ Rn : A~x = 0}, tedy jádro tvoř́ı řešeńı
homogenńı soustavy rovnic s matićı soustavy A. Plat́ı, že dimN (L) = n− h(A).

(iii) Hodnost h(A) = m, právě když je L zobrazeńı na.

(iv) Zobrazeńı L je bijekce právě tehdy, když A je čtvercová regulárńı matice.

(v) Obraz zobrazeńı L (tj. obor hodnot L) tvoř́ı lineárńı podprostor v Rm, jeho dimenze je
rovna h(A).

Př́ıklad 4. Lineárńı zobrazeńı L : Rn → Rm je reprezentováno matićı A. Rozhodněte, zda je
zobrazeńı prosté a zda je na. Určete bázi jádra N (L) a bázi oboru hodnot (obrazu) zobrazeńı
L.

(a)

A =

1 0 3
2 1 1
0 1 2


9



(b)

A =


1 2 1
2 3 −1
3 5 0
−1 −1 2


Řešeńı. Nejprve si uprav́ıme matici zobrazeńı na horńı trojúhelńıkovou matici.

(a) 1 0 3
2 1 1
0 1 2

 ∼
1 0 3

0 1 −5
0 1 2

 ∼
1 0 3

0 1 −5
0 0 7

 .

Vid́ıme, že matice A je regulárńı čtvercová, tedy zobrazeńı L je prosté a na. To zna-
mená, že jádro zobrazeńı je triviálńı–jeho bázi tvoř́ı nulový vektor (0, 0, 0)T a vzhle-
dem k tomu, že zobrazeńı je na, tak obor hodnot L je celé R3 a za bázi můžeme volit
např́ıklad kanonickou bázi R3.

(b) Matice A je typu (4, 3), tedy reprezentuje zobrazeńı L : R3 → R4. Nebot’ hodnost
matice je nejvýše 3, je zřejmé, že zobrazeńı nebude na a tud́ıž obor hodnot L tvoř́ı
vlastńı podprostor R4. Zda je zobrazeńı prosté a jak vypadá jádro zobrazeńı, zjist́ıme
úpravou na horńı trojúhelńıkovou matici:

A =


1 2 1
2 3 −1
3 5 0
−1 −1 2

 ∼


1 2 1
0 −1 −3
0 −1 −3
0 1 3

 ∼ (1 2 1
0 −1 −3

)
.

Hodnost matice A je h(A) = 2 < n, tud́ıž zobrazeńı neńı prosté. Jádro zobrazeńı je
řešeńı homogenńı soustavy rovnic s matićı soustavy A. Ta je ekvivalentńı matici(

1 2 1
0 −1 −3

)
.

Chceme-li tedy naj́ıt řešeńı této soustavy, voĺıme jeden parametr, např́ıklad x3 = t.
Potom x2 = −3t a x1 = 5t. Jádro zobrazeńı je tedy množina

(x1, x2, x3)
T = (5t,−3t, t)T = t(5,−3, 1)T , t ∈ R.

Vid́ıme, že každý vektor z N (L) je násobkem vektoru (5,−3, 1)T , tedy báze jednodi-
menzionálńıho prostoru N (L) je {(5,−3, 1)T}.
Nyńı nám už zbývá určit pouze obor hodnot, respektive nějakou jeho bázi. Množina
všech obraz̊u zobrazeńı L lze vyjádřit jako:

L(x1, x2, x3) = A ·

x1x2
x3

 =


1 2 1
2 3 −1
3 5 0
−1 −1 2

 ·
x1x2
x3

 =


x1 + 2x2 + x3

2x1 + 3x2 − x3
3x1 + 5x2

−x1 − x2 + 2x3

 .
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Tento vektor můžeme rozepsat jako:
x1 + 2x2 + x3

2x1 + 3x2 − x3
3x1 + 5x2

−x1 − x2 + 2x3

 = x1(1, 2, 3,−1)T + x2(2, 3, 5,−1)T + x3(1,−1, 0, 2)T .

Vektory v posledńı rovnosti jsou sloupcovými vektory matice A a vid́ıme, že generuj́ı
obor hodnot zobrazeńı L. Bázi oboru hodnot (obrazu) zobrazeńı L tedy můžeme źıskat
ze sloupcových vektor̊u matice A. Ovšem plat́ı, že h(A) = 2, tedy sloupce matice A
jsou lineárně závislé, tud́ıž netvoř́ı bázi obrazu L, pouze jej generuj́ı. Sloupcové vektory
A tvoř́ı bázi oboru hodnot L pouze pokud je zobrazeńı L na. V našem př́ıkladě si
muśıme vybrat bázi oboru hodnot jako dvojici (dimenze obrazu je h(A) = 2) lineárně
nezávislých sloupc̊u matice A.

Snadno nahlédneme, že bázi oboru hodnot L tvoř́ı např́ıklad prvńı dva sloupce A,
nebot’ dvojice vektor̊u je lineárně nezávislá právě když jeden vektor neńı násobkem
druhého. Tedy báze oboru hodnot je (např́ıklad)

{(1, 2, 3,−1)T , (2, 3, 5,−1)T}.

♥

2.1 Složené zobrazeńı

Z kapitoly o matićıch (základńı kurz Matematika B) v́ıme, že maticový součin je definován
poměrně neintuitivńım předpisem. Nyńı si na složených lineárńıch zobrazeńıch ukážeme, že
jeho definice dává dobrý smysl.

Věta 4. Mějme zobrazeńı L : Rn → Rk reprezentované matićı A typu (k, n) a zobrazeńı
K : Rk → Rm reprezentované matićı B typu (m, k). Potom složené zobrazeńı K◦L : Rn → Rm

je reprezentované matićı B ·A. Schéma zobrazeńı K ◦ L vypadá následovně:

Rn L−→ Rk K−→ Rm

K◦L

Př́ıklad 5. Mějme zobrazeńı L : R4 → R3 reprezentovné matićı

A =

1 0 −1 1
1 1 0 1
2 3 −1 0


a zobrazeńı K : R3 → R2 reprezentované matićı

B =

(
2 3 1
−1 5 0

)
.

Rozhodněte, zda je zobrazeńı K ◦ L prosté a zda je na.
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Řešeńı. Zobrazeńı K ◦ L je z R4 do R2 a je reprezentováno matićı

B ·A =

(
2 3 1
−1 5 0

)1 0 −1 1
1 1 0 1
2 3 −1 0

 =

(
7 6 −3 5
4 5 1 4

)
∼
(

7 6 −3 5
0 11 19 8

)
.

Vid́ıme, že h(B ·A) = 2 = m, tud́ıž zobrazeńı K ◦ L : R4 → R2 je na, ale určitě neńı prosté.
♥

Poznámka 6. Vzhledem k úpravě, kterou jsme použili u matice B·A v předchoźım př́ıkladě,
je na mı́stě poznámka k ekvivalenci matic (značené obvykle symbolem ∼). Pro matice ekvi-
valentńı plat́ı, že maj́ı stejnou hodnost, dále, že soustavy lineárńıch rovnic s těmito maticemi
soustavy maj́ı stejnou množinu řešeńı, ale rozhodně neplat́ı, že by reprezentovaly stejné
lineárńı zobrazeńı. Koneckonc̊u, mezi ekvivalentńı úpravy patř́ı i vynecháńı nulového řádku
nebo sloupce, což by pro dané lineárńı zobrazeńı znamenalo změnu definičńıho oboru, rep-
sektive oboru hodnot.

2.2 Inverzńı zobrazeńı

Pod́ıvejme se nyńı na lineárńı zobrazeńı L : Rn → Rn. To je reprezentováno čtvercovou
matićı A řádu n. Z věty o vlastnostech lineárńıho zobrazeńı plyne, že zobrazeńı L je bijekce
(prosté a na) právě tehdy, když matice reprezentace A je regulárńı. Právě tehdy tedy existuje
inverzńı zobrazeńı L−1 k zobrazeńı L. Zkusme nyńı naj́ıt jeho matici reprezentace. Vezměme
si obraz ~y prvku ~x.
Plat́ı

L(~x) = ~y

A~x = ~y

Vzhledem k tomu, že A je regulárńı, můžeme posledńı řádek upravit vynásobeńım dané
rovnice zleva inverzńı matićı A−1 k matici A :

A−1A~x = A−1~y

~x = A−1~y.

Vid́ıme tedy, že pro daný obraz ~y dostaneme jeho vzor ~x jako A−1~y. Inverzńı matice A−1

je tedy matićı reprezentace inverzńıho zobrazeńı L−1 : Rn → Rn k zobrazeńı L.

Př́ıklad 6.

(a) V závislosti na parametru λ ∈ R rozhodněte, zda existuje inverzńı zobrazeńı k zobrazeńı
L : R3 → R3 reprezentovanému matićıλ 1 1

1 1 2
1 1 λ

 .
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(b) Rozhodněte, zda existuje inverzńı zobrazeńı k zobrazeńı L : R3 → R3 reprezentovanému
matićı

A =

1 6 13
1 5 10
1 4 8

 .

V kladném př́ıpadě najděte jeho matici reprezentace.

Řešeńı.

(a) Vzledem k tomu, že daná matice zobrazeńı je řádu 3, bude vhodné spoč́ıtat determinant
této matice. Pro parametr λ, pro nějž bude determinant rovne nule, je matice zobrazeńı
singulárńı a tedy inverzńı zobrazeńı nebude existovat. Pro všechny ostatńı hodnoty
parametru λ je matice zobrazeńı regulárńı a inverzńı zobrazeńı existuje. Determinant
spočteme Sarrusovým pravidlem:∣∣∣∣∣∣

λ 1 1
1 1 2
1 1 λ

∣∣∣∣∣∣ = λ2 − 3λ+ 2 = (λ− 1)(λ− 2).

Vid́ıme, že je-li λ = 1 nebo λ = 2, potom je determinant nula a inverzńı zobrazeńı tedy
neexistuje. Pro λ ∈ R \ {1, 2} je determinant nenulový a inverzńı zobrazeńı existuje.

(b) Pokud bude existovat inverzńı matice, bude existovat i inverzńı zobrazeńı. Hledáńı
inverzńı matice můžeme udělat dvěma zp̊usoby. Bud’ přes algebraické doplňky nebo
př́ımým výpočtem pomoćı převodu na jednotkovou matici. Poznamenejme, že alge-
braické doplňky by byly stravitelěǰśı metodou hledáńı inverzńı matice v př́ıkladě (a),
kde je matice zobrazeńı závislá na parametru. Př́ımý výpočet pomoćı Gaussovy–
Jordanovy eliminace by tak byl náročněǰśı. My si zde pouze uved’me, že inverzńı matice
(a tedy i inverzńı zobrazeńı L−1) existuje a je

A−1 =

 0 −4 5
−2 5 −3

1 −2 1

 ,

jak si čtenář může sám snadno ověřit. Inverzńı zobrazeńı je pak L−1(y1, y2, y3) =
(−4y2 + 5y3,−2y1 + 5y2 − 3y3, y1 − 2y2 + y3)

T .
♥
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Výběrový seminář k Matematice B

Markéta Zikmundová

Vlastńı č́ısla matic, vlastńı vektory, singulárńı hodnoty

matice a jejich význam

1 Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice

Zaměřme se pro tuto chv́ıli na čtvercové matice řádu n. Z předchoźı kapitoly v́ıme, že každá
taková matice reprezentuje lineárńı zobazeńı L : Rn → Rn. Pojd’me se nyńı pod́ıvat na
vektory, jejichž směr se po zobrazeńı pomoćı L nezměńı. Tedy vektory, pro něž se zobrazeńım
L změńı pouze orientace nebo velikost. Takové vektory nazýváme vlastńımi vektory matice.

Definice 1. Mějme čtvercovou matici A řádu n. Nenulový vektor ~h ∈ Cn nazveme vlastńım
vektorem matice A, jestlǐze existuje takové č́ıslo λ ∈ C, že

A~h = λ~h.

Čı́slo λ ∈ C nazýváme vlastńım č́ıslem matice A.

Poznámka 1. Uvažujme vlastńı vektor ~h matice A. Potom pro α 6= 0 plat́ı:

A(α~h) = α ·A · ~h = αλ~h = λ(α~h)

a tedy i vektor α~h je vlastńım vektorem matice A. Vid́ıme tedy, že vlastńı vektor neńı určen
jednoznačně.

Budeme-li pro danou čtvercovou matici cht́ıt nalézt vlastńı vektory a vlastńı č́ısla, bude pro
nás užitečná následuj́ıćı úvaha.
Rovnice

A~h = λ~h

je ekvivalentńı rovnici (uvědomme si, že levá strana je rozd́ıl vektor̊u) A~h−λ~h = ~0, a tud́ıž,

vytkneme-li vektor ~h zprava, i rovnici

(A− λE) ~h = ~0.



Hledáme tedy netriviálńı (nenulové) řešeńı homogenńı soustavy rovnic s matićı soustavy
(A− λE). Takové řešeńı existuje tehdy a jen tehdy, pokud je matice (A− λE) singulárńı.
To plat́ı tehdy a jen tehdy, jestliže je

det (A− λE) = 0. (1)

Tento vztah je užitečný zejména pokud n = 3, kdy můžeme k snadnému výpočtu determi-
nantu použ́ıt Sarrusovo pravidlo.
Rovnici (1) nazýváme charakteristickou rovnićı matice . Vlastńı č́ısla (někdy též nazývané
charakteristická č́ısla matice) jsou jej́ımi kořeny.

Př́ıklad 1. Nalezněte všechna vlastńı č́ısla a vlastńı vektory př́ıslušej́ıćı matici A :

A =

(
1 1
−1 1

)

Řešeńı. Nejprve spočteme determinant

det(A− λE) =

∣∣∣∣1− λ 1
−1 1− λ

∣∣∣∣ = (1− λ)2 + 1 = 1− 2λ+ λ2 + 1 = λ2 − 2λ+ 2.

Kořeny determinantu jsou vlastńı č́ısla dané matice

λ1,2 = 1±
√
−1 = 1± i.

Pro souřadnice h1, h2 vlastńıho vektoru př́ıslušej́ıćıho č́ıslu λ1 máme soustavu(
i 1
−1 i

)(
h1
h2

)
=

(
0
0

)
.

Vezmeme-li např́ıklad druhou rovnici této soustavy, dostaneme vztah h1 = ih2. Volbou
h2 = 1 potom h1 = i. Vlastńım vektorem př́ıslušej́ıćım č́ıslu λ1 = 1 − i je tedy např́ıklad
vektor ~h1 = (i, 1)T .
Analogicky můžeme záskat rovnici h2 = ih1 pro druhé vlastńı č́ıslo λ2, a tud́ıž volbou h1 = 1
dostáváme vlastńı vektor ~h2 = (1, i)T př́ıslušej́ıćı č́ıslu λ2. ♥

Př́ıklad 2. Rozhodněte, zda je vektor ~h = (1, 1,−1) vlastńım vektorem matice

A =

1 0 1
0 1 1
1 1 2

 .

V kladném př́ıpadě nalezněte př́ıslušné vlastńı č́ıslo.
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Řešeńı. Podle definice pro vlastńı vektor plat́ı

A~h = λ~h

pro nějaké č́ıslo λ. Pod́ıvejme se tedy, kolik je A~h :

A~h =

1 0 1
0 1 1
1 1 2

 1
1
−1

 =

0
0
0


Vid́ıme tedy, že A~h je nula násobkem vektoru ~h, jedná se tedy o vlastńı vektor př́ıslušej́ıćı
vlastńımu č́ıslu λ = 0. ♥

V praxi může prvek aij matice A kvantifikovat nějaký vztah (např́ıklad kovarianci ve sta-
tistice) mezi i−tou a j−tou složkou zkoumané n−rozměrné veličiny. Pokud je tento vztah
symetrický, je i př́ıslušná matice symetrická. Pro symetrické matice a jejich vlastńı č́ısla a
vektory plat́ı několik užitečných tvrzeńı, která si zde uvedeme, ale dokazovat je nebudeme.

Věta 1. Pro symetrickou reálnou matici A řádu n plat́ı:

1. Všechna vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice A jsou reálné.

2. Matice A má právě n vlastńıch č́ısel (kořeny charakteristické rovnice uvažujeme včetně
násobnosti).

3. Všechny vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı jednomu vlastńımu č́ıslu λ tvoř́ı lineárńı prostor,
jehož dimenze se rovná násobnosti vlastńıho č́ısla λ jako kořene charakteristické rov-
nice. Každý vektor tohoto lineárńıho prostoru je tedy vlastńı vektor př́ıslušej́ıćı č́ıslu
λ.

4. Vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı r̊uzným vlastńım č́ısl̊um jsou ortogonálńı (tj. kolmé).

5. Označme λ1, . . . , λn vlastńı č́ısla matice A (některá mohou být stejná). Potom

detA =
n∏

i=1

λi.

Př́ıklad 3. Určete všechna vlastńı č́ısla př́ıslušej́ıćı matici

B =

1 1 0
1 1 0
0 0 2

 .

Pro největš́ı vlastńı č́ıslo nalezněte vlastńı vektory.
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Řešeńı. Pro nalezeńı vlastńıch č́ısel nejprve spočteme determinant matice A− λE :

det(A− λE) =

∣∣∣∣∣∣
1− λ 1 0

1 1− λ 0
0 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)2(2− λ)− (2− λ) = (2− λ)[(1− λ)2 − 1] =

= (2− λ)(1− λ− 1)(1− λ+ 1) = (2− λ)2(−λ).

Máme tedy dvě r̊uzná vlastńı č́ısla. Č́ıslo λ1,2 = 2 s násobnost́ı dvě a č́ıslo λ3 = 0 s násobnost́ı
jedna. Pro vlastńı č́ıslo 2 ted’ nalezneme př́ıslušné vlastńı vektory. Podle předchoźı věty tvoř́ı
všechny vlastńı vektory př́ıslušné vlastńımu č́ıslu 2 lineárńı prostor dimenze dva (násobnost
tohoto č́ısla), neboli rovinu v R3 procházej́ıćı počátkem. Chceme-li je nalézt, muśıme vyřešit
homogenńı soustavu rovnic s matićı soustavy−1 1 0

1 −1 0
0 0 0

 ∼ (−1 1 0
)
.

Hodnost této matice je jedna a počet neznámých tři. Dimenze řešeńı (počet volených pa-
ramtr̊u) je tedy skutečně dva. Matice soustavy je ekvivalentńı rovnici

h1 = h2,

kde h1 a h2 jsou prvńı dvě souřadnice hledaného vlastńıho vektoru. Voĺıme-li třet́ı souřadnici
h3 za parametr h3 = t a druhou proměnnou jako h2 = s, pak množina všech řešeńı je

(h1, h2, h3)
T = (s, s, t)T = s(1, 1, 0)T + t(0, 0, 1)T , t, s ∈ R.

Odtud je vidět, že vlastńımi vektory př́ıslušnými vlastńımu č́ıslu 2 mohou být (např́ıklad)

vektory ~h1 = (1, 1, 0)T a ~h2 = (0, 0, 1)T . ♥

Poznámka 2. Vybereme-li bázi lineárńıho podprostoru tvořeného vlastńımi vektory př́ısluše-
j́ıcimi jednomu vlastńımu č́ıslu (pro symetrickou reálnou matici), jsou tyto vektory orto-
gonálńı ke všem vektor̊um př́ıslušej́ıćım ostatńım vlastńım č́ısl̊um (bod 4 z předchoźı věty).
Vzhledem k tomu, že pro každý lineárńı prostor lze nalézt ortogonálńı bázi, můžme vy-
brat ”zástupce” vlastńıch vektor̊u pro každé vlastńı č́ıslo tak, aby byly všechny navzájem
ortgonálńı. S t́ım souviśı následuj́ıćı věta o spektrálńım rozkladu symetrické matice. Pozna-
menejme ještě, že množina všech vlastńıch vektor̊u se někdy nazývá spektrum matice (popř.
spektrum zobrazeńı, které matice reprezentuje).

2 Spektrálńı a singulárńı rozklad matice

2.1 Spektrálńı rozklad

Věta 2. Necht’ A je symetrická čtvercová matice řádu n. Označme jej́ı vlastńı č́ısla λ1, ..., λn
(některá se mohou opakovat) a jim odpov́ıdaj́ıćı normované vlastńı vektory ~x1, ..., ~xn. Potom
matici A lze rozložit (tzv. spektrálńı rozklad)

A = CDCT
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kde sloupce matice C tvoř́ı navzájem kolmé vlastńı vektory, neboli C = (~x1, ..., ~xn) a

D =


λ1 0 ... 0
0 λ2 ... 0
...
0 0 ... λn

 .

Matice C je nav́ıc ortogonálńı, tj. CTC = I.

Př́ıklad 4. Pro matici

B =

1 1 0
1 1 0
0 0 2

 .

z předchoźıho př́ıkladu nalezněte jej́ı spektrálńı rozklad.

Řešeńı. Diagonálńı matice D z předchoźı věty je

D =

2 0 0
0 2 0
0 0 0

 .

K tomu, abychom mohli určit matici C, muśıme naj́ıt ortogonálńı vektory př́ıslušné vlastńımu
č́ıslu 2 a určit vlastńı vektor př́ıslušný č́ıslu 0.
Vlastńı vektory př́ıslušej́ıćı č́ıslu 2 jsme spoč́ıtali v předchoźım př́ıkladě. Vektor ~h2 = (0, 0, 1)T

je jednotkový, ale vektor ~h1 = (1, 1, 0)T jednotkový neńı, je tedy třeba ho ještě správně

znormovat.Protože ‖~h1‖ =
√

2, je př́ıslušný normovaný vektor ~h =
(

1√
2
, 1√

2
, 0
)T

.

Zbývá ještě naj́ıt vlastńı vektor př́ıslušej́ıćı č́ıslu λ3 = 0, tedy vyřešit homogenńı soustavu:1 1 0
1 1 0
0 0 2

 ∼ (1 1 0
0 0 2

)
.

Z druhého řádku je zřejmé, že pro posledńı souřadnici h3 vlastńıho vektoru plat́ı, že h3 = 0.
Prvńı řádek matice nám dává vztah h2 = −h1 mezi prvńımi dvěma souřadnicemi. Voĺıme-li
např́ıklad h1 = 1, potom je vlastńım vektorem př́ıslušným vlastńımu č́ıslu 0 např́ıklad vektor

~h3 = (1,−1, 0)T .

Celkově tedy máme matici C ve tvaru

C =
(
~h, ~h2, ~h3

)
=

 1√
2

0 1
1√
2

0 −1

0 1 0


a spektrálńı rozklad matice B je

B =

 1√
2

0 1
1√
2

0 −1

0 1 0

2 0 0
0 2 0
0 0 0

 1√
2

0 1
1√
2

0 −1

0 1 0

T

.

♥
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Spektrálńı rozklad symetrické reálné matice je vlastně speciálńım př́ıpadem tzv. singulárńıho
rozkladu matice. Ten lze definovat nejen pro symetrické reálné matice, ale dokonce pro
všechny reálné či komplexńı matice řádu (m,n). Ovšem předt́ım, než si uvedeme tento roz-
klad, budeme ještě potřebovat zavést pár pojmů týkaj́ıćıch se maticové algebry.

2.2 Singulárńı rozklad

Definice 2.

(i) Bud’ A = (aij + i · bij) komplexńı matice řádu (m,n), aij reálné části této matice a
bij imaginárńı části. Komplexně sdruženou matićı k matici A nazýváme matici
Ā = (aij + i · bij). Potom konjugovanou nebo též hermitovsky sdruženou matićı k
matici A nazýváme matici

A∗ = ĀT .

(ii) Reálná matice A se nazývá ortogonálńı, jestlǐze

AT = A−1.

Pro ortogonálńı matici plat́ı, že jej́ı řádky (a ze symetrie invertibility i sloupce) tvoř́ı
ortonormáńı vektory.

(iii) Čtvercová matice A se nazývá unitárńı matice, jestlǐze

A−1 = A∗.

(iv) Matici nazýváme hermitovská, jestlǐze

A = A∗.

Poznámka 3. Je-li matice A reálná, potom zřejmě pro definice výše plat́ı:

(i) A∗ = AT ,

(iii) A je unitárńı, jestliže A−1 = AT ,

(iv) matice je hermitovská právě tehdy, je-li symetrická.

Věta 3. (singulárńı rozklad matice) Necht’ A je reálná nebo komplexńı matice typu
(m,n). Potom existuje rozklad matice

A = UTV∗,

kde matice U je unitárńı čtvercová matice řádu m, matice V je unitárńı čtvercová matice
řádu n a matice T je diagonálńı matice typu (m,n).
Na hlavńı diagonále matice T jsou tzv. singulárńı hodnoty matice A doplněná nulami tak,
aby matice T byla diagonálńı matićı typu (m,n). Singulárńı č́ısla jsou druhými odmocninami
vlastńıch č́ısel matice AA∗.

6



Nyńı si řekneme, jak takový singulárńı rozklad (SVD) matice naj́ıt. Soustřed’me se pro tuto
chv́ıli na reálnou matici A typu (m,n). Připomeňme, že pak A∗ = AT .

Věta 4. Uvažujme reálnou matici A typu (m,n) a jej́ı singulárńı rozklad

A = UTVT .

Potom matice U je ortogonálńı matice ze spektrálńıho rozkladu matice AAT a matice V
je ortogonálńı matice ze spektrálńıho rozkladu matice ATA. Dále, označ́ıme-li σ1, . . . , σr
sestupně seřazené kladné singulárńı hodnoty matice A, potom h(A) = r a σi =

√
λi, kde

λi jsou kladná vlastńı č́ısla matice AAT . Nav́ıc, matice ATA má stejná kladná vlastńı č́ısla
jako matice AAT .

Př́ıklad 5. Nalezněte singulárńı rozklad matice

A =

(
1 1 0
0 0 −1

)
.

Řešeńı. Nejprve spočteme matice AAT a ATA :

AAT =

(
2 0
0 1

)
, ATA =

1 1 0
1 1 0
0 0 1

 .

Kladná vlastńı č́ısla obou těchto matic jsou shodná, pojd’me tedy spoč́ıtat vlastńı č́ısla
jednodušš́ı matice AAT , nebot’ ATA má nav́ıc už jen nulová vlastńı č́ısla:∣∣∣∣2− λ 0

0 1− λ

∣∣∣∣ = (2− λ)(1− λ).

Vid́ıme tedy, že vlastńı č́ısla matice AAT jsou λ1 = 2 a λ2 = 1. Matice ATA má nav́ıc ještě
vlastńı č́ıslo λ3 = 0. Singulárńı hodnoty matice A jsou tedy σ1 =

√
2, σ2 = 1 a σ3 = 0.

Matice T typu (2, 3) je: (√
2 0 0

0 1 0

)
.

Ted’ najdeme matice U a V.

• Normované vlastńı vektory ~h matice AAT tvoř́ı sloupce matice U. Pro vlastńı č́ıslo
λ1 = 2 řeš́ıme soustavu (

0 0
0 −1

)(
h1
h2

)
=

(
0
0

)
Odtud zřejmě h2 = 0 a h1 můžeme volit libovolně. Vzhledem k tomu, že chceme
normované vlastńı vektory, voĺıme h1 = 1. Vlastńı vektor př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λ1
je tedy ~h1 = (1, 0)T .
Obdobně pro λ2 = 1 dostáváme soustavu(

1 0
0 0

)(
h1
h2

)
=

(
0
0

)
,
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a tud́ıž normovaný vlastńı vektor př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λ2 je ~h2 = (0, 1)T . Matice
U je tedy

U =

(
1 0
0 1

)
.

• Analogicky předchoźımu můžeme spoč́ıtat vlastńı vektory matice ATA pro vlastńı
č́ısla 2, 1, 0. Jejich nalezeńı necháme jako jednoduché cvičeńı. Možné vlastńı vektory
(nalezené cestou nejmenš́ıho odporu) jsou ~h1 = (1, 1, 0)T , ~h2 = (0, 0, 1)T a ~h3 =

(1,−1, 0)T . Vektory ~h1 a ~h3 nejsou normované, nebot’ jejich velikost je
√

2, muśıme je
tedy přenásobit konstantou 1√

2
. Matice V je tedy

V =

 1√
2

0 1√
2

1√
2

0 − 1√
2

0 1 0

 .

Pojd’me se ted’ pod́ıvat na rozklad, který jsme obdrželi:

(
1 0
0 1

)(√
2 0 0

0 1 0

) 1√
2

0 1√
2

1√
2

0 − 1√
2

0 1 0

T

a proved’me zpětné vynásobeńı jako kontrolu:

(
1 0
0 1

)(√
2 0 0

0 1 0

) 1√
2

0 1√
2

1√
2

0 − 1√
2

0 1 0

T

=

(√
2 0 0

0 1 0

) 1√
2

1√
2

0

0 0 1
1√
2
− 1√

2
0


=

(
1 1 0
0 0 1

)
.

Zpětnou kontrolou jsme zjistili, že výsledný rozklad nám nedává matici A. Nejedná se
ale o numerickou chybu, problém je v tom, že matice U a V nejsou určeny jednoznačně.
Nemůžeme proto obě matice volit jako libovolné unitárńı matice vlastńıch vektor̊u AAT a
ATA. Ukážeme si správný postup a pak dořeš́ıme tento př́ıklad. ♥

Postup při hledáńı singulárńıho rozkladu
Mějme reálnou matici A typu (m,n).

1. Urč́ıme součin ATA.

2. Pro matici ATA najdeme všechna vlastńı č́ısla λ1 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0 a jim př́ılušné
ortonormálńı vlastńı vektory. Ty tvoř́ı sloupcové vektory matice V.

3. Urč́ıme singulárńı hodnoty σi =
√
λi a sestav́ıme diagonálńı matici T = diag{σ1, . . . , σn}

typu (m,n).
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4. Dopočteme matici U. Protože plat́ı že VT = V−1 (matice V je unitárńı), můžeme obě
strany singulárńıho rozkladu vynásobit matićı V zprava:

A = UTVT

A = UTV−1

AV = UT

a naṕı̌seme-li součiny ”po sloupćıch” pomoćı vlastńıch vektor̊u ~ui a ~vi matic U a V,
dostaneme vztah:

A~vi = σi~ui

pro i takové, že σi > 0, a tud́ıž

~ui =
1

σi
A~vi

Př́ıklad 6. (dokončeńı) V našem předchoźım př́ıkladě nám tedy nezbývá než znovu dopoč́ıtat
vhodnou matici U:

~u1 =
1√
2

(
1 1 0
0 0 −1

) 1√
2
1√
2

0

 =

(
1
0

)

~u2 =

(
1 1 0
0 0 −1

)0
0
1

 =

(
0
−1

)
.

Singulárńı rozklad matice

A =

(
1 1 0
0 0 −1

)
je tedy

A =

(
1 0
0 −1

)(√
2 0 0

0 1 0

) 1√
2

0 1√
2

1√
2

0 − 1√
2

0 1 0

T

Čtenář si sám ověř́ı, že tento rozklad už je skutečně v pořádku. ♥

Uvažujme nyńı matici U1, která je tvořena prvńımi r sloupci matice U a obdobně matici
V1 tvořenou prvńımi r sloupci matice V. Dále definujme matici S = diag{σ1, σ2, . . . , σr},
diagonálńı matici tvořenou všemi kladnými singulárńımi hodnotami matice A. Potom

A = U1SV1
T .

Tento rozklad nazveme singulárńı rozvoj matice .

9



2.3 Využit́ı singulárńıho rozkladu

Singulárńı rozklad matice má mnoho použit́ı. Kromě d̊ukazové techniky jej lze využ́ıt např́ıklad
pro řešeńı soustavy lineárńıch algebraických rovnic. My si zde ukážeme d̊uležité využit́ı sin-
gulárńıho rozkladu ke kompresi dat.

Z předchoźıho textu již v́ıme, že hodnost matice A odpov́ıdá počtu kladných singulárńıch
č́ısel. V praxi je ale č́ıslo velmi bĺızké nule často zaokrouhleno na čistou nulu. Z tohoto d̊uvodu
definujeme tzv. numerickou hodnost matice. Pro předepsané ε > 0 definujeme numerickou
hodnost jako počet kladných singulárńıch hodnot, které jsou větš́ı než dané ε.

Rank-aproximace matice
Uvažujme SVD rozklad matice A = UTVT typu (m,n), jej́ıž hodnost je r. Vezměme prvńıch
k největš́ıch singulárńıch hodnot matice A, k < r, a ostatńı nahrad’me samými nulami.
Potom matice

A′ = U · diag{σ1, . . . , σk} ·VT

má hodnost h(A′) = k a v jistém smyslu nejlépe aproximuje matici A. Volbu č́ısla k urč́ıme
jako numerickou hodnost pro vhodné ε.

Aproximace matice A pomoćı matice A′ spolu s použit́ım singulárńım rozvoje vede ke kom-
presi dat. Pokud bychom ukládali matici A v jej́ım singulárńım rozkladu, potřebovali bychom
uložit mr+ r+nr = r(m+n+ 1) hodnot. Ale pokud mı́sto toho použijeme rank-aproximaci
matice, bude nám stačit zachovat v paměti mk+k+nk = k(m+n+1) hodnot. Samozřejmě
je potřeba zvážit poměr kapacity a ztráty informace.

Na obrázćıch ńıže můžeme vidět kompresi fotografie. Původńı rozměr matice A reprezentuj́ıćı
obrázek je (630, 1200) s plnou hodnost́ı.
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Obrázek 1: Prvńı obrázek je originálńı, daľśı jsou komprese s volbou k = 500, 300, 100, 50, 10.
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Výběrový seminář k matematice B

Lenka Cúthová

1 Geometrie v rovině a v prostoru

V této kapitole shrneme a rozš́ı̌ŕıme znalosti o geometrii v rovině a prostoru ze základńıho
kurzu Matematika B. Kromě standardńıho popisu rovin a př́ımek se zaměř́ıme na některé jiné
objekty, zejména kuželosečky a kvadratické plochy. Znalost předevš́ım jejich parametrického
popisu je užitečná v řadě úloh, např́ıklad při řešeńı křivkových, dvojných a trojných integrál̊u.
Obrázky kuželoseček jsou převzaty z [3], obrázky kvadratických ploch z [4].

1.1 Nástroje a úlohy geometrie v rovině a v prostoru

Když mluv́ıme o rovině či prostoru, máme t́ım na mysli prostor uspořádaných dvojic či
trojic reálných č́ısel, tedy speciálńı př́ıpad lineárńıho prostoru Rn. Tento prostor nazýváme
Eulidovský prostor, jeho prvky nazýváme vektory (znač́ıme malými ṕısmeny se šipkou),
nebo také body (znač́ıme velkými ṕısmeny). Operace lineárńıho prostoru jsou definovány
po složkách, máme tedy pro každé ~u = (u1, . . . , un), ~v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn a každé reálné
č́ıslo α

~u+ ~v = (u1 + v1, . . . , un + vn),

α~u = (αu1, . . . , αun).

Nulovým prvkem je vektor ~0 = (0, . . . , 0).
Kromě uvedených operaćı lineárńıho prostoru v geometrii využ́ıváme ještě daľśı zobra-

zeńı.

• Skalárńı součin a norma

Skalárńı součin je zobrazeńı, které dvěma vektor̊um ~u = (u1, . . . , un), ~v = (v1, . . . , vn)
z Rn přǐrad́ı reálné č́ıslo

~u · ~v =
n∑
i=1

uivi.

Pomoćı skalárńıho součinu můžeme definovat úhel mezi vektory, viz dále, a také délku
vektoru, tzv. normu vektoru. Ta je pro každý vektor ~u = (u1, . . . , un) ∈ Rn definovaná
jako

‖~u‖ =
√
~u · ~u.
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Vektor, jehož norma je rovna jedné, nazýváme jednotkový vektor. Základńı vlast-
nosti skalárńıho součinu a normy shrnuj́ı věty 13.2 a 13.3 ze skripta [1].

• Vektorový součin

Pouze v prostoru R3 definujeme vektorový součin jako zobrazeńı, které dvěma vek-
tor̊um přǐrad́ı třet́ı vektor, který je na oba kolmý. Máme-li vektory ~u = (u1, u2, u3),
~v = (v1, v2, v3) ∈ R3, pak definujeme

~u× ~v =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
u1 u2 u3
v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣ ,
kde ~i,~j a ~k jsou jednotkové vektory v kladném směru souřadnicových os x, y a z.

Vlastnosti a geometrický význam vektorového součinu naleznete ve skriptu [1], věty
13.4 a 13.5.

• Smı́̌sený součin

Nejméně použ́ıvaný je tzv. smı́̌sený součin, který je kombinaćı skalárńıho a vektorového
součinu. Je tedy opět definován pouze v prostoru R3. Zobrazuje trojici vektor̊u na č́ıslo,
konkrétně pro vektory ~u,~v a ~w ∈ R3 je definován jako

~u · (~v × ~w) ,

což je rozepsáno do složek rovno determinantu∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3
v1 v2 v3
w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣ ,
Smı́̌sený součin se využ́ıvá při výpočtu obsahu rovnoběžnostěnu v R3.

Mezi úlohy, které řeš́ıme v geometrii v rovině a prostoru, patř́ı v prvńı řadě parametrický
nebo neparametrický popis geometrických objekt̊u jako jsou př́ımky roviny, křivky, dvoj-
rozměrné obrazce, trojrozměrná tělesa a jejich pláště. Konkrétńı př́ıklady přinášej́ı následuj́ıćı
kapitoly.

Jakmile máme geometrické objekty popsány rovnicemi, můžeme řešit daľśı úlohy.

• Vzdálenost

Vzdálenost bod̊u A,B v prostoru Rn lze spoč́ıtat jako normu vektoru, který má body
A a B za počátečńı, resp. koncový bod, tedy

ρ(A,B) =

√√√√ n∑
i=1

(bi − ai)2. (1)
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Obecně je vzdálenost dvou libovolných geometrických objekt̊u U a V definovaná jako

ρ(U ,V) = min {ρ(A,B) | A ∈ U , B ∈ V} , (2)

tedy nejmenš́ı možná vzdálenost bodu z prvńıho objektu a bodu z druhého objektu.
Zřejmě, vzdálenost je nulová, pokud se objekty prot́ınaj́ı. Definice je velmi obecná, pro
konkrétńı úlohy hledáme jednodušš́ı řešeńı. V následuj́ıćıch kapitolách ukážeme několik
př́ıklad̊u.

• Úhel

Úhel ϕ, který sv́ıraj́ı dva vektory ~u a ~v ∈ Rn je definován jako

ϕ = arccos
~u · ~v
‖~u‖‖~v‖

. (3)

Tuto definici lze využ́ıt při výpočtu úhlu mezi některými objekty, viz dále.

• Vzájemná poloha geometrických objekt̊u

Vyšetřováńım vzájemné polohy geometrických objekt̊u rozumı́me předevš́ım zjǐst’ováńı,
zda se prot́ınaj́ı a pokud ano, popsat jejich pr̊unik. Dále nás zaj́ımá rovnoběžnost, ta
má však význam jen u některých objekt̊u (př́ımky a roviny a jejich části).

1.2 Geometrie v rovině

Uvažujme nyńı pouze dvojrozměrný př́ıpad. Připomeňme nejdř́ıv parametrickou a neparame-
trickou rovnici př́ımky. Př́ımka p dána bodem A = (a1, a2) a směrovým vektorem ~u = (u1, u2)
má rovnici

p : X = A+ t~u, t ∈ R, (4)

rozepsáno do složek

p :
x = a1 + tu1,

y = a2 + tu2, t ∈ R.

Je-li mı́sto směrového zadán normálový vektor ~n = (a, b), ṕı̌seme obecnou rovnici

p : ax+ by = aa1 + ba2.

Vzdálenost bodu od př́ımky lze spoč́ıtat pomoćı následuj́ıćıho vzorečku. Je-li př́ımka p
dána obecnou rovnićı p : ax+ by + c = 0 a bod X = (x0, y0), pak plat́ı

ρ(p,X) =
|ax0 + by0 + c|√

a2 + b2
.

Obdobný vzoreček plat́ı pro vzdálenost bodu od roviny (6), viz následuj́ıćı kapitolu.
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Úhel mezi dvěma př́ımkami zadanými směrovými vektory ~u1 a ~u2, nebo normálovými
vektory ~n1 a ~n2, se spoč́ıtá jako

ϕ = arccos
|~u1 · ~u2|
‖~u1‖‖~u2‖

nebo ϕ = arccos
|~n1 · ~n2|
‖~n1‖‖~n2‖

. (5)

Oproti vztahu pro úhel mezi vektory (3) je v čitateli absolutńı hodnota, která zajist́ı, aby
byl výsledný úhel menš́ı ze dvou vedleǰśıch úhl̊u, tedy ten z intervalu

〈
0, π

2

〉
.

Daľśımi zaj́ımavými objekty v rovině jsou kuželosečky. Jedná se o křivky, které lze
zkonstruovat jako pr̊unik kuželové plochy a r̊uzně nakloněné roviny. Připomeneme stručně
jejich geometrickou definici a středové a parametrické rovnice.

Kružnice
Kružnice je množina všech bod̊u, které maj́ı stejnou vzdálenost r > 0 od daného středu,

bodu S = (m,n). Jej́ı středová rovnice je

(x−m)2 + (y − n)2 = r2,

parametrické rovnice jsou pak např́ıklad

x = m+ r cos t,

y = n+ r sin t, t ∈ 〈0, 2π〉 .

Takto parametrizovaná kružnice je orientovaná kladně (proti směru hodinových ruček).

Elipsa

Obrázek 1: Elipsa s vyznačeným středem S, ohnisky E,F , délkami poloos a, b a excentrici-
tou e.

Jedná se o množinu všech bod̊u, které maj́ı stejný součet vzdálenost́ı od dvou bod̊u,
tzv. ohnisek E,F . Střed elipsy S = (m,n) lež́ı uprostřed mezi ohnisky. Př́ımka, na které lež́ı
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střed a obě ohniska, se nazývá hlavńı osa elipsy, př́ımka na ni kolmá procházej́ıćı počátkem je
vedleǰśı osa elipsy. Uvažujeme takové elipsy, které maj́ı hlavńı osu rovnoběžnou s některou ze
souřadnicových os x, y. Daľśı charakteristiky elipsy jsou pak excentricita e, tedy vzdálenost
středu od každého ohniska, a délky hlavńı a vedleǰśı poloosy, kladná č́ısla a, b, viz obrázek 1.
Pro jednotnost zápisu uvažujeme vždy symbol a pro délku poloosy ve směru osy x a symbol
b ve směru osy y. Středová rovnice elipsy je

(x−m)2

a2
+

(y − n)2

b2
= 1,

parametrické rovnice jsou pak

x = m+ a cos t,

y = n+ b sin t, t ∈ 〈0, 2π〉 .

Př́ıklad 1. Je dána křivka K : 9x2 − 18x + 4y2 = 27. Popǐste ji a nakreslete. Napǐste
nějakou jej́ı parametrizaci. Vypoč́ıtejte úhel mezi tečnami ke křivce K, které procházej́ı jej́ımi
pr̊useč́ıky s osou y.

Řešeńı:
Doplńıme rovnici na úplný čtverec. Postupně dostaneme

9x2 − 18x+ 4y2 =27

9((x− 1)2 − 1) + 4y2 = 27

9(x− 1)2 + 4y2 = 36

(x− 1)2

4
+
y2

9
= 1

Jedná se o elipsu se středem S = (1, 0), délkami hlavńı a vedleǰśı poloosy a = 2, b = 3.
Parametrizujeme ji jako

K :
x = 1 + 2 cos t,

y = 3 sin t, t ∈ 〈0, 2π〉 .
Pr̊useč́ıky s osou y nalezneme tak, že polož́ıme x = 0. Dostaneme goniometrickou rovnici

1 + 2 cos t = 0, která má v daném intervalu dvě řešeńı, t1 =
2π

3
a t2 =

4π

3
. Pro výpočet

úhlu mezi př́ımkami potřebujeme pouze jejich směrové vektory, viz (5), postač́ı nám tedy
vypoč́ıtat tečné vektory ke křivce odpov́ıdaj́ıćı volbě parametru t = t1, t2.

Obecný tečný vektor je roven ~v(t) = (−2 sin t, 3 cos t). Dosad́ıme, ~v(t1) = (−
√

3,−3
2
) a

~v(t2) = (
√

3,−3
2
). Úhel mezi oběma tečnami je roven

arccos
|~v(t1) · ~v(t2)|
‖~v(t1)‖‖~v(t2)‖

= arccos
−3

4
21
4

= arccos

(
−1

7

)
.
= 98◦.

Sami si nakreslete obrázek.
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Hyperbola

Obrázek 2: Hyperbola.

Pro hyperbolu plat́ı, že jej́ı body maj́ı v absolutńı hodnotě stejný rozd́ıl vzdálenost́ı
od dvou ohnisek, E a F . Střed hyperboly S = (m,n) lež́ı uprostřed mezi ohnisky a jeho
vzdálenost od každého z nich je opět nazývána excentricita e. Všechny tři body lež́ı na
hlavńı ose hyperboly, uvažujeme ji rovnoběžnou s některou souřadnicovou osou. Pr̊useč́ıky
hyperboly s hlavńı osou jsou vrcholy hyperboly. Jejich vzdálenost od středu je délka hlavńı
poloosy, délka vedleǰśı poloosy se pak poč́ıtá pomoćı excentricity, plat́ı a2 + b2 = e2, viz
obrázek 2. Opět pro jednoduchost uvažujeme vždy symbol a pro délku poloosy ve směru osy
x a symbol b ve směru osy y. Pak je středovou rovnici možno zapsat jako

(x−m)2

a2
− (y − n)2

b2
= 1,

v př́ıpadě hlavńı osy rovnoběžné s osou x,

(y − n)2

b2
− (x−m)2

a2
= 1,

v př́ıpadě hlavńı osy rovnoběžné s osou y.
Parametrické rovnice hyperboly jsou složitěǰśı než v př́ıpadě kružnice a elipsy a v tomto

textu je vynecháme.

Př́ıklad 2. Vyšetřete vzájemnou polohu př́ımky p : x− 2y = 5 a kuželosečky K : x2 − 2x−
2y2 − 8y = 9. Kuželosečku pojmenujte a popǐste.
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Řešeńı:

Pomoćı doplněńı na úplný čtverec uprav́ıme rovnici kuželosečky.

x2 − 2x− 2y2 − 8y = 9

(x− 1)2 − 1− 2((y + 2)2 − 4) = 9

(x− 1)2 − 2(y + 2)2 = 2

(x− 1)2

2
− (y + 2)2 = 1

Jedná se o hyperbolu s hlavńı osou rovnoběžnou s osou x, středem S = (1,−2), délkou hlavńı
poloosy a =

√
2 a délkou vedleǰśı poloosy b = 1.

U kuželoseček nemá cenu mluvit o rovnoběžnosti, hledáme tedy jen pr̊unik př́ımky a
hyperboly. Do rovnice hyperboly dosad́ıme x = 2y + 5.

(2y + 4)2

2
− (y + 2)2 = 1

y2 + 4y + 3 = 0

Kvadratická rovnice má dvě řešeńı, y = −1 a y = −3. Dopoč́ıtáme x−ové souřadnice. Pr̊unik
dané př́ımky a hyperboly je množina dvou bod̊u (−1,−3) a (3,−1).

Parabola

Obrázek 3: Parabola omezená zdola.

Parabola je množina bod̊u. které maj́ı stejnou vzdálenost od zadaného bodu, ohniska F , a
tzv. ř́ıdićı př́ımky d. Tuto př́ımku opět uvažujeme rovnoběžnou s některou ze souřadnicových
os. Vrchol paraboly V = (m,n) je bod lež́ıćı v polovině vzdálenosti mezi ohniskem a př́ımkou.
Tuto vzdálenost znač́ıme 2p pro nějaké kladné p, viz obrázek 3. Parabola může být orien-
tována ve směru osy x nebo y, může být omezená shora, zdola, nebo ,,zleva” či ,,zprava”
(toto jsou pouze intuitivńı, ne exaktńı pojmy). Źıskáváme tak čtyři možné zápisy.
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Je-li ř́ıdićı př́ımka rovnoběžná s osou x, je rovnice paraboly

(x−m)2 = ±2p(y − n),

kde znaménko urč́ıme podle toho, zda je parabola omezená zdola nebo shora. Podobně
v př́ıpadě př́ımky d rovnoběžné s osou y máme

(y − n)2 = ±2p(x−m).

Parametrizaci paraboly provedeme tak, že polož́ıme parametr t roven té proměnné, která
je v prvńı mocnině.

Př́ıklad 3. Je dána křivka

K :
x = t2 + 2,

y = t− 1, t ∈ R.

a bod A = (2, 2). Popǐste křivku K a nakreslete ji. Vypoč́ıtejte vzdálenost bodu A od křivky a
tuto vzdálenost vyznačte v obrázku.

Řešeńı:

Křivku si vyjádř́ıme jako graf funkce x = f(y), protože funkce t − 1 je prostá, zat́ımco
t2 + 1 neńı. Vyloučeńım parametru a dosazeńım dostaneme

K : x = (y + 1)2 + 2, y ∈ R.

Jedná se tedy o parabolu s ř́ıdićı př́ımkou rovnoběžnou s osou y, s vrcholem V = (2,−1).
Obrázek si nakreslete sami.

Pro výpočet vzdálenosti využijeme rovnici (2). Uvědomme si, že neparametrická rovnice
ř́ıká, že každý bod paraboly lze psát jako X = ((y+1)2+2, y) pro nějaké reálné y. Vzdálenost
tohoto bodu od bodu A je pak dána funkćı (viz (1))

g(y) =

√
((y + 1)2 + 2− 2)2 + (y − 2)2 =

√
y4 + 4y3 + 7y2 + 5.

Zbývá naj́ıt minimum funkce g(y). K tomu použijeme prvńı derivaci

g′(y) =
4y3 + 12y2 + 14y

2
√
y4 + 4y3 + 7y2 + 5

=
y(2y2 + 6y + 7)√
y4 + 4y3 + 7y2 + 5

.

Kvadratický polynom v čitateli má záporný diskriminant, jediný bod podezřelý z extrému
je tedy y = 0. Dopoč́ıtáme prvńı souřadnici, x = 3. Z logiky př́ıkladu jde o minimum funkce
g(y), protože maxima nenabývá, ale můžeme si to i ověřit dosazeńım do druhé derivace.

Nejbližš́ı bod paraboly K k bodu A je tedy bod B = (3, 0). Hledaná vzdálenost je rovna√
(3− 2)2 + (0− 2)2 =

√
5. Na obrázku zakreslete bod B, výslednou vzdálenost dává délka

úsečky AB.
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1.3 Geometrie v prostoru

Věnujme se nyńı trojrozměrného př́ıpadu. Začněme rovnicemi př́ımky a roviny. Př́ımka p
dána bodem A = (a1, a2, a3) a směrovým vektorem ~u = (u1, u2, u3) má opět směrovou
rovnici (4), lǐśı se jen rozepsáńı do složek

p :

x = a1 + tu1,

y = a2 + tu2,

z = a3 + tu3, t ∈ R.

Obecná rovnice př́ımky v prostoru neexistuje (obecnou rovnici můžeme psát v Eukli-
dovském prostoru Rn pro tzv. nadrovinu, tedy objekt rozměru n− 1).

Směrová rovnice roviny %, která je určená bodem A = (a1, a2, a3) a dvěma lineárně
nezávislými směrovými vektory ~u = (u1, u2, u3) a ~v = (v1, v2, v3), je

% : X = A+ t~u+ s~v, t, s ∈ R,

rozepsáno do složek

% :

x = a1 + tu1 + sv1,

y = a2 + tu2 + sv2,

z = a3 + tu3 + sv3, t, s ∈ R.

Je-li mı́sto směrových vektor̊u zadán normálový vektor ~n = (a, b, c), ṕı̌seme obecnou
rovnici roviny

% : ax+ by + cz = aa1 + ba2 + ca3.

Vzdálenost bodu X = (x0, y0, z0) od roviny p : ax+ by + cz + d = 0 je

ρ(p,X) =
|ax0 + by0 + cz0 + d|√

a2 + b2 + c2
. (6)

Úhel mezi dvěma př́ımkami zadanými směrovými vektory ~u1 a ~u2 se spoč́ıtá stejně jako
ve dvojrozměrném př́ıpadě,

ϕ = arccos
|~u1 · ~u2|
‖~u1‖‖~u2‖

.

Nav́ıc můžeme spoč́ıtat úhel mezi dvěma rovinami pomoćı jejich normálových vektor̊u
~n1 a ~n2,

ϕ = arccos
|~n1 · ~n2|
‖~n1‖‖~n2‖

.

Konečně, je-li dána př́ımka směrovým vektorem ~u a rovina normálovým vektorem ~n,
jejich úhel je dán rovnićı

ϕ =
π

2
− arccos

|~n · ~u|
‖~n‖‖~u‖

. (7)
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Př́ıklad 4. Napǐste rovnici roviny %, která procháźı body A = (2,−1, 1), B = (1,−2, 0) a
C = (0, 2, 3). Dále je dána př́ımka p procházej́ıćı bodem D = (2, 2, 1) se směrovým vektorem
~u = (7, 2, 3). Ověřte, že př́ımka p je s rovinou % rovnoběžná a spoč́ıtejte jejich vzdálenost.

Řešeńı:
Zvoĺıme si dva směrové vektory roviny % např́ıklad odečteńım souřadnic bod̊u B a C od
bodu A. Směrové vektory jsou ~v = (1, 1, 1) a ~w = (2,−3,−2). Parametrické rovnice roviny
jsou

% :

x = 2 + t+ 2s,

y = −1 + t− 3s,

z = 1 + t− 2s, t, s ∈ R.

Ověřeńı, že jsou rovina % a př́ımka p rovnoběžné, můžeme provést tak, že vyšetř́ıme, zda
jsou všechny tři směrové vektory lineárně závislé. Bud’to je naṕı̌seme do matice a Gaussovou
eliminaćı ukážeme, že je hodnost dané matice rovna dvěma. Nebo spoč́ıtáme determinant
této matice, který muśı vyj́ıt roven nule. Jelikož ale chceme použ́ıt vzoreček (6) pro výpočet
vzdálenost́ı, muśıme nalézt normálový vektor roviny %. Pak bude stačit ukázat, že je směrový
vektor př́ımky kolmý na normálový vektor roviny (jejich skalárńı součin je roven nule).

Normálový vektor ~n roviny % spoč́ıtáme např́ıklad využit́ım vektorového součinu,

~n = ~v × ~w = (1, 4,−5).

Pomoćı něj můžeme napsat obecnou rovnici roviny,

% : x+ 4y − 5z + 7 = 0.

Skalárńı součin vektor̊u ~u a ~n je roven

~u · ~n = 7 + 8− 15 = 0,

tedy jsme ověřili rovnoběžnost.
Nakonec si zvoĺıme libovolný body př́ımky p, např́ıklad D, a dosad́ıme ho do vzorečku (6)

(protože všechny body př́ımky lež́ı ve stejné vzdálenosti od roviny %).

ρ(%, p) =
|2 + 8− 5 + 7|√

1 + 16 + 25
=

12√
42
.

Zobecněńı kuželoseček v trojrozměrném prostoru jsou tzv. kvadratické plochy (kvad-
riky). Nebudeme zde vypisovat úplnou klasifikaci, tu najdete zjednodušeně v [4], detailně
např́ıklad v [5]. Zde uvedeme několik př́ıklad̊u.

Kulová plocha, elipsoid
Kvadratická plocha o rovnici

(x−m)2

a2
+

(y − n)2

b2
+

(z − l)2

c2
= 1
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Obrázek 4: Elipsoid.

je elipsoid, př́ımé zobecněńı elipsy. Střed elipsoidu je S = (m,n, l) a kladná č́ısla a, b, c maj́ı
význam délek poloos. V př́ıpadě, že jsou si dvě z č́ısel a, b, c rovná, jedná s o tzv. rotačńı
elipsoid (vznikne rotaćı elipsy vzhledem k některé ze souřadnicových os). Kulová plocha je
elipsoid takový, že a = b = c = r.

Parametrizaci kulové plochy umožńı tzv. sférické souřadnice, které známe z kapitoly
Trojný integrál. Jedna ze souřadnic, vzdálenost od středu, je konstantně rovna r. Máme
tedy

x = m+ r sinφ cos θ,

y = n+ r sinφ sin θ,

z = l + r cosφ, φ ∈ 〈0, π〉 , θ ∈ 〈0, 2π〉 .

Poznámka 1. Pokud bychom potřebovali pracovat s tělesy, nikoli jen plochami, změńıme
ve středové rovnici rovnost za nerovnost, v parametrickém popisu přidáme jeden parametr.
Např́ıklad koule se středem S = (m,n, l) a poloměrem r by byla

(x−m)2 + (y − n)2 + (z − l)2 ≤ r2,

parametricky pak

x = m+ ρ sinφ cos θ,

y = n+ ρ sinφ sin θ,

z = l + ρ cosφ, ρ ∈ 〈0, r〉 , φ ∈ 〈0, π〉 , θ ∈ 〈0, 2π〉 .
a podobně pro ostatńı kvadratické plochy.
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Př́ıklad 5. Je dána kulová plocha rovnićı x2 − 2x+ y2 − 4y + z2 = 4. Napǐste rovnici tečné
roviny, která procháźı bodem A = (3, 1, 2). Vypoč́ıtejte úhel mezi touto tečnou rovinou a
osou y.

Řešeńı:

Uprav́ıme zadanou rovnici doplněńım na čtverec.

x2 − 2x+ y2 − 4y + z2 = 4

(x− 1)2 − 1 + (y − 2)2 − 4 + z2 = 4

(x− 1)2 + (y − 2)2 + z2 = 9

Jedná se o kulovou plochu se středem v bodě S = (1, 2, 0) a poloměrem r = 3. Tečnou
plochu % ke kulové ploše procházej́ıćım bodem A nalezneme tak, že urč́ıme jej́ı normálový
vektor. Ten je zřejmě možno volit jako vektor spojuj́ıćı body A a S, ~n = (2,−1, 2). Můžeme
tedy psát obecnou rovnici roviny %,

% : 2x− y + 2z = 9.

Osa y má směrový vektor ~u = (0, 1, 0). Pro výpočet úhlu použijeme vzoreček (7).
Dostáváme

ϕ =
π

2
− arccos

1

3
.
= 19,47◦.

Poznámka 2. V př́ıpadě válcové a kuželové plochy a paraboloidu, když mluv́ıme o ose kvadra-
tické plochy, máme t́ım na mysli př́ımku, na které lež́ı střed kvadratické plochy a která slouž́ı
jako osa rotace v př́ıpadě, že se jedná o rotačńı, nikoli eliptický př́ıpad. Osa kvadratické
plochy pak určuje orientaci plochy v prostoru. Opět ji pro jednoduchost zápisu uvažujeme
rovnoběžnou s některou ze souřadnicových os.

Válcová plocha

Obrázek 5: Rotačńı válcová plocha.
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(Eliptická) válcová plocha je popsána rovnićı

(x−m)2

a2
+

(y − n)2

b2
= 1.

Osa válcové plochy je př́ımka procházej́ıćı bodem (m,n, 0) se směrovým vektorem (0, 0, 1),
tedy rovnoběžná s osou z. Záměnou souřadnic x, y za jinou kombinaci dostaneme jinou
orientaci válcové plochy.

Je-li a = b = r, jedná se o rotačńı válcovou plochu. Tu můžeme parametrizovat pomoćı
cylindrických souřadnic,

x = m+ r cos t,

y = n+ r sin t,

z = s, t ∈ 〈0, 2π〉 , s ∈ R

Př́ıklad 6. Vypoč́ıtejte vzdálenost kvadratické plochy (x+ 1)2 + (z − 3)2 = 4 a př́ımky p,

p :

x = 2,

y = t,

z = −1, t ∈ R.

Řešeńı:
Kvadratická plocha je válcová plocha, jej́ıž osa je rovnoběžná s osou y. Zadaná př́ımka je
také rovnoběžná s osou y. Úlohu si tak můžeme značně zjednodušit, když se pod́ıváme na
situaci v rovině (např́ıklad zvoĺıme rovinu y = 0).

V tomto př́ıpadě totiž hledáme pouze vzdálenost bodu P , pr̊useč́ıku př́ımky a roviny
y = 0, a kružnice. Tato vzdálenost je rovna vzdálenosti bodu P od nejbližš́ıho bodu lež́ıćıho
na kružnici. Tento bod bychom zřejmě našli jako pr̊useč́ık kružnice a př́ımky spojuj́ıćı bod
P a střed kružnice S.

Konkrétně, máme P = (2, 0,−1) a S = (−1, 0, 3). Vzdálenost ρ(P, S) je rovna

ρ(P, S) =
√

(2 + 1)2 + (−1− 3)2 =
√

25 = 5.

Zbytek výpočtu si ještě v́ıc zjednoduš́ıme. Z definice plat́ı, že každý bod kružnice lež́ı
od středu ve vzdálenosti rovné poloměru, v tomto př́ıpadě r = 2. Hledaný nejbližš́ı bod na
kružnici je tedy od bodu P vzdálen ρ(P, S) − r = 5 − 2 = 3. Vzdálenost válcové plochy a
př́ımky je rovna 3.

Kuželová plocha
Rovnice kuželové plochy je

(x−m)2

a2
+

(y − n)2

b2
− (z − l)2

c2
= 0.

Jej́ı střed je v bodě (m,n, l). V tomto př́ıpadě je osa kuželové plochy rovnoběžná s osou z,
jinou orientaci źıskáme, zvoĺıme-li jinou kombinaci souřadnic. O rotačńı kuželovou plochu se
jedná, pokud a = b = r.

13



Obrázek 6: Rotačńı kuželová plocha.

Př́ıklad 7. Určete kvadratickou plochu danou rovnićı x2 +y2− z2 + 2x−4y+ 5 = 0. Popǐste
křivky, které vzniknou pr̊unikem této plochy s rovinami

a) z = 2

b) y = 2

c) x = 3

V prvńıch dvou př́ıpadech napǐste parametrické rovnice pr̊uniku.

Řešeńı:
Po úpravě zadané rovnice dostaneme

(x+ 1)2 + (y − 2)2 = z2,

tedy kuželovou plochu, jej́ıž osa je rovnoběžná s osou z. Postupně dosad́ıme jednotlivé roviny.

a) Pr̊unik je popsán rovnićı (x + 1)2 + (y − 2)2 = 4, což je kružnice se středem v bodě
S = (−1, 2) a poloměrem r = 2. Jej́ı parametrický popis (trojrozměrný) je

x = −1 + 2 cos t,

y = 2 + 2 sin t,

z = 2, t ∈ 〈0, 2π〉

b) Pr̊unik daný rovnićı (x+1)2 = z2 jsou dvě př́ımky lež́ıćı v rovině y = 2. Obě procházej́ı
středem kuželu, tedy bodem (−1, 2, 0), jejich směrové vektory jsou (1, 0, 1), (1, 0,−1).
Můžeme tedy psát parametrické rovnice

x = −1 + t,

y = 2,

z = t, t ∈ R,

x = −1 + s,

y = 2,

z = −s, s ∈ R.
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c) Pr̊unik je popsán 16 + (y − 2))2 = z2, tedy po úpravě

z2

16
− (y − 2)2

16
= 1,

což je hyperbola lež́ıćı v rovině x = 3, s hlavńı osou rovnoběžnou s osou z, s délkami
poloos a = b = 4.

Paraboloid
(Eliptický) paraboloid s osou rovnoběžnou s osou z je dán rovnićı

(x−m)2

a2
+

(y − n)2

b2
= z − l.

Opět plat́ı, že záměna souřadnic měńı orientaci kvadratické plochy. Rotačńı paraboloid
vznikne, pokud a = b = r. Parametrizaci paraboloidu můžeme opět provést využit́ım cylin-
drických souřadnic, viz následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 8. Je dáno těleso, které je ohraničeno plochou y = x2 + z2 a rovinou y = 5.
Popǐste, o jaké těleso se jedná a napǐste nějakou jeho parametrizaci. Vyšetřete vzájemnou
polohu tělesa a př́ımky p,

p :

x = 1,

y = 2 + a,

z = 1− a, a ∈ R.

Řešeńı:

Jedná se o těleso ohraničené paraboloidem, jehož osa je osa y. Podstava tělesa je kružnice
lež́ıćı v rovině y = 5. Uvědomme si, že plat́ı

x2 + z2 ≤ y ≤ 5 (8)

Těleso tak můžeme parametrizovat použit́ım tř́ı parametr̊u jako

x = r cos t,

y = s,

z = r sin t,

t ∈ 〈0, 2π〉 , r ∈
〈

0,
√

5
〉
, s ∈

〈√
r, 5
〉
.

Pr̊unikem tělesa a př́ımky může být prázdná množina, jeden bod nebo úsečka. O který
př́ıpad se jedná zjist́ıme tak, že urč́ıme př́ıpustné hodnoty parametru a dosazeńım paramet-
rických rovnic př́ımky p do nerovnice (8),

1 + (1− a)2 ≤ 2 + a ≤ 5.
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Prvńı nerovnost uprav́ıme na kvadratickou nerovnici a2−3a ≤ 0, jej́ıž řešeńı je a ∈ 〈0, 3〉.
Druhá nerovnost dává a ≤ 3. Výsledný pr̊unik je tedy úsečka daná rovnicemi

x = 1,

y = 2 + a,

z = 1− a, a ∈ 〈0, 3〉 .

Poznámka 3. Mezi daľśı kvadratické plochy patř́ı parabolická a hyperbolická válcová plocha,
hyperbolický paraboloid, jednod́ılný a dvoud́ılný hyperboloid.
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Matematika B - seminář

Eva Jeĺınková

1 Metrické a normované prostory

V kapitole o lineárńıch prostorech jsme se již setkali s t́ım, že slovo
”
prostor“ bývá v mate-

matice použ́ıváno nejen pro tř́ırozměrný prostor, který známe z našeho přirozeného života,
ale také pro r̊uzné množiny určitých vlastnost́ı, které s naš́ım přirozeným prostorem nemaj́ı
mnoho společného.

Tak tomu je i u metrických prostor̊u – jedná se o abstrakci, ve které uvažujeme množinu
prvk̊u, mezi kterými nějakým zp̊usobem

”
měř́ıme vzdálenosti“. V některých př́ıpadech si

dokážeme snadno vytvořit geometrickou představu takového
”
prostoru“, v jiných př́ıpadech

je to těžké a někdy to neńı možné v̊ubec.
V Matematice B jsme pracovali s eukleidovským prostorem Rn, ve kterém je vzdálenost

pro dva body X = (x1, x2, . . . , xn) a Y = (y1, y2, . . . , yn) definována následovně:

ρ(X, Y ) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + · · ·+ (xn − yn)2.

Tomuto zp̊usobu výpočtu vzdálenosti ř́ıkáme eukleidovská metrika. Měřeńı vzdálenosti lze
ovšem provádět i jinými zp̊usoby. Představme si např́ıklad skupinu horských vesnic, mezi
kterými se lze pohybovat pouze po vyznačených cestách. Potom dává smysl měřit vzdálenost
dvou vesnic jako délku trasy, kterou muśıme uj́ıt, abychom došli z jedné vesnice do druhé.
Eukleidovská metrika naproti tomu znamená měřeńı vzdálenosti vzdušnou čarou, což by nám
mohlo dát výrazně odlǐsný výsledek.

Jistě bychom vymysleli i daľśı přirozené př́ıklady, jak definovat vzdálenost. Pro autodo-
pravce, který se pobyhuje v rozmanitém terénu, by mohla být vzdálenost dvou stanovǐst’

vyjádřena cenou pohonných hmot, které cestou spotřebuje. Dal by nám ale tento zp̊usob
měřeńı dobrou definici vzdálenosti, jestliže cesta jedńım směrem vede do prudkého kopce
a opačným směrem se jede z kopce, spotřeba tedy bude v každém směru r̊uzná?

V následuj́ıćım textu zavedeme formálně metrické prostory a uvid́ıme, jaké podmı́nky
budeme na měřeńı vzdálenosti klást.

1.1 Formálńı definice

Připomeňme, že máme-li nějakou množinu M , potom kartézský součin M ×M je množina
všech uspořádaných dvojic prvk̊u množiny M , tj.

M ×M = {(x, y) : x ∈M, y ∈M}.

Dále připomeňme, že symbol R+
0 označuje množinu všech nezáporných reálných č́ısel. Nyńı

můžeme přistoupit k definici metrického prostoru:
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Definice 1. Metrickým prostorem nazýváme dvojici (M,ρ), kde M je libovolná neprázdná
množina a zobrazeńı ρ : M ×M → R+

0 splňuje pro každé x, y, z ∈M následuj́ıćı tři axiomy:

(M1)
”
axiom identity:“ ρ(x, y) = 0, právě když x = y,

(M2)
”
axiom symetrie:“ ρ(x, y) = ρ(y, x),

(M3)
”
trojúhelńıková nerovnost:“ ρ(x, y) + ρ(y, z) ≥ ρ(x, z).

Prvky množiny M nazýváme body prostoru (M,ρ), zobrazeńı ρ nazýváme metrikou na M
a č́ıslo ρ(x, y) nazýváme vzdálenost́ı bod̊u x a y v prostoru (M,ρ).

Druhý axiom požaduje, aby vzdálenost z bodu x do bodu y byla stejná jako vzdálenost
z bodu y do bodu x. Vid́ıme tedy, že měřeńı vzdálenosti dvou mı́st pomoćı ceny spotřebova-
ných pohoných hmot, jak jsme uvažovali v úvodu, tento axiom nesplňuje a neńı proto met-
rikou. V daľśım textu budeme zkoumat r̊uzné př́ıklady pomoćı ověřováńı platnosti axiomů
metriky.

1.2 Př́ıklady metrických prostor̊u

S nerovnost́ı nazvanou
”
trojúhelńıková nerovnost“, tedy stejně jako třet́ı axiom metriky, jsme

se setkali už na středńı škole v souvislosti s trojúhelńıkem v R2. Ověřme proto, zda množina
R2 spolu s eukleidovskou metrikou je opravdu metrickým prostorem, jak název napov́ıdá,
a zobecněme náš úkol rovnou na Rn pro n ≥ 1.

Př́ıklad 1 (Množina Rn s eukleidovskou metrikou). Zopakujme, že pro dva body X, Y ∈ Rn,
kde X = (x1, x2, . . . , xn) a Y = (y1, y2, . . . , yn), máme eukleidovskou metriku definovanou
následovně (pro větš́ı přehlednost přidáme ṕısmeno E):

ρE(X, Y ) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + . . . (xn − yn)2.

Ověřme nejdř́ıve axiom identity. Je zřejmé, že pokud dosad́ıme do vzorce dva stejné body,
dostaneme na pravé straně nulu, tedy vzdálenost bude nulová. Jestliže dosad́ıme dva r̊uzné
body, bude aspoň pro jedno i č́ıslo (xi−yi)2 kladné, a protože sč́ıtance pod odmocninou jsou
nezáporné, bude celá odmocnina kladná. T́ım je prvńı axiom ověřen.

Platnost axiomu symetrie je zřejmá z toho, že (xi − yi)2 = (yi − xi)2. Zbývá nám tedy
ověřit trojúhelńıkovou nerovnost. Pomůžeme si obecněǰśı Minkowského nerovnost́ı.

Věta 2 (Minkowského nerovnost). Necht’ p je reálné č́ıslo takové, že p ≥ 1, necht’ n ∈ N
a necht’ a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn jsou reálná č́ısla. Potom plat́ı(

n∑
i=1

|ai + bi|p
)1/p

≤

(
n∑
i=1

|ai|p
)1/p

+

(
n∑
i=1

|bi|p
)1/p

.

(Poznamenejme, že Minkowského nerovnost plat́ı i pro komplexńı č́ısla, bez nich se však
obejdeme.) Dosad́ıme-li p = 2, ai = (xi − yi) a bi = (yi − zi), dostaneme√√√√ n∑

i=1

(xi − zi)2 ≤

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2 +

√√√√ n∑
i=1

(yi − zi)2,
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a v této nerovnosti můžeme poznat

ρE(X,Z) ≤ ρE(X, Y ) + ρE(Y, Z),

což je kýžená trojúhelńıková nerovnost. Dokázali jsme, že dvojice (Rn, ρ) je opravdu met-
rickým prostorem.

Př́ıklad 2 (Diskrétńı metrický prostor). Zat́ımco předchoźı př́ıklad vyžadoval netriviálńı
výpočet s n-ticemi č́ısel, nyńı si ukážeme tak trochu opačný extrém – měřeńı vzdálenost́ı,
které nám dá vždy pouze nulu nebo jedničku. Nulu dostaneme pro dva totožné body a jednič-
ku v jakémkoliv jiném př́ıpadě.

Necht’ M je libovolná neprázdná množina. Funkci ρd : M ×M → {0, 1} definujeme takto:

ρd(X,X) = 0 pro všechna X ∈M,

ρd(X, Y ) = 1 pro všechna X, Y ∈M,X 6= Y.

Tuto funkci nazýváme také diskrétńı metrika.
Snadno nahlédneme, že pro naši funkci ρd plat́ı axiom identity i axiom symetrie. Pokud

jde o trojúhelńıkovou nerovnost, uvažme tři prvky X, Y , Z ∈M a rozlǐsme dva př́ıpady.

1. X = Z. Potom v nerovnosti ρd(X,Z) ≤ ρd(X, Y ) + ρd(Y, Z) máme na levé straně nulu
a na pravé straně součet dvou č́ısel, která jsou větš́ı nebo rovna nule. Nerovnost tedy
plat́ı.

2. X 6= Z. V tomto př́ıpadě plat́ı ρd(X,Z) = 1. Protože body X a Z jsou r̊uzné, bod Y
nemůže být totožný s oběma z nich, proto plat́ı X 6= Y nebo Y 6= Z (a nebo oboj́ı).
V součtu ρd(X, Y ) + ρd(Y, Z) bude tedy aspoň jeden sč́ıtanec roven jedné, a nerovnost
opět plat́ı.

Dokázali jsme, že i dvojice (M,ρd) je metrickým prostorem. Poznamenejme ještě, že u diskrét-
ńıho metrického prostoru se o geometrickou představu nebudeme pokoušet.

Př́ıklad 3 (Manhattanská metrika). Představme si nyńı zjednodušený model newyorského
Manhattanu – severojižně vedou avenues, kolmo na ně vedou streets. Dohromady vytvářej́ı
pravidelnou čtvercovou śıt’, ve které každou křižovatku můžeme jednoznačně identifikovat
pomoćı č́ısla avenue a č́ısla street, na jejichž pr̊useč́ıku se nacháźı. Body našeho metrického
prostoru jsou právě tyto křižovatky reprezentované dvojicemi č́ısel (i, j), kde i, j ∈ {1, . . . , k},
dvojice (i, j) znamená křižovatku i-té avenue a j-té street.

Z pohledu taxikáře, který v takovémto modelu Manhattanu voźı zákazńıky, bude délka
cesty mezi body (a1, a2) a (b1, b2) definována počtem silničńıch úsek̊u mezi křižovatkami,
které muśı na dané cestě projet.

Na obrázku 1 máme vyznačené dvě cesty z bodu X = (1, 1) do bodu Y = (4, 3), obě
délky 5. Snadno nahlédneme, že každá nejkratš́ı cesta z X do Y muśı sestávat ze tř́ı úsek̊u,
kdy taxi jede po street a prvńı souřadnice jeho polohy se zvýš́ı o 1, a ze dvou úsek̊u, kdy
taxi jede po avenue a druhá souřadnice se zvýš́ı o 1. Pořad́ı těchto úsek̊u může být r̊uzné,
ale délka nejkratš́ı cesty z X do Y bude vždy 5.

T́ımto zp̊usobem můžeme měřit vzdálenosti mezi křižovatkami a zavést takzvanou tax́ıkář-
skou metriku:

ρt((x1, x2), (y1, y2)) = |y1 − x1|+ |y2 − x2|.
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Obrázek 1: Zjednodušený model Manhattanu.

Ponecháme čtenáři jako cvičeńı k rozmyšleńı, že dvojice

({1, . . . , k} × {1, . . . , k}, ρt)

je opravdu metrickým prostorem. Společně vyšetř́ıme rovnou zobecněný př́ıpad, kdy množina
křižovatek neńı dvojrozměrná množina izolovaných bod̊u, ale rovnou Rn, a metrika je přiroze-
ným zp̊usobem zobecněná (v Rn se obvykle nazývá součtová a znač́ı sṕı̌se ρ1):

X = (x1, . . . , xn), Y = (y1, . . . , yn)

ρ1(X, Y ) =
n∑
i=1

|yi − xi|.

Ověřeńı axiomu identity a axiomu symetrie je snadné. Pro ověřeńı trojúhelńıkové nerov-
nosti si můžeme pomoci už zmı́něnou Minkowského nerovnost́ı (Věta 2). Tentokrát dosad́ıme
p = 1, ai = (xi − yi), bi = (yi − zi) a dostaneme

n∑
i=1

|xi − zi| ≤
n∑
i=1

|xi − yi|+
n∑
i=1

|yi − zi|,

což je přesně naše trojúhelńıková nerovnost

ρ1(X,Z) ≤ ρ1(X, Y ) + ρ1(Y, Z).

Tedy také dvojice (Rn, ρ1) je metrickým prostorem.

Př́ıklad 4 (Maximálńı metrika). Bez d̊ukazu a pouze intuitivně uvedeme fakt, že pokud
bychom z Minkowského nerovnosti

”
udělali limitu“ pro p jdoućı do nekonečna, jednotlivé

sumy v závorkách by se
”
změnily“ v maxima (to proto, že největš́ı z č́ısel by

”
převládlo“).

T́ımto zp̊usobem bychom dostali následuj́ıćı nerovnost:

max
i=1,...,n

|xi − zi| ≤ max
i=1,...,n

|xi − yi|+ max
i=1,...,n

|yi − zi|,

která je trojúhelńıkovou nerovnost́ı pro tzv. maximálńı metriku na Rn, která také splňuje
všechny axiomy:

ρ∞(X, Y ) = max
i=1,...,n

|yi − xi|.
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1.3 Normované linárńı prostory

Zat́ımco v př́ıpadě metrického prostoru (M,ρ) může množinou M být takřka libovolná

”
divočina“ (stač́ı nám, aby množina M byla neprázdná), v př́ıpadě normovaných prostor̊u

budeme klást v́ıce požadavk̊u – základem pro nás bude lineárńı prostor, na kterém budeme
zavádět zobrazeńı zvané

”
norma“.

Definice 3 (Normovaný lineárńı prostor). Necht’ V je lineárńı prostor nad R a necht’ pro
každé x ∈ V je definováno č́ıslo ‖x‖ ∈ R+

0 (toto zapisujeme také jako zobrazeńı ‖ · ‖ : V →
R+

0 ). Dále předpokládáme, že:

(N1) ∀x ∈ V : ‖x‖ = 0, právě když x = ~0,

(N2) ∀α ∈ R, ∀x ∈ V : ‖αx‖ = |α|‖x‖,

(N3) ∀x,y ∈ V : ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Potom ř́ıkáme, že dvojice (V, ‖ · ‖) je normovaný lineárńı prostor a zobrazeńı ‖ · ‖ ř́ıkáme
norma. Připomeňme, že ~0 označuje nulový vektor.

Norma je tedy něco podobného metrice, ale zat́ımco metrika měř́ı
”
vzdálenost“ dvou

bod̊u, norma měř́ı
”
velikost“ jednoho prvku (vektoru). Z definice je také možno vidět, proč

se norma nespokoj́ı s nič́ım jednodušš́ım než s lineárńım prostorem – v prvńım axiomu
jsme potřebovali existenci nulového vektoru ~0, dále jsme použ́ıvali lineárńı operace součtu
a násobeńı reálným č́ıslem.

Se slovem
”
norma“ jsme se setkali už v Matematice B, kde jsme použ́ıvali eukleidovskou

normu pro x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn:

‖x‖ =
√
x21 + x22 + · · ·+ x2n.

Později si ukážeme, že tato norma opravdu splňuje axiomy (N1), (N2) a (N3). Z Matematiky
B si také pamatujeme pravidlo, které jsme použ́ıvali pro prvky x,y eukleidovského prostoru
Rn:

‖x− y‖ = ρ(x,y).

Z geometrického pohledu (např́ıklad v R2) je snadno představitelné, že vzdálenost dvou bod̊u
se rovná velikosti vektoru, který vede z jednoho bodu do druhého. Výše uvedené pravidlo
lze použ́ıt i obecněji, dokonce plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı, které uvád́ı do souvislosti metrické
a normované prostory.

Tvrzeńı 4. Necht’ (V, ‖ · ‖) je normovaný lineárńı prostor a necht’ x,y ∈ V . Definujme
zobrazeńı ρ(x,y) = ‖x− y‖. Potom dvojice (V, ρ) je metrickým prostorem.

Metrika z Tvrzeńı 4 se nazývá metrika indukovaná normou. Tvrzeńı 4 si nyńı dokážeme.
Protože prvky množiny V jsou vektory, budeme je i nadále značit tučnými ṕısmeny, přestože
nám p̊ujde

”
pouze“ o metriku.
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Důkaz. Protože V je lineárńı prostor, množina V obsahuje nulový vektor a je tedy neprázd-
ná. Dále ověř́ıme, že zobrazeńı ρ splňuje axiomy (M1), (M2) a (M3). Pro pohodĺı čtenáře
zde axiomy připomeneme – pro všechna x,y, z ∈ V má platit

(M1) ρ(x,y) = 0, právě když x = y,

(M2) ρ(x,y) = ρ(y,x),

(M3) ρ(x,y) + ρ(y, z) ≥ ρ(x, z).

Dokažme nejprve platnost axiomu (M1). Axiom (N1), jehož platnost předpokládáme, nám
zaručuje, že ‖x−y‖ = 0, právě když x−y = ~0. Dále v́ıme, že rozd́ıl vektor̊u x a y je nulový,
právě když jsou vektory x a y totožné. Můžeme tedy psát, že

‖x− y‖ = 0, právě když x = y.

Protože výraz na levé straně ‖x− y‖ je tentýž jako v definici metriky ρ(x,y), můžeme naši
ekvivalenci přepsat takto:

ρ(x,y) = 0, právě když x = y,

což jsme chtěli dokázat. Dále dokážeme platnost axiomu (M2). Pomoćı jednoduché arimetiky
s vektory dostaneme, že

y − x = −x + y = (−1)(x− y).

Na výraz na pravé straně můžeme aplikovat normu a použ́ıt axiom (N2) pro α = −1,
dostaneme:

‖(−1)(x− y)‖ = | − 1|‖x− y‖,

přičemž výraz na pravé straně je zřejmě roven ‖x − y‖. Pokud toto vše dáme dohromady,
dokázali jsme, že

‖y − x‖ = ‖x− y‖,

což je přesně axiom (M2). Zbývá nám axiom (M3). Položme a = x−y, b = y−z a použijeme
axiom (N3) pro a a b:

‖a‖+ ‖b‖ ≥ ‖a + b‖,

po dosazeńı
‖x− y‖+ ‖y − z‖ ≥ ‖x− z‖,

což jsme chtěli dokázat.
Vid́ıme, že každý normovaný lineárńı prostor nám snadno dá také metrický prostor po-

moćı hesla
”
vzdálenost dvou vektor̊u je velikost jejich rozd́ılu“. Nab́ıźı se otázka, jestli to

funguje také opačně. Odpověd’ je bohužel záporná – už proto, že ne každý metrický pro-
stor je také lineárńım prostorem. Když uváž́ıme př́ıklad horských vesnic z úvodu, tak zřejmě
nedává smysl hledat

”
nulovou vesnici“, přič́ıtat k vesnici násobek jiné vesnice atd. Na druhou

stranu některé z př́ıklad̊u, které jsme si uvedli pro metrické prostory, jsou také normovanými
lineárńımi prostory, jak uvid́ıme v následuj́ıćı podkapitole.
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1.4 Př́ıklady normovaných lineárńıch prostor̊u

Př́ıklad 5 (Množina Rn s normami ‖·‖E, ‖·‖1, ‖·‖∞). Již v́ıme, že Rn je lineárńım prostorem.
Také jsme již zmı́nili eukleidovskou normu, kterou budeme pro přehlednost značit ‖ · ‖E –
připomeňme si ji ještě jednou:

‖x‖E =
√
x21 + x22 + · · ·+ x2n.

Z metrik, které jsme si zadefinovali v Př́ıkladu 3 a v Př́ıkladu 4, také lze udělat normy:

‖x‖1 =
n∑
i=1

|xi|,

‖x‖∞ = max
i=1,...,n

|xi|.

Důkaz, že jsou axiomy normy opravdu splněny, ponecháme čtenáři k rozmyšleńı (postač́ı
elementárńı úvahy, př́ıpadně užit́ı Věty 2, jej́ıž tvar je dokonce v́ıce

”
šitý na mı́ru“ pro normu

než pro metriku).

Př́ıklad 6 (Komplexńı č́ısla). Daľśım př́ıkladem normovaného lineárńıho prostoru je množina
C všech komplexńıch č́ısel s normou, kterou známe možná již ze středńı školy:

‖a+ bi‖ =
√
a2 + b2.

Při bližš́ım pohledu vid́ıme, že se komplexńı č́ısla chovaj́ı stejně jako vektory z R2 s euklei-
dovskou normou, dokazovat tedy nic nemuśıme.

1.5 Nekonečně-dimenzionálńı prostory

S pojmem dimenze lineárńıho prostoru jsme se již setkali – jde o počet prvk̊u báze. Existuj́ı
však také lineárńı prostory, pro které konečná báze (ani konečná množina generátor̊u) nee-
xistuje. Jak uvid́ıme, s některými jsme již v matematice pracovali, aniž bychom věděli, že se
jedná o nekonečně-dimenzionálńı lineárńı prostor.

Př́ıklad 7 (Spojité funkce na intervalu). Uvažme množinu všech reálných funkćı, které jsou
spojité na určitém pevně zvoleném uzavřeném intervalu [a, b] ⊆ R, a tuto množinu označme
C[a, b]. Pro funkce f ∈ C[a, b] definujme tzv. integrálńı normu

‖f‖I =

b∫
a

|f(x)| dx.

Čtenáře možná potěš́ı, že naš́ım ćılem nyńı nebude hledat složité primitivńı funkce, spokoj́ıme
se s Riemannovým pojet́ım integrálu, tj. norma ‖·‖I určuje obsah plochy mezi grafem funkce
f a osou x (př́ıklad vid́ıme na obrázku 2).

Bez d̊ukazu ponecháme, že takto dostaneme lineárńı prostor, přičemž nulovým vekto-
rem je funkce, která se na celém intervalu [a, b] rovná nule, a lineárńı operace s funkcemi
provád́ıme po jednotlivých bodech, tj. např́ıklad

(αf + βg)(x) = αf(x) + βg(x).
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Obrázek 2: Spojitá funkce na [a, b] s integrálńı normou.

Proč je tento lineárńı prostor nekonečně-dimenzionálńı? Abychom to nahlédli, uvažme
množinu všech polynomů – ty jsou jistě spojité na intervalu [a, b], tvoř́ı tedy podmnožinu
prostoru C[a, b]. Přitom i nejjednodušš́ı polynomy

1, x, x2, x3, x4, x5, . . . , xn, . . .

jsou vzájemně lineárně nezávislé, a je jich nekonečně mnoho. Se všemi prvky C[a, b] to tedy
jistě neńı snazš́ı a také nemohou mı́t konečnou množinu generátor̊u.

Ověřme nyńı, že integrálńı norma splňuje axiomy. Platnost axiomu (N2) dostáváme
okamžitě ze základńıch vlastnost́ı primitivńıch funkćı. Platnost axiomu (N3) zase plyne
z toho, že pro každé f, g ∈ C[a, b] plat́ı |f(x) + g(x)| ≤ |f(x)|+ |g(x)|, takže také

b∫
a

|f(x) + g(x)| dx ≤
b∫

a

(|f(x)|+ |g(x)|) dx.

Překvapivě nejv́ıce práce budeme mı́t s axiomem (N1). Potřebujeme dokázat, že

b∫
a

|f(x)| dx = 0, právě, když ∀x ∈ [a, b] f(x) = 0.

Je zřejmé, že pokud je funkce f na celém [a, b] nulová, integrál na levé straně vyjde
nulový. Předpokládejme dále, že nulová neńı, tj. existuje x0 ∈ [a, b] takové, že f(x0) 6= 0.
Chceme dokázat, že integrál na levé straně vyjde nenulový.
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Obrázek 3: Ilustrace k d̊ukazu platnosti axiomu (N1).

Ze spojitosti funkce f plyne, že muśı existovat okoĺı O(x0), na kterém má výraz |f(x)|
kladnou hodnotu větš́ı než nějaké č́ıslo ε > 0. Necht’ [x1, x2] je nějaký interval lež́ıćı v O(x0)
a obsahuj́ıćı x0 (viz obrázek 3). Potom na celém intervalu [x1, x2] muśı také platit |f(x)| > ε,
a z vlastnost́ı Riemannova integrálu dostáváme, že

b∫
a

|f(x)| dx ≥ (x2 − x1)ε > 0,

což jsme chtěli dokázat.

Př́ıklad 8 (Posloupnosti č́ısel). Uvažme množinu P posloupnost́ı reálných č́ısel {ai}∞i=1 ta-
kových, že nav́ıc jenom konečný počet prvk̊u v každé posloupnosti je nenulový. Lze snadno
ověřit, že množina P tvoř́ı lineárńı prostor (přičemž nulovým vektorem je pousloupnost, jej́ıž
všechny prvky jsou rovny nule). Na tomto prostoru můžeme definovat normu

‖{ai}∞i=1‖k = max
1≤i≤∞

|ai|.

Ověřeńı, že tato norma je skutečně normou, ponecháme čtenáři také jako cvičeńı. Za-
mysleme se nad t́ım, proč tento prostor nemá konečnou dimenzi – podobně jako v př́ıpadě
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polynomů, i posloupnosti

{1, 0, 0, 0, 0, 0, 0 . . . }
{0, 1, 0, 0, 0, 0, 0 . . . }
{0, 0, 1, 0, 0, 0, 0 . . . }
{0, 0, 0, 1, 0, 0, 0 . . . }
{0, 0, 0, 0, 1, 0, 0 . . . }

jsou navzájem lineárně nezávislé, přitom je jich nekonečně mnoho, takže množina P nemůže
mı́t konečnou množinu generátor̊u.

Poznamenejme ještě, že tento př́ıklad by šel zobecnit také na př́ıpad všech posloupnost́ı
reálných č́ısel, které jsou omezené. Pro nekonečné množstv́ı prvk̊u bychom ale nevystačili
s maximem, museli bychom použ́ıt supremum, tzv.

”
nejmenš́ı horńı mez“. Jako závěrečnou

třešinku na dortu uvedeme ještě pro zájemce definici suprema.

Definice 5 (Supremum). Necht’ M ⊆ R je nějaká množina reálných č́ısel (v našem př́ıpadě
množina prvk̊u posloupnosti) a necht’ s ∈ R. Řekneme, že s je supremum množiny M
(znač́ıme supM), pokud

∀x ∈M : x ≤ s

a zároveň
∀s2 < s ∃x ∈M : x > s2.

Supremová norma vypadá takto:

‖{ai}∞i=1‖s = sup
1≤i≤∞

|ai|.

Protože pro omezenou posloupnost je výše uvedené supremum reálné č́ıslo (nikoliv ±∞),
norma ‖ · ‖s je dobře definovaná. ♥

1.6 Cvičeńı

Cvičeńı 1. Mějme metrický prostor (M,ρ) a reálné č́ıslo α. Definujme funkci ρα(x) = α·ρ(x).
Je potom také ρα metrikou na množině M? Záviśı to na volbě č́ısla α?

Cvičeńı 2. Mějme metrický prostor (M,ρ) a reálné č́ıslo β. Definujme tentokrát funkci
ρβ(x) = β + ρ(x). Je potom také ρβ metrikou na množině M? Záviśı to na volbě č́ısla β?

Cvičeńı 3. Mějme lineárńı prostor V a na něm dvě r̊uzné normy. Je součet těchto dvou
norem také normou na V ?

Cvičeńı 4. Necht’ P je množina všech desetiprvkových posloupnost́ı reálných č́ısel {ai}10i=1.
Navrhněte několik př́ıklad̊u normy pro množinu P tak, aby splňovaly všechny axiomy.

Cvičeńı 5. Dokončete d̊ukaz, který byl v Př́ıkladu 5 ponechán k rozmyšleńı.

Cvičeńı 6. Dokažte to, co bylo vynecháno v Př́ıkladu 8 v jednodušš́ı verzi s množinou P
a normou ‖ · ‖k.
Cvičeńı 7. * Dokažte rozš́ı̌renou verzi Př́ıkladu 8 s množinou všech posloupnost́ı reálných
č́ısel a se supremovou normou.
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Výběrový seminář k matematice B

Drahoslava Janovská

1 Numerické řešeńı nelineárńıch algebraických rovnic

Numerické řešeńı nelineárńıch algebraických rovnic patř́ı spolu s řešeńım lineárńıch alge-
braických rovnic k d̊uležitým problémům numerické analýzy. Nelineárńı rovnice se vyskytuj́ı
v nejr̊uzněǰśıch inženýrských aplikaćıch, jmenujme např.

• výpočet složité chemické rovnováhy,

• řešeńı protiproudých separačńıch zař́ızeńı, jako jsou např. rektifikačńı či absorpčńı ko-
lony,

• výpočet stacionárńı simulace systému zař́ızeńı,

• náhrada parabolických nebo eliptických rovnic metodou konečných diferenćı,

• výpočet stacionárńıch stav̊u dynamických model̊u popsaných obyčejnými diferenciálńımi
rovnicemi.

1.1 Řešeńı rovnic o jedné neznámé

Pro řešeńı rovnice
f(x) = 0 (1)

bylo vyvinuto mnoho r̊uzných iteračńıch metod. Podstata těchto metod je následuj́ıćı:
Předpokládejme, že známe dostatečně malý interval, ve kterém lež́ı jediný kořen x = x∗ rov-
nice (1). Zvoĺıme v tomto intervalu počátečńı odhad x0 (bĺızký k x∗) a sestroj́ıme posloupnost
bod̊u x1, x2, . . . , xn, . . . podle rekurentńıho předpisu

xk = φk(x0, x1, . . . , xk−1). (2)

Rekurentńı předpis (2) budeme konstruovat tak, aby za jistých předpoklad̊u posloupnost
{xn} konvergovala k x∗.

Různou volbou funkce φk (závisej́ıćı na funkci f) dostáváme r̊uzné iteračńı metody.
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1.1.1 Volba funkce φ

Funkci φ(x) voĺıme často tak, aby hledané řešeńı x∗ bylo také pevným bodem funkce φ, tedy
aby bylo řešeńım rovnice

x = φ(x), (3)

přičemž posloupnost {xk} konstruujeme podle vztahu

xk = φ(xk−1), k = 1, 2, . . . . (4)

Funkce φ se zde se vzr̊ustaj́ıćım indexem iterace neměńı; metody tohoto typu nazýváme
stacionárńı.

Je-li funkce φ diferencovatelná, plat́ı-li

|φ′(x∗)| ≤ K < 1 (5)

a je-li φ′ spojitá, je |φ′(x)| < 1 i pro nějaké okoĺı řešeńı x∗ a postupné aproximace (4) budou
konvergovat, zvoĺıme-li x0 bĺızko x∗. Č́ım menš́ı bude K, t́ım rychleǰśı bude konvergence.

Chceme-li řešeńı x∗ s přesnost́ı ε, potom pro ukončeńı iteračńıho procesu (4) lze použ́ıt
kriteria

K

1−K
|xk − xk−1| < ε. (6)

Měř́ıtkem rychlosti konvergence iteračńıho procesu (4) může být také řád konvergence.
Připomeňme, že iterace (4) je řádu m, jestliže

φ′(x∗) = φ′′(x∗) = · · · = φ(m−1)(x∗) = 0, φ(m)(x∗) 6= 0. (7)

Má-li funkce φ(x) v okoĺı x∗ m spojitých derivaćı, potom zbytek po (m − 1)−ńım členu
Taylorova rozvoje dává:

xk − x∗ =
1

m!
(xk−1 − x∗)mφ(m)(ξk).

Označme Mm = max |φ(m)(x)| v okoĺı x∗, pak

|xk − x∗| ≤
Mm

m!
|xk−1 − x∗|m. (8)

Jestliže je

|x0 − x∗| < 1 a
Mm

m!
|x0 − x∗| =ω < 1,

potom (po úpravách) dostaneme

|xk − x∗| ≤ ω
mk−1

m−1 , (9)

což představuje vysokou rychlost konvergence xk k x∗.
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1.2 Newtonova metoda

Jednou z nejuž́ıvaněǰśıch metod pro řešeńı nelineárńı rovnice o jedné neznámé f(x) = 0 je
Newtonova metoda – metoda tečen.
Připomeňme nejprve separačńı interval:
Interval 〈a, b〉 se nazývá separačńım intervalem pro rovnici f(x) = 0, jestliže v tomto intervalu
lež́ı právě jeden kořen x = x∗ této rovnice.
Předpokládejme, že funkce f je spojitá a dvakrát spojitě diferencovatelná na intervalu 〈a, b〉.
Necht’ dále

(a) f(a) · f(b) < 0 ,

(b) f ′(x) 6= 0 ∀x ∈ 〈a, b〉 ,

(c) f ′′(x) 6= 0 ∀x ∈ 〈a, b〉 ,

(d) za nultou aproximaci x0 kořene x∗ voĺıme ten z krajńıch bod̊u a, b, pro který plat́ı

f(x0) · f ′′(x0) > 0 .

Poznamenejme, že interval 〈a, b〉 je separačńı, právě když jsou splněny podmı́nky (a) a
(b), podmı́nky (c) a (d) zaručuj́ı konvergenci Newtonovy metody ke kořeni x∗ .

Zvolme tedy nultou aproximaci x0. Geome-
tricky lze Newtonovu metodu popsat takto:
V bodě [x0, f(x0)] sestroj́ıme tečnu ke grafu
funkce f(x). Prvńı iterace je pak pr̊useč́ık této
tečny s osou x. Tedy pro prvńı iteraci máme

x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)
.

Nyńı sestroj́ıme tečnu v bodě [x1, f(x1)] a
pr̊useč́ık této tečny s osou x bude aproximace
x2 kořene x∗, atd. Obecně pro (n+ 1)−ńı ite-
raci je

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn−1)
, n = 1, 2, . . . .

Newtonova metoda - metoda
tečen

Předeṕı̌seme-li si předem přesnost
výpočtu, např́ıklad ε = 10−4, pak
skonč́ıme tehdy, bude-li

|xn+1 − xn| < const · 10−4 .

1.2.1 Kvadratická konvergence Newtonovy metody

Hledáme řešeńı rovnice f(x) = 0 a necht’ α je tento kořen, tedy f(α) = 0.
Počátečńı aproximace . . . x0

(k + 1)−ńı krok . . . xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
, k = 1, 2, . . .

Chyba výpočtu v k−tém kroku: ek = α− xk ⇒ α = xk + ek .
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Proved’me Taylor̊uv rozvoj funkce f v bodě xk:

f(x) = f(xk) + f ′(xk)(x− xk) +
f ′′(xk)

2!
(x− xk)2 +O(x− xk)3 ,

Položme x := α a x− xk = α− xk = ek . Pak

0 =f(α) = f(xk + ek) = f(xk) + f ′(xk) · ek +
1

2
f ′′(xk) · e2k +O(e3k)

−f(xk) = f ′(xk) · ek +
1

2
f ′′(xk) · e2k +O(e3k)

∣∣ : f ′(xk) 6= 0

− f(xk)

f ′(xk)︸ ︷︷ ︸ = ek +
1

2

f ′′(xk)

f ′(xk)
e2k +O(e3k)

xk+1 = xk − f(xk)
f ′(xk)

Dostaneme

ek+1 = α− xk+1 = α−
(
xk −

f(xk)

f ′(xk)

)
= α− xk︸ ︷︷ ︸+

f(xk)

f ′(xk)
⇒

ek

ek+1 = ek +
f(xk)

f ′(xk)
= ek − ek −

1

2

f ′′(xk)

f ′(xk)
· e2k +O(e3k)

Tedy

e1k+1 = −1

2

f ′′(xk)

f ′(xk)
· e2k +O(e3k) , ⇒

metoda konverguje kvadraticky, tj. počet správných desetinných mı́st se s každou iteraćı
zdvojnásob́ı.

Poznámka
Připomeňme, že O(e3k) charakterizuje zbytek Taylorova rozvoje funkce f v bodě xk:

∃konst. α > 0, A > 0 : |zbytek| ≤ A · e3k ∀|ek| < α .

1.3 Př́ıklady k procvičeńı

1. Ověřte, že interval 〈1;
√

3〉 je separačńım intervalem pro řešeńı rovnice

x+ arctg x− 2 = 0

a že v tomto intervalu lze k řešeńı použ́ıt Newtonovu metodu. Zvolte nultou aproximaci
x0 a vypočtěte alespoň jednu daľśı aproximaci řešeńı.

Řešeńı Funkce f(x) = x + arctg x − 2 je spojitá, dvakrát spojitě diferencovatelná na
D(f) = R. Interval: a = 1, b =

√
3 .
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a) Separačńı interval: f(1) = −0.2146018365, f(
√

3) = 0.779248359.
Tedy f(a) · f(b) < 0.
f ′(x) = 1 + 1

x2+1
> 0 ∀ x ∈ R

Interval 〈1;
√

3〉 je separačńım intervalem.

b) Lze aplikovat Newtonovu metodu?
f”(x) = − 2x

(x2+1)2
< 0 ∀ x > 0

x0 = 1, protože f”(1) · f(1) = −0, 5 · (−1 + π
4
) > 0. Na intervalu 〈1;

√
3〉 lze

aplikovat Newtonovu metodu.

x1 := 1− f(1)

f ′(1)
=

5

3
− π

6
= 1.143067891 .

Pro zaj́ımavost x2 = 1.146468154, x3 = 1.146469886 a chyba |x3 − x2| = 1, 6 · 10−8 .

2. Ověřte, že interval 〈π
2

; π〉 je separačńım intervalem pro řešeńı rovnice

x = 6 sin x

a že v tomto intervalu lze k řešeńı této rovnice použ́ıt Newtonovu metodu. Zvolte
nultou aproximaci x0 a vypočtěte jednu daľśı aproximaci Newtonovou metodou. Kolik
daľśıch reálných řešeńı má tato rovnice?

Řešeńı Funkce f(x) = 6 sin x−x je spojitá, dvakrát spojitě diferencovatelná na D(f) =
R. Interval: a = π

2
, b = π .

a) Separačńı interval: f(π
2
) = 6− π

2
= 4.429203673, f(π) = −π = −3.141592654.

Tedy f(a) · f(b) < 0.

f ′(x) = 6cos(x)− 1 < 0 ∀ x ∈ 〈π
2

; π〉
Interval 〈π

2
; π〉 je separačńım intervalem.

b) Lze aplikovat Newtonovu metodu?

f”(x) = −6 sin(x) ≤ 0 ∀ x ∈ 〈π
2

; π), ale f(π) = 0. Požadavek, aby f”(x)

bylo nenulové na uzavřeném intervalu 〈π
2

; π〉 neńı splněn. Zvoĺıme-li x0 = π,

x1 = 2, 692793703. Zvoĺıme-li toleranci 10−2, metoda konverguje už v daľśım
kroku, x3 = 2, 678823382. Kdybychom zadali toleranci 10−12, potřebuje Newto-
nova metoda ke konvergenci celkem 5 krok̊u. Rovnice má celkem 3 reálné kořeny.
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3. Pomoćı vhodného obrázku zjistěte, kolik kořen̊u má rovnice

x ln x− 3 = 0

a pro největš́ı kořen určete separačńı interval o délce nejvýše 1 a počátečńı aproximaci
x0 pro Newtonovu metodu. Vypočtěte alespoň jednu daľśı aproximaci Newtonovou
metodou.

Řešeńı Funkce f(x) = x ln x−3 je spojitá, dvakrát spojitě diferencovatelná na D(f) =
(0;∞).
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Rovnice má jeden kořen. Separačńı interval o délce jedna: a = 2, 5; b = 3, 5 .

a) Separačńı interval: f(2, 5) = −0, 709273170, f(3, 5) = 1, 384670388.
Tedy f(a) · f(b) < 0.
f ′(x) = ln(x) + 1 > 0 ∀ x ∈ 〈2, 5; 3, 5〉. Interval 〈2, 5; 3, 5〉 je separačńım interva-
lem.

b) Lze aplikovat Newtonovu metodu?
f”(x) = 1

x
> 0 ∀ x ∈ 〈2, 5; 3, 5〉

x0 = 3, 5, protože f”(3, 5) · f(3, 5) = 2
7
· 1, 384670388 > 0. Na intervalu 〈2, 5; 3, 5〉

lze aplikovat Newtonovu metodu.

x1 := x0 −
f(x0)

f ′(x0)
= 3, 5− 1, 384670388

2, 252762968
= 2, 885345725 .

Zkuste si spoč́ıtat, že x2 = 2, 857456747, tedy chyba výpočtu |x2− x1| = 0.027888978 ,
je 2 · 10−2. Kdybychom chtěli větš́ı přesnost, mohli bychom poč́ıtat dál:

x0 = 3, 5; x1 = 2, 885345725; x2 = 2, 857456747;x3 = 2, 857390784; x4 = 2, 857390784 .

V tomto př́ıpadě je |x4 − x3| = 0 . Zvýš́ıme-li počet platných cifer např. na 20, je

x2 = 2, 8574567470792581720;
x3 = 2, 8573907838857832686;
x4 = 2, 8573907835143656793;
x5 = 2, 8573907835143656793 .

Pak |x4 − x3| = 3, 714175893 · 10−10 a |x5 − x4| = 0 . Výpočet je tedy velmi přesný.
Považujeme-li x5 za přesný výsledek, pak x2 má tři správná mı́sta, ale x3 má správných
už devět mı́st.
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2 Bazény atrakce

Doposud jsme se zabývali hlavně otázkou konvergence pro jednotlivé počátečńı aproximace.
Nyńı rozš́ı̌ŕıme naši teorii o funkce s v́ıce kořeny. Konkrétně jde o nalezeńı počátečńıch
aproximaćı, které vedou ke konvergenci aproximaćı k určitému kořenu.

Předpokládejme, že funkce f je spojitá a dvakrát spojitě diferencovatelná na intervalu

〈a, b〉. Označme N(x) Newtonovu funkci pro funkci f(x), N(x) = x− f(x)

f ′(x)
.

Pak x1 = N(x0), x2 = N(x1) = N(N(x0)) = N2(x0), obecně

xn = Nn(x0),

kde Nn znamená, že jsme N aplikovali n−krát.
Uvažujme funkci f(x) = x3 − 2x. Pak Newtonova funkce pro funkci f(x) je N(x) =

x− x3−2x
3x2−2 . Zvoĺıme-li počátečńı aproximaci x0 = 1, dostaneme následuj́ıćı iterace:

x0 = 1
x1 = 2
x2 = 1, 6
x3 = 1, 442253521
x4 = 1, 415010637
x5 = 1, 414214235
x6 = 1, 414213562
x7 = 1, 414213563

Posloupnost konverguje.
Nyńı pro hledáńı kořene stejné funkce f(x) = x3 − 2x zvolme x0 = 0, 7. Dostaneme

následuj́ıćı posloupnost iteraćı:

x0 = 0, 7
x1 = −1, 294339623
x2 = −1, 433222702
x3 = −1, 414585178
x4 = −1, 414213709
x5 = −1, 414213563
x6 = −1, 414213563 . . .
x7 = −1, 414213563 . . .

Posloupnost konverguje k jinému kořeni této funkce. Dokonce i když zvoĺıme počátečńı apro-
ximace relativně bĺızko, jejich posloupnosti iteraćı konverguj́ı k úplně jiným kořenǔm. Zdá
se tedy, že počátečńı aproximace určuje kořen funkce, ke kterému Newtonova metoda kon-
verguje.

Definice 2.1. Je-li r kořen funkce f(x), pak bazén atrakce kořene r, B(r), je množina všech
bod̊u takových, že Newtonova metoda s počátečńı aproximaćı x0, konverguje k r, [4]. Tedy

B(r) = {x0, xn = Nn(x0) konverguje k r}.
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Pro naše účely potřebujeme vědět, že je-li kořen atrahuj́ıćı pevný bod funkce N(x), pak
Newtonova metoda konverguje k tomuto bodu.

Poznámka Je-li r kořenem násobnosti k funkce f(x), pak f(x) můžeme zapsat ve tvaru

f(x) = (x− r)kG(x), kde G(r) 6= 0 .

Věta 2.2. Newtonova věta o pevném bodu
Necht’ f je funkce a N je př́ıslušná Newtonova iteračńı funkce. Pak r je kořen f násobnosti
k > 0 právě když r je pevným bodem funce N . Nav́ıc je tento pevný bod vždy atrahuj́ıćı.

Ilustrujme si bazény atrakce pro funkci f(x) = x3 − x. Tato funkce má kořeny −1, 0, 1.
Nejprve si ukážeme, že tyto body jsou atrahuj́ıćı pevné body.

Připomeňme, že bod r je pevný bod funkce N(x), je-li N(r) = r. Podle Newtonovy věty
jsou pevné body N(x) vždy atrahuj́ıćı pevné body. Vypočtěme Newtonovu funkci k funkci
f(x).

N(x) = x− f(x)

f ′(x)
= x− x3 − x

3x2 − 1
=

2x3

3x2 − 1
.

Ověřte si, že N(−1) = −1, N(0) = 0 a N(1) = 1. Tedy kořeny f(x) jsou atrahuj́ıćı pevné
body N(x).

Na obrázku vlevo je graf funkce f(x), vpravo je graf odpov́ıdaj́ıćı Newtonovy funkce
N(x).

Z grafu je vidět, že je-li x0 ≥ 1, pak {xn} bude konvergovat k 1, tedy 〈1;∞) ⊂ B(1) .

Zkoumejme definičńı obor funkce N(x): 3x2 − 1 = 0 <=> |x| =
√
3
3
. Tedy D(N) =

(−∞,−
√
3
3

) ∪ (−
√
3
3

;
√
3
3

) ∪ (
√
3
3
,∞) . Kritické body jsou ±

√
3
3

. Je-li x0 ∈ (
√
3
3
, 1), je prvńı

iterace x1 větš́ı než 1, xn budou také konvergovat k 1. Tedy (
√
3
3
,∞) ⊂ B(1). Zvoĺıme-li

x0 =
√
3
3

, Newtonova metoda selže, protože
√
3
3

kritickým bodem funkce N , funkce N(x) neńı

v tomto bodě definovaná. Interval (
√
3
3

;∞) je největš́ı otevřený interval ”kolem”bodu x = 1.
Tento interval je tzv. lokálńı bazén atrakce nebo největš́ı bazén atrakce pro bod x = 1.
Vzhledem k tomu, že naše funkce je lichá, tedy graf je souměrný podle počátku, je i lokálńı
bazén atrakce symetrický: (−∞;−

√
3
3

) ⊂ B(−1).
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Nakonec uvažujme posledńı kořen f(x), x = 0. Iterujeme-li f(x) např́ıklad s počátečńı
aproximaćı x0 = 0, 3, zdá se, že iterace osciluj́ı kolem 0. Dostaneme posloupnost

x0 = 0, 3
x1 = −0.0739726027
x2 = 0.00082305937
x3 = −1.1152 · 10−9

x4 = 0.

Oscilace naznačuj́ı, že bychom měli hledat cyklus s periodou 2 pro N(x). Cyklus s periodou
2 je takový bod x, pro který plat́ı N2(x) = x. Potože f(x) je lichá, je také N(x) lichá. Tento
fakt velmi zjednoduš́ı hledáńı periodických bod̊u N(x). Protože N2(x) = N(N(x)), je

N(N(x)) = N(−x) = x ,

Muśıme tedy řešit rovnici N(x) = −x .

−x =
2x3

3x2 − 1
⇒ 5x3 − x = 0 ⇒ x = 0 ∨ x = ±

√
5

5
.

Body ±
√
5
5

jsou periodické body s periodou 2 a lokálńı bazén atrakce pro x = 0 je interval

(−
√
5
5
,
√
5
5

) .

Zbývaj́ı intervaly (−
√
3
3
,−
√
5
5

) a (
√
5
5
,
√
3
3

). Na těchto intervalech se Newtonova metoda

chová úplně jinak. Vı́me, že v bodě x0 =
√
3
3

, N(x0) neńı definovaná a tečna ke grafu N(x) v
bodě x0 je kolmá na osu x, tečna ke grafu f(x) je rovnoběžná s osou x. Je-li x0 nějaké č́ıslo

o málo menš́ı než
√
3
3

, pak tečna v tomto bodě protne osu x v nějakém velkém záporném
bodě. Tedy N(x0) je velké záporné č́ıslo a x0 lež́ı v B(−1).

B(−1) ? B(0) ? B(1)

Na obrázku jsou lokálńı bazény atrakce pro funkci x3 − x.
Jestliže nadále zmenšujeme x0, z̊ustane x0 v B(−1) dokud neńı N(x0) = −

√
3
3
. V tomto

kritickém bodě je sklon tečny nulový a N(N(x0)) neńı definovaný. Našli jsme malý interval,
který lež́ı v bazénu B(−1). Tento interval můžeme aproximovat řešeńım rovnic N(x) = −1

3
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a N(x) = 1
3

pro neznámou x. Zjist́ıme, že tento interval je přibližně (0, 465601; 0, 577350).
Vzhledem k symetrii grafu funkce, lež́ı interval (−0, 577350;−0, 465601) v bazénu B(1).
Nyńı zmenš́ıme o málo x0 pod 0, 465601 tak, že x1 = N(x0) je větš́ı, než − 1√

3
. Tečna v

bodě (x1, f(x1) protne osu x ve velkém kladném bodě, tedy N(x1) je velké kladné č́ıslo a
N(x1) ⊂ B(1). Jak dále klesá x0 pod 0, 465601, x1 bude dokonce větš́ı, než − 1√

3
a x2 = N(x1)

klesá k 1√
3
. Když x2 = N(x1) = 1√

3
, sklon tečny je opět nula a N(N(x0)) neńı definováno. Je-

li aproximace N(x) = −0, 465601 pro x, je x0 = 0, 450202 a interval (0, 450202; 0, 465601) ⊂
B(1) .

Obecně najdeme posloupnost č́ısel b0 = 1√
3
> b1 ≈ 0, 465601 > b2 ≈ 0, 450202 > b3 > . . . ,

takovou, že
(bi; bi − 1) ⊂ B(−1) pro liché i

a
(bi; bi − 1) ⊂ B(1) pro sudé i .

Č́ısla bi najdeme postupným řešeńım rovnic N(bi) = bi−1. Bazény B(−1) a B(1) se skládaj́ı
z nekonečně mnoha interval̊u, jejichž délka klesá přibližně geometricky.

Uved’me si ještě př́ıklad chováńı Newtonovy metody pro funkci x2 +1, která nemá reálný
kořen. V tomto př́ıpadě iterace osciluj́ı:

x0 = 3, 00 x5 = 0, 84
x1 = 1, 33 x6 = −0, 17
x2 = 0, 29 x7 = 2, 80
x3 = −1, 57 x8 = 1, 22
x4 = −0, 47 x9 = 0, 20

x10 = −2, 40

3 Newtonova metoda v komplexńı rovině

Newtonovu metodu lze př́ımo zobecnit pro hledáńı kořen̊u v komplexńı rovině.
Necht’ N(z) = z − f(z)

f ′(z)
, a z0 je komplexńı č́ıslo. Pak iterace Nn(z0) obecně konverguj́ı

kvadraticky ke kořeni funkce f .
Uvažujme komplexńı polynom f(z) = z2 + 1. Poznamenejme, že odpov́ıdaj́ıćı reálná

funkce f(x) = x2 + 1 nemá reálné kořeny. Ale komplexńı funkce f(z) = z2 + 1 má dvě řešeńı:
z = i a z = −i. Zvoĺıme-li z0 na reálné ose (y = 0), pak se Newtonovy iterace N(z) chovaj́ı
úplně stejně chaoticky jako Newtonovy iterace pro reálnou funkci f(x) = x2 + 1. Zvoĺıme-li
však z0 mimo reálnou osu, Newtonova metoda konverguje.

z0 = 1 + 0, 5i z0 = 0, 5− i
z1 = 0, 1 + 0, 4500i z1 = 0, 05− 0, 9000i
z2 = −0, 1853 + 1, 2838i z2 = −0, 0058− 1, 0038i
z3 = −0, 0376 + 1, 0038i z3 = −i
z4 = −0, 0009 + 0, 9996i
z5 = i

Zkoumejme nyńı bazény atrakce pro komplexńı polynomy.
Bazény atrakce pro komplexńı Newtonovu metodu zkoumal poprvé Artur Cayley, V roce

1879 publikoval následuj́ıćı větu.
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Věta 3.1. Cayleyova. Necht’ komplexńı kvadratický polynom f(z) = az2+bz+c má kořeny α
a β v komplexńı rovině. Necht’ L je př́ımka kolmá na úsečku z bodu α do bodu β. Aplikujeme-
li Newtonovu metodu na funkci f(z), pak poloroviny, na které rozděĺı př́ımka L komplexńı
rovinu, jsou B(α) a B(β), bazény atrakce kořen̊u α a β, [4].

Obrázek 1: Newtonovy bazény atrakce pro komplexńı kvadratický polynom.

Obrázek 2: Bazény atrakce: vlevo pro funkci z2 + 1, vpravo pro funkci z2 − 1.

Cayleyova věta úplně popisuje bazény atrakce pro komplexńı Newtonovu metodu pro kva-
dratické komplexńı polynomy. Zvoĺıme-li počátečńı aproximaci z0, komplexńı Newtonova
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metoda konverguje k α právě když |z0− α| < |z0− β|. Pokud ale lež́ı z0 na kolmé př́ımce L,
komplexńı Newtonova metoda nebude konvergovat a bude se chovat chaoticky.

Uvažujme ještě jednou komplexńı kvadratickou funkci f(z) = z2 + 1. Spoj́ıme kořeny.
V komplexńı rovině je jeden kořen (0; i) a druhý (0;−i). Př́ımka L kolmá na jejich spojnici
je př́ımka z = 0, neboli reálná osa. Body nad reálnou osou budou konvergovat ke kořeni
i, body pod reálnou osou ke kořeni −i. Pokud zvoĺıme počátečńı aproximaci na reálné ose,
Newtonova metoda nebude konvergovat.

Jak tedy naj́ıt bazény atrakce pro danou komplexńı funkci?

(1) Vypočtěte f ′(z) a N(z).

(2) Vypočtěte kořeny f(z) rozkladem nebo přibližně numericky.

(3) Zvolte počátečńı aproximaci z0 a vypočtěte vzdálenost mezi z0 a kořeny f . Pokud je
vzdálenost menš́ı než nějaké malé ε vyberte barvu kořene a obarvěte z0.

(4) Neńı-li vzdálenost menš́ı, iterujte dokud vzdálenost mezi aktuálńı iteraćı a kořeny f
nebude menš́ı než ε. Obarvěte barvou kořene.

(5) Opakujte pro všechny počátečńı aproximace.

Př́ıklad 3.1. Newtonovy bazény atrakce mohou mı́t nádhernou strukturu. Nebudeme se
strukturami podrobně zabývat. Jen pro zaj́ımavost uvažujme komplexńı polynom z3 − z.

Obrázek 3: Newtonovy bazény atrakce pro komplexńı polynom z3 − z.
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4 Numerické řešeńı soustavy nelineárńıch rovnic

Velmi častou úlohou vznikaj́ıćı při řešeńı praktických problémů chemického inženýrstv́ı je
úloha nalézt n neznámých x1, x2, . . . , xn, které vyhovuj́ı nelineárńım rovnićım

f1(x1, x2, . . . , xn) = 0
f2(x1, x2, . . . , xn) = 0

...
fn(x1, x2, . . . , xn) = 0.

(10)

Pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic byla vyvinuta celá řada iteračńıch metod typu

xk+1 = Φ(xk), k = 0, 1, . . . , (11)

kde xk je k-tá aproximace vektoru neznámých x = (x1, x2, . . . , xn)T. Nejpouž́ıvaněǰśı je
Newtonova metoda.

4.1 Newtonova metoda

Označme f = (f1, . . . , fn)T, fi : Rn → R, i = 1, . . . , n. Definujme Jacobiho matici funkćı fi
(parciálńı derivace vyč́ıslujeme v bodě x) :

J(x) =


∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

. . . ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

. . . . . . ∂f2
∂xn

...
...

∂fn
∂x1

∂fn
∂x2

. . . ∂fn
∂xn

 . (12)

Pro Newtonovu metodu voĺıme v rovnici (11) Φ jako

Φ(x) = x− λJ−1(x)f(x) .

Tedy
xk+1 = xk − λkJ−1(xk)f(xk). (13)

Po vynásobeńı matićı J(xk) máme konečně tvar Newtonovy metody, v jakém je prakticky
použ́ıvána:

J(xk)4xk = −f(xk) (14)

xk+1 = xk + λk4xk. (15)

Poznámka 4.1. • Vztah (14) představuje soustavu n lineárńıch algebraických rovnic pro
n proměnných (př́ır̊ustk̊u) 4xk, kterou řeš́ıme metodami lineárńı algebry.

• Hodnotu λk voĺıme obvykle rovnou jedné, testujeme však, zda došlo ke sńı̌zeńı rezidúı,
tj. zda plat́ı

n∑
i=1

f 2
i (xk+1) <

n∑
i=1

f 2
i (xk).

Neńı-li tato podmı́nka splněna, λk zmenš́ıme.
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• Newtonova metoda pro systém rovnic je také metodou druhého řádu. Metoda konverguje
ke kořenu x∗, pro něǰz je J(x∗) regulárńı, bylo-li zvoleno počátečńı přibĺı̌zeńı x0 už
dostatečně bĺızko tomuto kořenu x∗.

• Geometrická představa v R2: Mějme soustavu dvou rovnic o dvou neznámých x, y:

f1(x, y) = 0

f2(x, y) = 0 .

Na obrázku jsou nulové vrstevnice funkćı

Obrázek 4: Nulové vrstevnice funkćı f1 a f2. Soustava má 4 kořeny.

f1(x, y) := x2 − y2 − 1 = 0

f2(x, y) := x2 + y2 − 2 = 0 .

Necht’ (xk, yk) je aproximace kořene (α, β). Body (xk, yk, f1(xk, yk)) a (xk, yk, f2(xk, yk))
vedeme tečnou rovinu ke graf̊um funkce f1(x, y) a f2(x, y). Tečné roviny protnou rovinu
z = 0 ve dvou pr̊usečnićıch, jejichž pr̊useč́ık je daľśı aproximaćı (xk+1, yk+1) kořene
(α, β).

4.2 Př́ıklady k procvičeńı

1. Newtonovou metodou řešte danou soustavu rovnic. Proved’te jeden krok.
Jako počátečńı aproximaci volte bod x(0) = (x0, y0, z0) = (1, 0, 1).

x2 + y2 = z2

x2 + y2 + z2 = 1

6x− 3y + 2z = 1

15



Řešeńı Hledáme kořeny funkce
f(x, y, z) = (f1(x, y, z), f2(x, y, z), f3(x, y, z))T = 0, fi : R3 → R, i = 1, 2, 3, kde

f1(x, y, z) = x2 + y2 − z2

f2(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1

f3(x, y, z) = 6x− 3y + 2z − 1

Jako počátečńı aproximaci voĺıme bod x(0) = (1, 0, 1). Označme x = (x, y, z) ∈ R3.

Vypočteme Jacobiho matici zobrazeńı f :

J(x) =

 2x 2y −2z
2x 2y 2z
6 −3 2

 . (16)

Označme

A0 = J(1, 0, 1) =

 2 0 −2
2 0 2
6 −3 2

 .

Pro prvńı iteraci x(1) Newtonovy metody pak řeš́ıme rovnice

A04x(0) = −f(x(0))

x(1) = x(0) +4x(0).

Nejprve vypočteme 4x(0) Gaussovou eliminaćı:

[
A0

∣∣− f(x(0))
]

=

 2 0 −2 0
2 0 2 −1
6 −3 2 −7

 ∼
 1 0 −1 0

0 0 4 −1
0 −3 8 −7

 ∼
 1 0 −1 0

0 −3 8 −7
0 0 4 −1


Tedy 4x(0) =

(
−1

4
,
5

3
,−1

4

)
a x(1) =

(
3

4
,
5

3
,
3

4

)
.

Volili jsme λ0 = 1.

2. Vypočtěte prvńı iteraci Newtonovy metody pro soustavu nelineárńıch rovnic

f1(x) = 16x41 + 16x42 + x43 − 16 = 0,

f2(x) = x21 + x22 + x23 − 3 = 0,

f3(x) = x31 − x2 = 0,

kde x = (x1, x2, x3) ∈ R3. Počátečńı aproximaci volte x(0) = (x
(0)
1 , x

(0)
2 , x

(0)
3 ) = (1, 1, 1).

Řešeńı Vypočteme Jacobiho matici zobrazeńı f :

J(x) =

 64x31 64x32 4x33
2x1 2x2 2x3
3x21 −1 0

 . (17)
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Vypočteme

J(1, 1, 1) =

 64 64 4
2 2 2
3 −1 0

 , f(1, 1, 1) =

 17
0
0


Pro prvńı iteraci x(1) Newtonovy metody pak řeš́ıme rovnice

J(x(0))(4x(0) = −f(x(0))

x(1) = x(0) +4x(0). 64 64 4 −17
2 2 2 0
3 −1 0 0

 ∼
 1 1 1 0

64 64 4 −17
3 −1 0 0

 ∼
 1 1 1 0

0 0 −60 −17
0 −4 −3 0

 ∼
 1 1 1 0

0 4 3 0
0 0 60 17


Tedy 4x(0) =

(
− 17

240
,−17

80
,
17

60

)T

a x(1) = (0, 93; 0, 79; 1, 28)T .

3. Vypočtěte prvńı dvě iterace Newtonovy metody pro soustavy nelineárńıch rovnic

x2 + y2 + z2 − 1 = 0,

x2 + y2 − 1/4 = 0,

y2 + z2 − 3/4 = 0,

jako počátečńı aproximaci zvolte x0 = (1; 1; 1).

Řešeńı Opět hledáme kořeny funkce
F(x, y, z) = (f1(x, y, z), f2(x, y, z), f3(x, y, z))T = 0, fi : R3 → R, i = 1, 2, 3, kde

f1(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1

f2(x, y, z) = x2 + y2 − 1

4

f3(x, y, z) = y2 + z2 − 3

4

Jako počátečńı aproximaci voĺıme bod x(0) = (1, 1, 1). Označme x = (x, y, z) ∈ R3.

Zde umı́me spoč́ıtat i přesné řešeńı: xex = (
1

2
; 0;

√
3

2
)T

Vypočteme Jacobiho matici zobrazeńı F:

J(x) =

 2x 2y 2z
2x 2y 0
0 2y 2z

 . (18)

Pak

J(1, 1, 1) =

 2 2 2
2 2 0
0 2 2

 , F(x(0)) =


2

7

4
5

4

 .
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Pro k−tou iteraci x(k), k = 0, 1, . . . , Newtonovy metody pak řeš́ıme rovnice

J(x(k))4x(k) = −F(x(k))

x(k+1) = x(k) +4x(k).

a) Prvńı iterace: Gaussovou eliminaćı poč́ıtáme nejprve4x(0) : [J(x(0))|−F(x(0))] =

=


2 2 2 −2

2 2 0 −7

4

0 2 2 −5

4

 ∼


1 1 1 −1

1 1 0 −7

8

0 1 1 −5

8

 ∼


1 1 1 −1

0 0 −1
1

8

0 1 1 −5

8

 ∼


1 1 1 −1

0 1 1 −5

8

0 0 1 −1

8

 .

Tedy 4x(0) =

(
−3

8
,−1

2
,−1

8

)T

; x(1) =

(
5

8
,
1

2
,
7

8

)T

.

Vypočteme ještě F(x(1)) =

(
13

32
,
25

64
,
17

64

)
, normu p̊uvodńıho nástřelu a normu

F(x(1)).

F(x(0))
.
= 2, 94 , F(x(1))

.
= 0, 62 ⇒ F(x(0))− F(x(1))

.
= 2, 32 .

Norma F se opravdu zmenšila.

b) Druhá iterace: Už známe x(1) a F(x(1). Vypočteme J(x(1)) a Gaussovou eliminaćı
4x(1):

5

4
1

7

4
−13

32
5

4
1 0 −25

64

0 1
7

4
−17

64

 ∼


5

4
1

7

4
−13

32

0 0 −7

4

1

64

0 1
7

4
−17

64

 ∼


5

4
1

7

4
−13

32

0 1
7

4
−17

64

0 0 −7

4

1

64

 .

Tedy 4x(1) =

(
− 9

80
,−1

4
,− 1

112

)T

a x(2) =

(
41

80
,
1

4
,

97

112

)T
.
= (0, 51; 0, 25; 0, 87) .

Konečně F(x(2))
.
= (0, 08; 0, 08; 0, 06)T , ‖F(x(2))‖ .= 0, 13 . Pro normy plat́ı:

‖F(x(2))‖ − ‖F(x(1))‖ .= 0, 62− 0, 13 = 0, 49 ,

zase jsme se v́ıce přibĺıžili ke kořeni.
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Výběrový seminář k Matematice B

Pavla Pavĺıková

1 Vázané extrémy funkce v́ıce proměnných

V hodinách Matematiky B jste se naučili hledat lokálńı extrémy funkce dvou proměnných
(většinou v celém jej́ım definičńım oboru). Připomeňme si větu popisuj́ıćı nutnou podmı́nku
pro existenci lokálńıho extrému, kterou jste si dokázali:

Věta 1. Necht’ G ⊂ R2 je otevřená množina a necht’ f ∈ C1(G). Má-li funkce f v bodě
(x0, y0) ∈ G lokálńı extrém, je nutně

∂f

∂x
(x0, y0) = 0,

∂f

∂y
(x0, y0) = 0.

Skutečnost, zda funkce f má ve stacionárńım bodě opravdu extrém, jste posuzovali pomoćı
Hessovy matice a jej́ıho determinantu. V praxi ovšem často hledáme extrémy funkce za
jistých omezuj́ıćıch (vazbových) podmı́nek. Uvedeme stručně alespoň jeden př́ıklad: v teore-
tické mechanice vazby zpravidla odpov́ıdaj́ı podmı́nkám omezuj́ıćım pohyb. Např. při popisu
pohybu matematického kyvadla (viz obr.) lze vazbu vyjádřit rovnićı x2 + y2 = l2, kde l je
délka závěsu.

Nejprve si zadefinujeme vázaný lokálńı extrém:

Definice 1. Necht’ je funkce f definovaná na množině A ⊂ R2. Necht’ M je množina bod̊u
(x, y) ∈ R2 vyhovuj́ıćıch rovnici g(x, y) = 0. Lokálńı extrémy funkce, která je určená funkćı f
na množině A∩M , nazýváme vázanými lokálńımi extrémy funkce f . Rovnici g(x, y) = 0,
která určuje množinu M , nazýváme vazbou.

V daľśım textu nast́ıńıme i př́ıpadné zobecněńı pro funkce n proměnných, kde n > 2, a v́ıce
vazbových podmı́nek.
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1.1 Př́ıpad, kdy jsme schopni vazbu vyjádřit explicitně

V některých jednoduchých př́ıpadech je možné z rovnice g(x, y) = 0 explicitně vyjádřit
proměnnou x nebo y, což nám umožńı úlohu převést na problém hledáńı extrému funkce
jedné proměnné (umı́me z kurzu Matematika A).

Př́ıklad 1. Najděte extrémy funkce f(x, y) = xy na množině M = {(x, y) ∈ R2 : x+y = 1}.

Funkce f je definovaná a spojitá na R2. Z podmı́nky vazby x + y = 1 lze snadno vyjádřit
y = 1− x, odkud dosazeńım do předpisu funkce f obdrž́ıme funkci jedné reálné proměnné

F (x) = f(x, 1− x) = x(1− x), x ∈ R.

Pro jej́ı derivaci plat́ı F ′(x) = 1 − 2x, x ∈ R. Funkce F m̊uže mı́t lokálńı extrém pouze
v bodě, kde F ′(x) = 0, tedy v bodě x0 = 1

2
. Vzhledem k tomu, že F ′′(1

2
) = −2 < 0, má funkce

F v bodě x0 = 1
2

lokálńı maximum s funkčńı hodnotou 1
4
. Funkce f má proto v bodě (1

2
, 1
2
)

vzhledem k množině x+ y = 1 lokálńı maximum s funkčńı hodnotou f(1
2
, 1
2
) = 1

4
.

Zkusme si danou úlohu představit geometricky. Grafem funkce f je plocha v R3, na ńı̌z
hledáme body s nejvěťśı či nejmenš́ı funkčńı hodnotou, přičemž se zaměřujeme jen na ty body,
které lež́ı v řezu dané plochy určeném rovinou o rovnici x+ y = 1, viz obr.

Obrázek je převzat ze stránek mathonline.fme.vutbr.cz.

♣ Cvičeńı 1: Najděte extrémy funkce f(x, y) = x2 + y2 na množině

M = {(x, y) ∈ R2 : x+ y = 1}.

Př́ıklad 2. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = 8x+ 2y − 10 na množině

M = {(x, y) ∈ R2 : y = −1
3
x3 + 1

3
}.

Funkce f je definovaná a spojitá na R2, dosad́ıme-li do jej́ıho předpisu y z podmı́nky vazby,
dostaneme funkci jedné reálné proměnné

F (x) = f(x,−1
3
x3 + 1

3
) = −2

3
x3 + 8x− 28

3
, x ∈ R .

Jej́ı derivace F ′(x) = −2x2 + 8 je nulová pro x = ±2. Dále plat́ı F ′′(x) = −4x. V bodě
x = −2 je F ′′(−2) > 0, funkce F zde tedy má lokálńı minimum. V bodě x = 2 je F ′′(2) < 0,
což svědč́ı o lokálńım maximu.
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Závěrem m̊užeme shrnout, že funkce f má na množině M lokálńı minimum v bodě (−2, 3)
s funkčńı hodnotou −20 a lokálńı maximum v bodě (2,−7/3) s funkčńı hodnotou 4/3.

Pod́ıvejme se nyńı, jak by situace vypadala zakreslená v rovině xy. V následuj́ıćım obrázku
jsou znázorněny vrstevnice grafu funkce z = f(x, y) pro hodnoty z0 = −20, −10, 4/3, 10 spolu
s křivkou o rovnici g(x, y) = −1/3x3 − y + 1/3 = 0. Povšimněmě si, že v bodech, kde jsme
objevili lokálńı extrémy, jsou vektory grad f(x, y) a grad g(x, y) lineárně závislé. Plat́ı totǐz
grad f(−2, 3) = (8, 2) a grad g(−2, 3) = (−4,−1), podobně grad f(2,−7/3) = (8, 2) a grad
g(2,−7/3) = (−4,−1).

Je to náhoda? V bodě (x0, y0) udává vektor grad f(x0, y0) směr největš́ıho r̊ustu funkce
f , vektor grad g(x0, y0) určuje normálu ke křivce o rovnici g(x, y) = 0. Kdyby vektor grad f
nebyl v bodě (x0, y0) kolmý ke křivce g(x, y) = 0 (jinými slovy lineárně závislý s vektorem
grad g(x0, y0)), pak by při posunu z bodu (x0, y0) po dané křivce funkčńı hodnoty funkce f
jedńım směrem rostly a na druhou stranu klesaly. To by ovšem znamenalo, že v bodě (x0, y0)
neńı extrém. V bodě lokálńıho extrému proto muśı existovat reálné č́ıslo λ, pro které plat́ı

grad f + λ grad g = 0.

Toto naše pozorováńı zobecńıme v daľśım odstavci.

1.2 Metoda Lagrangeových multiplikátor̊u

V situaci, kdy nejsme schopni z podmı́nky g(x, y) = 0 explicitně vyjádřit ani proměnnou x,
ani y, můžeme pro hledáńı vázaných extrémů využ́ıt Lagrangeovy multiplikátory.

Věta 2. (Lagrangeova metoda pro podmı́nku jedné vazby) Předpokládejme, že funkce f(x, y)
a g(x, y) maj́ı v okoĺı křivky g(x, y) = 0 totálńı diferenciál a dále v každém bodě křivky
g(x, y) = 0 je alespoň jedna z derivaćı ∂g

∂x
, ∂g
∂y

r̊uzná od nuly. Potom plat́ı: má-li funkce

f(x, y) v bodě (x0, y0) křivky g(x, y) = 0 lokálńı extrém na této křivce, pak existuje taková
konstanta λ, že pro funkci

Lλ(x, y) = f(x, y) + λg(x, y)

jsou v bodě (x0, y0) splněny rovnice

∂Lλ
∂x

(x0, y0) = 0,
∂Lλ
∂y

(x0, y0) = 0.
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Poznámka: Výše zkonstruovaná funkce Lλ(x, y) bývá často nazývána Lagrangeovou funkćı.

Nástin d̊ukazu:
Předpokládejme, že funkce f(x, y) má v bodě (x0, y0) lokálńı extrém vzhledem ke křivce o
rovnici g(x, y) = 0 a alespoň jedna z derivaćı ∂g

∂x
(x0, y0),

∂g
∂y

(x0, y0) je nenulová. Bez újmy

na obecnosti předpokládejme, že např. ∂g
∂y

(x0, y0) 6= 0. Podle věty o implicitńı funkci (viz

např. skripta Matematika II ve strukturovaném studiu, str. 144) tedy existuje funkce y =
ϕ(x) definovaná na nějakém δ-okoĺı bodu x0 s hodnotami v nějakém ε-okoĺı y0 taková, že
g(x, ϕ(x)) = 0 pro každé x ∈ Oδ(x0). Nav́ıc plat́ı, že y = ϕ(x) je jednoznačně určená
hodnota y ∈ Oε(y0), pro kterou plat́ı g(x, y) = 0. Dosad’me dále y = ϕ(x) do předpisu
funkce f ; dostaneme funkci jedné reálné proměnné, označme ji např. f̃(x) = f(x, ϕ(x)).

Má-li funkce f v bodě (x0, y0) lokálńı extrém vzhledem k vazbě g(x, y) = 0, má funkce
f̃ v bodě x0 rovněž lokálńı extrém. Protože je ale f̃ spojitě diferencovatelnou funkćı na
okoĺı Oδ(x0), muśı platit f̃ ′(x0) = 0. Podle pravidel pro derivaci implicitńı a složené funkce
dostáváme

0 = f̃ ′(x0) =
∂f

∂x
(x0, y0) +

∂f

∂y
(x0, y0) · ϕ′(x0) =

=
∂f

∂x
(x0, y0) +

∂f

∂y
(x0, y0) ·

(
−

∂g
∂x

(x0, y0)
∂g
∂y

(x0, y0)

)
. (∗)

Pokud zvoĺıme

λ = −
∂f
∂y

(x0, y0)
∂g
∂y

(x0, y0)
,

pak budou splněny rovnice

∂f

∂x
(x0, y0) + λ · ∂g

∂x
(x0, y0) = 0 (∗∗)

i
∂f

∂y
(x0, y0) + λ · ∂g

∂y
(x0, y0) = 0, (∗ ∗ ∗)

což bylo naš́ım úkolem dokázat.

Poznámka: Zvláštńı pozornost muśıme věnovat těm bod̊um křivky g(x, y) = 0, v nichž je
vektor gradient funkce g nulový, nebot’ v těchto bodech nejsou splněny všechny předpoklady
výše uvedené věty, viz jednoduchý př́ıklad:

Př́ıklad 3. Uvažujme funkci f(x, y) = x a hledejme jej́ı extrémy na množině M = {(x, y) ∈
R2 : y2 = x3}.

Funkce f je definovaná a spojitá na R2. Pro jej́ı gradient plat́ı grad f(x, y) = (1, 0).
Označ́ıme-li g(x, y) = y2 − x3 = 0 podmı́nku vazby, dostaneme pro Lagrangeovu funkci

Lλ(x, y) = x+ λ(y2 − x3)
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soustavu

1− 3x2 · λ = 0,

2y · λ = 0,

y2 − x3 = 0.

Druhá rovnice by platila v př́ıpadě y = 0 (odtud by z třet́ı rovnice plynulo x = 0, což by
ovšem bylo ve sporu s prvńı rovnićı) nebo λ = 0 (tato možnost je vyloučena platnost́ı prvńı
rovnice). Soustava tedy nemá žádné řešeńı, a to by znamenalo, že f nemá na množině M
žádný lokálńı extrém. Snadno si rozmysĺıme, že tomu tak ale neńı (stač́ı si uvědomit, že
množina M je sjednoceńım graf̊u funkćı y = x3/2 a y = −x3/2 pro x ≥ 0) – funkce f má na
množině M evidentně lokálńı (dokonce globálńı) minimum v bodě (0, 0). V tomto bodě neńı
splněn jeden z předpoklad̊u věty o Lagrangeových multiplikátorech, a sice nenulovost vektoru
grad g.

Je třeba si uvědomit, ža věta o Lagrangeových multiplikátorech formuluje
nutnou, nikoliv postačuj́ıćı podmı́nku pro existenci extrému, ani nám neposky-
tuje návod, jak rozhodnout, zda v nalezeném podezřelém bodě extrém nastává!
K tomu je třeba hlubš́ı vyšetřováńı přesahuj́ıćı rámec našeho semináře. Může se např́ıklad
stát, že ačkoliv Lagrangeova funkce v podezřelém bodě extrém nemá, p̊uvodńı funkce f v ta-
kovém bodě extrém má. My se proto dále omeźıme na hledáńı globálńıch extrémů spojitých
funkćı na omezených uzavřených množinách.

Př́ıklad 4. Najděte maximálńı a minimálńı hodnotu funkce f(x, y) = xy na množině

M = {(x, y) ∈ R2 : x2 + xy + y2 = 1}.

Funkce f je definovaná a spojitá na R2. Tentokrát ovšem nejsme schopni (jako v př́ıkladu 1)
z rovnice vazby explicitně vyjádřit proměnnou y. Označme tedy g(x, y) = x2 +xy+y2−1 = 0
a uvažujme funkci

Lλ(x, y) = xy + λ(x2 + xy + y2 − 1).

Pro př́ıpadné lokálńı extrémy muśı platit soustava rovnic

y + λ(2x+ y) = 0

x+ λ(x+ 2y) = 0

x2 + xy + y2 = 1 .

Vynásob́ıme-li prvńı rovnici proměnnou y a druhou rovnici proměnnou x, dostaneme po
odečteńı obou těchto rovnic podmı́nku

(y2 − x2)(1 + λ) = 0,

která bude splněna v př́ıpadech x = y, x = −y, resp. λ = −1.
a) V př́ıpadě x = y dostaneme po dosazeńı do rovnice vazby kvadratickou rovnici 3x2 = 1

s kořeny x1 =
√
3
3

, x2 = −
√
3
3

.
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b) V př́ıpadě x = −y dostaneme po dosazeńı do rovnice vazby kvadratickou rovnici x2 = 1
s kořeny x3 = 1, x4 = −1.
c) Po dosazeńı λ = −1 do prvńı a druhé rovnice plyne x = 0, y = 0, což je ovšem ve sporu
s třet́ı rovnićı.
Rovnice g(x, y) = 0 je rovnićı elipsy, tedy omezené a uzavřené množiny, na ńı̌z spojitá
funkce f nabývá svého maxima a minima. Vektor grad g je nulový pouze v bodě (0, 0), ten
ovšem nenálež́ı množině M . Jedinými body, kde proto m̊uže docházet k extrému, jsou na
základě našeho vyšetřováńı pouze body (

√
3
3
,
√
3
3

), (−
√
3
3
,−
√
3
3

), (1,−1) a (−1, 1). Vypočteńım
funkčńıch hodnot v těchto bodech zjist́ıme, že f(1,−1) = f(−1, 1) = −1 je minimálńı a

f(
√
3
3
,
√
3
3

) = f(−
√
3
3
,−
√
3
3

) = 1
3

je maximálńı hodnota funkce f na množině M .
Pro zaj́ımavost dodejme, že vázané extrémy m̊užeme snadno hledat i s pomoćı vhodného

matematického softwaru. Např. v programu Maple bychom body, v nichž má funkce f v tomto
př́ıkladu vázané extrémy, našli s použit́ım př́ıkazu extrema:

> f:=x*y; g:=x^2+x*y+y^2-1=0;

> extrema(f,g,{x,y},’body’);

> body;

Jako výsledek bychom obdrželi seznam bod̊u:
{{x = −1, y = 1}, {x = 1, y = −1}, {x = −

√
3
3
, y = −

√
3
3
}, {x =

√
3
3
, y =

√
3
3
}}.

V obrázku jsou znázorněny vrstevnice grafu z = f(x, y) = xy pro z0 = 1,−1, 1/3,−1/3 a
křivka o rovnici x2 + xy + y2 = 1 spolu s body, v nichž f nabývá extrém̊u.

♣ Cvičeńı 2: Najděte extrémy funkce f(x, y) = x2 + 2y2 na množině M = {(x, y) ∈ R2 :
x2 − 2x+ 2y2 + 4y = 0}. Výsledek si překontrolujte v Maplu pomoćı př́ıkazu extrema.

1.3 Globálńı extrémy

V předmětu Matematika A jste se zabývali otázkou hledáńı extrémů funkce jedné reálné
proměnné na uzavřeném intervalu. Vı́te, že spojitá funkce na takové množině nutně nabývá
své největš́ı i nejmenš́ı hodnoty. Nyńı můžeme rozš́ı̌rit problém hledáńı globálńıch extrémů
i pro funkce v́ıce proměnných:
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Globálńı extrémy funkce f , která má spojité parciálńı derivace na uzavřené omezené množině
M , hledáme takto:

• Najdeme lokálńı extrémy funkce f ve všech vnitřńıch bodech množiny M .

• Najdeme vázané extrémy funkce f na hranici množiny M (hranice zde odpov́ıdá
podmı́nce vazby).

• Vybereme nejmenš́ı a největš́ı hodnotu z takto určených funkčńıch hodnot.

Postup si předvedeme na konkrétńım př́ıkladu:

Př́ıklad 5. Najděte maximálńı a minimálńı hodnotu funkce f(x, y) = x2 + y2 − 12x + 16y
na množině M = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 25}.

Funkce f je spojitá a diferencovatelná na R2, tedy konkrétně i na množině M , která od-
pov́ıdá kruhu o poloměru 5 se středem v počátku soustavy souřadné. Množina M je uzavřená
a omezená (Rozmyslete si sami, proč.), a proto funkce f nabývá na této množině globálńıho
maxima i minima.

Pod́ıvejme se nejprve na př́ıpadné lokálńı extrémy uvnitř množiny M . Pro stacionárńı
body muśı platit nutná podmı́nka pro existenci lokálńıch extrém̊u

∂f

∂x
(x, y) = 2x− 12 = 0,

∂f

∂y
(x, y) = 2y + 16 = 0 .

Obě rovnice splňuje pouze bod (6,−8), jenž ovšem nelež́ı v množině M – uvnitř množiny M
proto nenajdeme žádný lokálńı extrém.

Nyńı vyšetř́ıme hranici množiny M popsanou podmı́nkou g(x, y) = x2 + y2 − 25 = 0
metodou Lagrangeových multiplikátor̊u. Pro gradient funkce g plat́ı grad g(x, y) = (2x, 2y).
Tento vektor je nulový v bodě (0, 0), což ovšem neńı bod hranice množiny M . Hledáme tedy
řešeńı soustavy rovnic:

∂f

∂x
+ λ

∂g

∂x
= 2x− 12 + λ · 2x = 0

∂f

∂y
+ λ

∂g

∂y
= 2y + 16 + λ · 2y = 0

g(x, y) = x2 + y2 − 25 = 0 .

Z prvńı rovnice plyne x(1 + λ) = 6, tedy jistě bude x 6= 0 a λ 6= −1 (jinak by tato rovnice

neměla smysl), a m̊užeme odtud vyjádřit x =
6

1 + λ
. Zcela analogickou úvahou dostaneme z

druhé rovnice y =
−8

1 + λ
. Dosazeńım do podmı́nky vazby pak máme kvadratickou rovnici

(
6

1 + λ

)2

+

(
−8

1 + λ

)2

= 25,

jej́ımǐz kořeny jsou λ1 = −3 a λ2 = 1. Pro λ1 = −3 dopoč́ıtáme souřadnice

x1 =
6

1− 3
= −3 a y1 =

−8

1− 3
= 4,
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pro λ2 = 1 podobně

x2 =
6

1 + 1
= 3 a y2 =

−8

1 + 1
= −4.

Celkem jsme našli dva ”kandidáty”na globálńı extrémy, přičemž f(−3, 4) = 125 a f(3,−4) =
−75. Srovnáńım těchto hodnot snadno zjist́ıme, že funkce f má na množině M globálńı ma-
ximum v bodě (−3, 4) s funkčńı hodnotou 125 a globálńı minimum v bodě (3,−4) s funkčńı
hodnotou −75.

Tı́m bychom mohli řešeńı dané úlohy ukončit. Pro zaj́ımavost ale m̊užeme srovnat s vyšetře-
ńım hranice ”klasickým”zp̊usobem. Pro body ”horńı”p̊ulkružnice ohraničuj́ıćı množinu M
plat́ı y =

√
25− x2, x ∈ 〈−5; 5〉. Dosazeńım do předpisu funkce f dostaneme funkci jedné

reálné proměnné

G(x) = f(x,
√

25− x2) = 25− 12x+ 16
√

25− x2.

Pro jej́ı derivaci plat́ı

G′(x) = −12− 16x√
25− x2

.

Podmı́nka G′(x) = 0 je splněna pro x = −3 (Ověřte sami!), dále G′(x) neńı definována
pro x = ±5. Máme zat́ım celkem tři body podezřelé z extrému: (−3, 4), (5, 0) a (−5, 0),
přičemž f(−3, 4) = 125, f(5, 0) = −35 a f(−5, 0) = 85. Podobně pro body ”dolńı”p̊ulkružnice
ohraničuj́ıćı množinu M plat́ı y = −

√
25− x2, x ∈ 〈−5; 5〉. Dosazeńım do předpisu funkce

f dostaneme funkci jedné reálné proměnné

H(x) = f(x,−
√

25− x2) = 25− 12x− 16
√

25− x2.

Pro jej́ı derivaci plat́ı

H ′(x) = −12 +
16x√

25− x2
.

Podmı́nka H ′(x) = 0 je splněna pro x = 3 (Ověřte sami!), krajńı body intervalu 〈−5; 5〉
jsme jǐz diskutovali v předchoźım př́ıpadě. Daľśım bodem podezřelým z extrému tedy bude
bod (3,−4), kde f(3,−4) = −75. Porovnáńım všech funkčńıch hodnot v podezřelých bodech
dojdeme ke stejnému závěru jako při použit́ı metody Lagrangeových multiplikátor̊u.

♣ Cvičeńı 3: Najděte maximálńı a minimálńı hodnotu funkce f(x, y) = 2xy na množině

M = {(x, y) ∈ R2;x2 + y2 ≤ 4}.

Věta 3. (Rozš́ıřeńı Lagrangeovy metody pro n proměnných a k vazbových podmı́nek) Necht’

je dána funkce f : A→ R, A ⊂ Rn. Množina M je dána soustavou rovnic

g1(x1, x2, . . . , xn) = 0

g2(x1, x2, . . . , xn) = 0
...

gk(x1, x2, . . . , xn) = 0, k < n.
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Má-li funkce f(x1, x2, . . . , xn) v bodě (x̃1, x̃2, . . . , x̃n) lokálńı extrém vzhledem k A ∩ M a
jsou-li vektory

grad g1(x̃1, x̃2, . . . , x̃n), grad g2(x̃1, x̃2, . . . , x̃n), . . . , grad gk(x̃1, x̃2, . . . , x̃n)

v tomto bodě lineárně nezávislé, pak existuj́ı takové konstanty λ1, λ2, . . . , λk, že pro funkci

Lλ1,...,λk(x1, x2, . . . , xn) = f(x1, x2, . . . , xn) +
k∑
j=1

λjgj(x1, x2, . . . , xn)

jsou v bodě (x̃1, x̃2, . . . , x̃n) splněny rovnice

∂Lλ1,...,λk
∂x1

(x̃1, x̃2, . . . , x̃n) = 0, . . . ,
∂Lλ1,...,λk
∂xn

(x̃1, x̃2, . . . , x̃n) = 0.

Př́ıklad 6. Najděte extrémy funkce f(x, y, z) = xy + yz na množině

M = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1 ∧ x+ y + z = 1}.

Funkce f je definovaná a spojitě diferencovatelná na R3. Pod́ıvejme se na množinu M .
Podmı́nka g1(x, y, z) = x2 + y2 + z2− 1 = 0 definuje body na sféře se středem v bodě (0, 0, 0)
a s poloměrem rovným jedné. Podmı́nka g2(x, y, z) = x+ y + z − 1 = 0 popisuje body roviny
určené např. trojićı bod̊u (1, 0, 0), (0, 1, 0) a (0, 0, 1). Množina M jako pr̊unik těchto dvou
množin je kružnice v R3, tud́ı̌z množina omezená a uzavřená. Spojitá funkce f tedy na M
jistě nabývá svého maxima i minima. K nalezeńı bod̊u, v nichž f nabývá těchto hodnot,
použijeme metodu Lagrangeových multiplikátor̊u. Pro gradienty funkćı g1, g2 máme

grad g1(x, y, z) = (2x, 2y, 2z), grad g2(x, y, z) = (1, 1, 1).

Tyto vektory jsou v př́ıpadě, kdy x = y = z, lineárně závislé (Rozmyslete podrobně sami!).
Muśıme proto ověřit, zda některý bod množiny M nesplňuje tuto podmı́nku (v takovém
př́ıpadě by nebyly splněny předpoklady použité věty). Dosazeńım x = y = z dostaneme sou-
stavu

3x2 = 1 ∧ 3x = 1,

která nemá žádné řešeńı. M̊užeme proto přistoupit k řešeńı soustavy o pěti neznámých:

y + λ1 · 2x+ λ2 = 0

x+ z + λ1 · 2y + λ2 = 0

y + λ1 · 2z + λ2 = 0

x2 + y2 + z2 − 1 = 0

x+ y + z − 1 = 0.

Odečteńım prvńı a třet́ı rovnice dostaneme podmı́nku λ1x = λ1z splněnou v př́ıpadě λ1 = 0,
resp. x = z.

9



• Při λ1 = 0 plat́ı λ2 = −y = −x−z, odkud po dosazeńı do posledńı rovnice plyne y = 1
2

a
daľśım dosazeńım do čtvrté rovnice dostaneme kvadratickou rovnici x2+ 1

4
+(1

2
−x)2 = 1,

jej́ımǐz kořeny jsou č́ısla x1,2 = 1±
√
5

2
. Celkem tedy obdrž́ıme dvojici podezřelých bod̊u

A1 = (1+
√
5

4
, 1
2
, 1−

√
5

4
), A2 = (1−

√
5

4
, 1
2
, 1+

√
5

4
).

• V př́ıpadě x = z vyjádř́ıme z posledńı rovnice y = 1−2x, a po dosazeńı do čtvrté rovnice
řeš́ıme kvadratickou rovnici 2x2 + (1− 2x)2 = 1. Opět źıskáme dva kořeny, a to x3 = 0
a x4 = 2

3
, vedoućı k daľśı dvojici podezřelých bod̊u: A3 = (0, 1, 0) a A4 = (2

3
,−1

3
, 2
3
).

Srovnáńım funkčńıch hodnot ve všech podezřelých bodech zjist́ıme, že funkce f nabývá své
maximálńı hodnoty 1

4
v bodech A1, A2 a minimálńı hodnoty −4

9
v bodě A4.

♣ Cvičeńı 4: Najděte maximum a minimum funkce f(x, y, z) = xy + z na množině

M = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 1}.

♣ Cvičeńı 5: Najděte globálńı extrémy funkce f(x, y, z) = x+ y + z na množině

M = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 4}.

1.4 Aplikačńı úlohy

Př́ıklad 7. Určete délky hran a, b, c kvádru vepsaného do polokoule o poloměru R tak, aby
měl tento kvádr maximálńı možný objem.
Hledáme maximum funkce V (a, b, c) = abc. Nyńı muśıme popsat podmı́nku vazby: snadno
nahlédneme, že jedna stěna kvádru bude ležet v rovině ohraničuj́ıćı danou polokouli a vzhle-
dem k symetrii úlohy bude střed koule i středem této stěny.

Pomoćı Pýthagorovy věty (viz obr.) odvod́ıme podmı́nku pro vazbu:

a2

4
+
b2

4
+ c2 = R2, neboli a2 + b2 + 4c2 = 4R2,

přičemž z geometrické povahy úlohy plyne a, b, c ≥ 0.
Funkce V (a, b, c) je spojitá a množina, na které hledáme extrém, je uzavřená a omezená,

a proto jistě hledané maximum existuje. Uvažujme funkci

Lλ(a, b, c) = abc+ λ(a2 + b2 + 4c2 − 4R2)
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a použijme metodu Lagrangeových multiplikátor̊u k nalezeńı podezřelých bod̊u:

bc+ 2λa = 0

ac+ 2λb = 0

ab+ 8λc = 0

a2 + b2 + 4c2 = 4R2.

Pokud by alespoň jeden z rozměr̊u a, b, c byl roven nule, funkce V (a, b, c) by nabývala nulové
hodnoty (šlo by o jej́ı minimum). M̊užeme proto dále předpokládat, že a, b, c > 0. Děĺıme-li
navzájem prvńı a druhou rovnici, dostaneme podmı́nku a = b. Podobně děleńım druhé a
třet́ı rovnice odvod́ıme rovnost b = 2c. Dosazeńım do posledńı rovnice obdrž́ıme kvadratickou
rovnici b2 + b2 + b2 = 4R2, odkud plyne 3b2 = 4R2, tedy b = 2

3

√
3R, a dále a = 2

3

√
3R,

c = 1
3

√
3R. Kvádr o maximálńım objemu 4

9

√
3R3 vepsaný do polokoule o poloměru R bude

mı́t rozměry a = 2
√
3

3
R = b, c =

√
3
3
R.

♣ Cvičeńı 6: Najděte minimum funkce f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 na množině

M = {(x, y, z) ∈ R3 : x+ y + z = 0 ∧ x+ 2y + 3z = 1}.

Jak lze úlohu interpretovat geometricky?

♣Cvičeńı 7: Najděte na sféře x2+y2+z2 = 4 bod, který lež́ı nejdále od boduA = (1,−1, 1).

Př́ıklad 8. Nutná podmı́nka pro termodynamickou rovnováhu soustavy složené
z s složek f fáźı při konstatńım tlaku a objemu1 Termodynamické chováńı soustavy
poṕı̌seme pomoćı Gibbsovy energie G v závislosti na počtech n

(j)
i mol̊u i-té složky v j-té fázi,

i = 1, 2, . . . , s, j = 1, 2, . . . , f :

G = G(n
(1)
1 , n

(1)
2 , . . . , n(1)

s , . . . , n
(f)
1 , n

(f)
2 , . . . , n(f)

s ) .

Hledáme nutnou podmı́nku pro to, aby funkce G měla minimum, přičemž očekáváme, že
celkový počet mol̊u libovolné složky ve všech fáźıch z̊ustane konstantńı – jde tedy o nutnou
podmı́nku extrému funkce G vázaného podmı́nkami

n
(1)
1 + n

(2)
1 + · · ·+ n

(f)
1 = k1,

n
(1)
2 + n

(2)
2 + · · ·+ n

(f)
2 = k2,

. . .

n(1)
s + n(2)

s + · · ·+ n(f)
s = ks,

kde k1, . . . , ks jsou konstanty. Uvažujme proto funkci

F (n
(1)
1 , n

(1)
2 , . . . , n(1)

s , . . . , n
(f)
1 , n

(f)
2 , . . . , n(f)

s ) = G(n
(1)
1 , n

(1)
2 , . . . , n(1)

s , . . . , n
(f)
1 , n

(f)
2 , . . . , n(f)

s )+

+λ1(n
(1)
1 + n

(2)
1 + · · ·+ n

(f)
1 − k1) + λ2(n

(1)
2 + n

(2)
2 + · · ·+ n

(f)
2 − k2)+

+ · · ·+ λs(n
(1)
s + n(2)

s + · · ·+ n(f)
s − ks) .

1Viz Kolda S., Krajňáková D., Kimla A.: Matematika pro chemiky I, SNTL Praha, 1989.
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Pro jej́ı stacionárńı body plat́ı

∂G

∂n
(j)
1

+ λ1 = 0,

∂G

∂n
(j)
2

+ λ2 = 0, j = 1, 2, . . . , f,

. . .
∂G

∂n
(j)
s

+ λs = 0

spolu s danými s vazbami. Vzhledem k tomu, že
∂G

∂n
(j)
i

má význam chemického potenciálu

i-té složky v j-té fázi, plyne odtud nutná podmı́nka termodynamické rovnováhy: Chemický
potenciál dané složky je ve všech fáźıch stejný, nebot’

∂G

∂n
(j)
i

= −λi , i = 1, 2, . . . , s .

Př́ıklad 9. Napǐste dané kladné č́ıslo x jako součet k kladných č́ısel tak, aby byl součet jejich
druhých mocnin minimálńı.
Označme si jednotlivé sč́ıtance jako x1, x2, . . . , xk. Hledáme minimum funkce

f(x1, x2, . . . , xk) =
k∑
i=1

x2i

vzhledem k podmı́nce x1 + x2 + · · ·+ xk = x. Použit́ım metody Lagrangeových multiplikátor̊u
dostaneme soustavu rovnic

2x1 + λ = 0,

2x2 + λ = 0,
...

2xk + λ = 0,

x1 + x2 + · · ·+ xk = x.

Odtud plyne x1 = −λ
2

= x2 = · · ·xk, přičemž z posledńı rovnice odvod́ıme λ = −2x
k

, tedy
x1 = x2 = · · · = xk = x

k
. V takovém př́ıpadě bude součet všech druhých mocnin těchto č́ısel

roven x2

k
.
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Výsledky cvičeńı k této kapitole:

1. Funkce f nabývá na př́ımce o rovnici x+ y = 1 v bodě (1
2
, 1
2
) minimálńı hodnoty 1

2
.

2. Funkce f má globálńı maximum v bodě (2,−2) s funkčńı hodnotou 12 a globálńı minimum
v bodě (0, 0) s funkčńı hodnotou 0.

3. Funkce f má na množině M globálńı maximum v bodech (
√

2,
√

2) a (−
√

2,−
√

2) s funkčńı
hodnotou 4 a globálńı minimum v bodech (−

√
2,
√

2) a (
√

2,−
√

2) s funkčńı hodnotou −4.
Pozn. stacionárńı bod (0, 0) je sedlovým bodem.

4. Funkce f má globálńı maximum v bodě (0, 0, 1) s funkčńı hodnotou 1 a globálńı minimum
v bodě (0, 0,−1) s funkčńı hodnotou −1.

5. Funkce f má globálńı maximum v bodě (2
√
3

3
, 2
√
3

3
, 2
√
3

3
) s funkčńı hodnotou 2

√
3 a globálńı

minimum v bodě (−2
√
3

3
,−2

√
3

3
,−2

√
3

3
) s funkčńı hodnotou −2

√
3.

6. Funkce f nabývá na množině M minimálńı hodnoty 1
2

v bodě (−1
2
, 0, 1

2
). Geometricky lze

úlohu chápat jako hledáńı takového společného bodu dvou zadaných rovin, jehož vzdálenost
od bodu (0, 0, 0) je minimálńı.

7. Nejvzdáleněǰśım bodem od bodu A je bod X =
(
−2
√
3

3
, 2
√
3

3
,−2

√
3

3

)
.
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Výběrový seminář k matematice B

Miroslava Dubcová

1 Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u. Jej́ı použit́ı při zpra-

cováńı naměřených dat.

Při řešeńı inženýrských problémů jsme obvykle schopni odvodit model procesu nebo děje
prob́ıhaj́ıćıho v zař́ızeńı. Na základě pouze teoretických úvah však nejsme často schopni určit
numerické hodnoty parametr̊u, které v modelu vystupuj́ı. Aby se tyto parametry mohly
určit, je zapotřeb́ı provést vhodný typ experimentu. Modely bývaj́ı z matematického hle-
diska nejr̊uzněǰśı povahy - jde obvykle o lineárńı či nelineárńı algebraické rovnice, obyčejné
diferenciálńı rovnice nebo o parciálńı diferenciálńı rovnice. My se omeźıme na lineárńı a
nelineárńı algebraické rovnice.

1.1 Obecná lineárńı metoda nejmenš́ıch čtverc̊u. Jej́ı použit́ı při
zpracováńı naměřených dat.

Předpokládejme hledanou závislost ve tvaru

y =
n∑
i=1

aifi(x),

kde x = (x1, . . . , xn) je vektor nezávisle proměnných, a = (a1, . . . , an) je vektor para-
metr̊u, jejichž hodnoty je třeba určit, a y je závisle proměnná (odezva). Předpokládejme,
že naměř́ıme hodnoty nezávisle proměnné xk a závisle proměnné yk pro k = 1 . . . ,m. Hod-
noty nezávisle proměnné xki se měř́ı s prakticky zanedbatelnou chybou ve srovnáńı s chybou
měřeńı závisle proměnné yk. Metody určováńı hodnot parametr̊u jsou založeny na extrema-
lizaci nějaké účelové funkce S(a), která charakterizuje shodu mezi naměřenými hodnotami
závisle proměnné a hodnotami závisle proměnné vypočtenými z modelové představy. Na
základě předpoklad̊u o chybách měřeńı, kterých se dopoušt́ıme, se použ́ıvá r̊uzných kritéríı
- účelových funkćı. Nejčastěji využ́ıvanou metodou, je metoda nejmenš́ıch čtverc̊u. Metoda
nejmenš́ıch čtverc̊u spoč́ıvá v minimalizaci součtu čtverc̊u odchylek, tj. účelová funkce má
tvar

S(a) =
m∑
k=1

(
yk −

n∑
i=1

aifi(x
k)

)2

. (1)

Nutná podmı́nka pro minimum součtu čtverc̊u odchylek je

gradS(a) = 0. (2)
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Pro j-tou složku gradientu

(
∂S(a)

∂aj

)
to znamená

m∑
i=k

(
yk −

n∑
i=1

aifi(x
k)

)
fj(x

k) = 0, j = 0, 1, . . . , n .

Dostáváme tedy soustavu (n+ 1)× (n+ 1) lineárńı algebraických rovnic

Na = b , (3)

kde

N =


(f 1,f 1) (f 2,f 1) . . . (fn,f 1)
(f 1,f 2) . . . . . . (fn,f 2)

...
(f 1,fn) . . . . . . (fn,fn)

 , b =


(y,f 1)
(y,f 2)

...
(y,fn)

 , (4)

kde jsme označili

(f i,f j) =
m∑
k=1

fi(x
k)fj(x

k) , (5)

(y,f j) =
m∑
k=1

ykfj(x
k). (6)

y = (y1, . . . ym) (7)

f i = (fi(x
1), . . . fi(x

m)). (8)

Označ́ıme-li matici

F =


f1(x

1) f2(x
1) f3(x

1) . . . fn(x1)

f1(x
2) f2(x

2) f3(x
2) . . . fn(x1)

...

f1(x
m) f2(x

m) f3(x
m) . . . fn(xm)

 , (9)

můžeme rovnici (3) přepsat do tvaru

FTFa = FTy , (10)

Řešeńı soustavy (3) a∗, které minimalizuje účelovou funkci S(a), lze źıskat podle vztahu

a∗ = (FTF)−1FTy. (11)

Matice FTF může být špatně podmı́něná, což může vést při větš́ım rozměru n k výsledk̊um,
které jsou silně ovlivněny zaokrouhlovaćımi chybami.

Př́ıklad 1. V tabulce jsou uvedena naměřená data teploty a tepelné vodivosti pro železo.
Předpokládejme, že závislost tepelné vodivosti na teplotě je kvadratická. Odhadněte para-
metry modelu, který odpov́ıdá těmto dat̊um, a zakreslete křivku i naměřená data.
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teplota [K] 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

vodivost [K W
cm

] 1.32 0.94 0.835 0.803 0.694 0.613 0.547 0.487 0.433 0.38

Řešeńı: Závislost tepelné vodivosti λ na teplotě T bude

λ(a, b, c) = a + b T + c T 2 .

Označme vektory naměřených hodnot

λ = {100, 200, 300, 400, 500, 600, 700, 800, 900, 1000},
T = {1.32, 0.94, 0.835, 0.803, 0.694, 0.613, 0.547, 0.487, 0.433, 0.38}.

Sestav́ıme si matici F:

F =



1 100 10000

1 200 40000

1 300 90000

1 400 160000

1 500 250000

1 600 360000

1 700 490000

1 800 640000

1 900 810000

1 1000 1000000



.

Soustava (10) má pak tvar
10 5500 3850000

5500 3850000 3025000000

3850000 3025000000 2533300000000




a

b

c

 =


7.052

3148.7

1.95905× 106


Vyřeš́ıme-li soustavu lineárńıch rovnic, dostaneme:

{1.3888,−0.001872, 9.0 · 10−7}> .

Závislost tepelné vodivosti na teplotě tedy je

λ = 1.3888 − 0.001872T + 9.0 · 10−7 T 2 .
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Nakresĺıme graf této závislosti:

Naměřená data

Odhadnutá závislost

200 400 600 800 1000
T

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

λ
Závislost tepelné vodivosti na teplotě

1.2 Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u pro nelineárńı závislost

Předpokládejme nelineárńı matematický model

y = f(x,a) , x ∈ Rn , a ∈ Rp . (12)

Máme-li odhadnout parametry a1, a2, . . . , ap v tomto modelu metodou nejmenš́ıch čtevrc̊u,
muśıme minimalizovat součet čtverc̊u odchylek

S(a) =
m∑
j=1

(
f(xj,a)− yj

)2
=

m∑
j=1

q2j (a).

Reziduum j-tého měřeného bodu jsme označili qj.
Označme minimum součtu čtverc̊u odchylek a∗. Toto minimum hledáme jako limitu posloup-
nosti ak tak, aby stále platilo:

S(ak+1) < S(ak).

Odvod’́ıme si nyńı tzv. Gaussovu-Newtonovu metodu. Uděláme Taylor̊uv rozvoj funkce f se
zanedbáńım kvadratických a vyšš́ıch člen̊u v bodě ak vzhledem k a:

f(x,a) ≈ f(x,ak) +

p∑
j=1

∂f(x,ak)

∂aj
(aj − akj ).

Dosad́ıme do p̊uvodńı formule (12) za f(x,ak+1)

y = f(x,ak) +

p∑
j=1

∂f(x,ak)

∂aj
(ak+1
j − akj ) .
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Vyhodnocujeme nyńı mı́sto p̊uvodńı formule aproximativńı formuli

y − f(x,ak) =

p∑
j=1

∂f(x,ak)

∂aj
4akj k = 0, 1, 2, . . . (13)

pro nové neznámé parametry 4akj , ve kterých je už ale formule (13) lineárńı.

Na levé straně vztahu (13) je nová závisle proměnná y − f(x,ak). Hodnoty ∂f(x,ak)/∂aj
známe vzhledem k tomu, že známe ak.

Nový odhad parametru ak+1 dostaneme

ak+1 = ak + 4ak .

Označ́ıme-li Jakobiho matici

Γ(a) =



∂f(x1,a)

∂a1

∂f(x1,a)

∂a2
. . .

∂f(x1,a)

∂an
∂f(x2,a)

∂a1
. . . . . . . . .

...

∂f(xm,a)

∂a1
. . . . . .

∂f(xm,a)

∂an


.

Hledáńı minima účelové funkce pro úlohu (13) s využit́ım této matice představuje řešeńı
soustavy lineárńıch rovnic zapsané maticově

ΓT (ak)Γ(ak)4ak = −ΓT (ak)q(ak) , k = 0, 1, 2, . . .

rozměru p× p, kde jsme označili qT = (q1, q2, . . . , qm).

Výsledkem soustavy lineárńıch rovnic je př́ır̊ustek

4ak = −
(
ΓT (ak)Γ(ak)

)−1
ΓT (ak)q(ak) , k = 0, 1, 2, . . .

Tohoto výsledného 4ak použijeme pro výpočet následuj́ıćıho prvku minimalizuj́ıćı posloup-
nosti {ai} podle vztahu

ak+1 = ak + λ4ak , k = 0, 1, 2, . . .

kde většinou budeme volit λ rovno 1, někdy však z intervalu λ ∈ (0, 1).

Tato ”pojistka”λ slouž́ı k tomu, aby byla v každém kroku splněna podmı́nka

S(ak+1) < S(ak),

nebot’ Taylor̊uuv rozvoj plat́ı jen pro bĺızké okoĺı bodu ak. Pokud podmı́nka neńı splněna
voĺıme λ := λ

2
.

Proces ukonč́ıme, jestliže ||4ak|| je menš́ı než zadaná přesnost ε nebo je-li ‖S(ak+1)‖ < ε.
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Př́ıklad 2. Astronomická sledovaćı stanice zaznamenala data o poloze objeveného asteroidu
ob́ıhaj́ıćıho kolem Slunce. Data jsou redukována na měřeńı radiálńı vzdálenosti r od Slunce
(v milionech kilometr̊u) a úhlové polohy ϕ komety podél orbity (v radiánech), na základě
znalosti polohy Země vzhledem ke Slunci. Teoreticky by tyto hodnoty měly odpov́ıdat polárńı
souřadnicové rovnici elipsy

r =
L

2(1 + ε cosϕ)
(14)

kde ε je č́ıselná výstřednost (excentricita) eliptické orbity a L je š́ı̌rka elipsy v ohnisku.
Naměřená data jsou v následuj́ıćı tabulce

ϕ [rad] -0.1289 -0.1352 -0.1088 -0.0632 -0.0587 -0.0484 -0.0280

r [106 km] 42.895 42.911 42.851 42.779 42.774 42.764 42.750

ϕ [rad] -0.0085 0.0259 0.0264 0.1282

r [106 km] 42.744 42.749 42.749 42.894

Odhadněte parametry ε, L modelu (14), který odpov́ıdá těmto dat̊um, a zakreslete křivku i
naměřená data.

Řešeńı:
Nejdř́ıve si naṕı̌seme Jakobiho matici Γ(T, ε) a vektor q(T, ε) obecně:

Γ(T, ε) =



1
2(ε cos(ϕ1+1)

− T cos(ϕ1)
2(ε cos(ϕ1)+1)2

1
2(ε cos(ϕ2)+1)

− T cos(ϕ2)
2(ε cos(ϕ2)+1)2

1
2(ε cos(ϕ3)+1)

− T cos(ϕ3)
2(ε cos(ϕ3)+1)2

1
2(ε cos(ϕ4)+1)

− T cos(ϕ4)
2(ε cos(ϕ4)+1)2

1
2(ε cos(ϕ5)+1)

− T cos(ϕ5)
2(ε cos(ϕ5)+1)2

1
2(ε cos(ϕ6)+1)

− T cos(ϕ6)
2(ε cos(ϕ6)+1)2

1
2(ε cos(ϕ7)+1)

− T cos(ϕ7)
2(ε cos(ϕ7)+1)2

1
2(ε cos(ϕ8)+1)

− T cos(ϕ8)
2(ε cos(ϕ8)+1)2

1
2(ε cos(ϕ9)+1)

− T cos(ϕ9)
2(ε cos(ϕ9)+1)2

1
2(ε cos(ϕ10)+1)

− T cos(ϕ10)
2(ε cos(ϕ10)+1)2

1
2(ε cos(ϕ11)+1)

− T cos(ϕ11)
2(ε cos(ϕ11)+1)2



q(T, ε) =



T
2(ε cos(ϕ1)+1)

− r
T

2(ε cos(ϕ2)+1)
− r2

T
2(ε cos(ϕ3)+1)

− r3

T
2(ε cos(ϕ4)+1)

− r4

T
2(ε cos(ϕ5)+1)

− r5

T
2(ε cos(ϕ6)+1)

− r6

T
2(ε cos(ϕ7)+1)

− r7

T
2(ε cos(ϕ8)+1)

− r8

T
2(ε cos(ϕ9)+1)

− r9

T
2(ε cos(ϕ10)+1)

− r10

T
2(ε cos(ϕ11)+1)

− r11
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Voĺıme T0 = 100.0, ε0 = 1.0 a požadovanou přesnost ε = 0.00001.

k = 0

q(T0, ε0) = (−17.7909,−17.7964,−17.7769,−17.754,−17.7525,−17.7494,−17.7451,−17.7435,

−17.7448,−17.7446,−17.791)>

Γ(T0, ε0) =



0.251041 −12.4998

0.251146 −12.4997

0.250741 −12.4999

0.25025 −12.5

0.250215 −12.5

0.250146 −12.5

0.250049 −12.5

0.250005 −12.5

0.250042 −12.5

0.250044 −12.5

0.25103 −12.4998



,

Γ>(T0, ε0) Γ(T0, ε0) =

 0.689859 −34.4337

−34.4337 1718.73

 ,

Γ>(T0, ε0) q(T0, ε0) =

 −48.931

2442.35



Řeš́ıme soustavu 0.689859 −34.4337

−34.4337 1718.73

  4T0
4ε0

 = −

 −48.931

2442.35


Řešeńım je

(4T0,4ε0)> = (46.6578,−0.486261)> .

Odhad parametr̊u
(T1, ε1) = (146.658, 0.513739) .

S(T1, ε1) = 356.515 < 3470.63 = S(T0, ε0) .
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k = 1

q(T1, ε1) = (5.684, 5.68172, 5.68863, 5.69607, 5.69656, 5.69749, 5.69867, 5.69882,

5.69874, 5.69896, 5.68352)>

Γ(T1, ε1) =



0.331241 −31.9157

0.331334 −31.907

0.330972 −31.9406

0.330532 −31.9811

0.330501 −31.984

0.330439 −31.9897

0.330352 −31.9977

0.330312 −32.0013

0.330346 −31.9983

0.330347 −31.9981

0.331231 −31.9166



,

Γ>(T1, ε1) Γ(T1, ε1) =

 1.20293 −116.281

−116.281 11240.3

 ,

Γ>(T1, ε1) q(T1, ε1) =

 20.7089

−2001.84



Řeš́ıme soustavu 1.20293 −116.281

−116.281 11240.3

  4T1
4ε1

 = −

 20.7089

−2001.84


Řešeńım je

(4T1,4ε1)> = (0.283779, 0.18103)> .

Odhad parametr̊u
(T2, ε2) = (146.942, 0.694768) .

S(T2, ε2) = 4.05142 < 356.515 = S(T1, ε1) .
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k = 2

q(T2, ε2) = (0.604448, 0.603296, 0.605846, 0.608017, 0.608139, 0.608329, 0.608475, 0.60815,

0.608469, 0.608701, 0.603843)>

Γ(T2, ε2) =



0.296032 −25.5408

0.296133 −25.5369

0.295742 −25.5521

0.295267 −25.5704

0.295234 −25.5716

0.295167 −25.5742

0.295073 −25.5778

0.29503 −25.5794

0.295066 −25.5781

0.295068 −25.578

0.296021 −25.5413



,

Γ>(T2, ε2) Γ(T2, ε2) =

 0.960132 −83.0777

−83.0777 7188.53

 ,

Γ>(T2, ε2) q(T2, ε2) =

 1.97226

−170.656



Řeš́ıme soustavu 0.960132 −83.0777

−83.0777 7188.53

  4T2
4ε2

 = −

 1.97226

−170.656


Řešeńım je

(4T2,4ε2)> = (2.57838, 0.0535384)> .

Odhad parametr̊u
(T3, ε3) = (149.52, 0.748307) .

S(T3, ε3) = 0.00378569 < 4.05142 = S(T2, ε2) .
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k = 3

q(T3, ε3) = (0.01873, 0.0180258, 0.0188442, 0.0189199, 0.0188951, 0.0187924, 0.0185237, 0.0180095,

0.0184877, 0.018727, 0.0180759)>

Γ(T3, ε3) =



0.28701 −24.429

0.287112 −24.426

0.286717 −24.4376

0.286236 −24.4517

0.286202 −24.4526

0.286134 −24.4546

0.286039 −24.4573

0.285995 −24.4586

0.286032 −24.4575

0.286034 −24.4575

0.286999 −24.4293



,

Γ>(T1, ε1) Γ(T1, ε1) =

 0.90234 −77.019

−77.019 6573.96

 ,

Γ>(T3, ε3) q(T3, ε3) =

 0.0584361

−4.98787



Řeš́ıme soustavu 0.90234 −77.019

−77.019 6573.96

  4T3
4ε3

 = −

 0.0584361

−4.98787


Řešeńım je

(4T3,4ε3)> = (0.152522, 0.00254565)> .

Odhad parametr̊u
(T4, ε4) = (149.672, 0.750852) .

S(T4, ε4) = 1.16416 · 10−6 < 0.00378569 = S(T3, ε3) .

Protože
S(T4, ε4) < 0.00001

můžeme iteračńı proces ukončit a odhadnout parametry

(T ∗, ε∗)
.
= (T4, ε4) = (149.672, 0.750852) .
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Nakresĺıme si křivku i naměřená data v polárńıch souřadnićıch:

Naměřená data

Odhadnutá závislost

10 20 30 40

-5

5

0dhad dráhy asteroudu kolem slunce

v závislosti na úhlové poloze ϕ

v polárních souřadnicích

-300 -250 -200 -150 -100 -50 50

-100

-50

50

100

Celá dráha asteroidu
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Výběrový seminář k Matematice B

Lucie Borská - purmoval@vscht.cz

1 Řešeńı lineárńıch diferenciálńıch rovnic 2. řádu me-

todou variace konstant.

Diferenciálńı rovnice, v nichž hledaná funkce vystupuje ve druhé či vyšš́ı derivaci, nazýváme
diferenciálńımi rovnicemi druhého a vyšš́ıho řádu. Analogicky jako u rovnic 1. řádu pro ně
můžeme definovat obecné a partikulárńı řešeńı. V této kapitole se zaměř́ıme na lineárńı dife-
renciálńı rovnice 2. řádu s konstantńımi koeficienty. Využijeme přitom poznatk̊u źıskaných
v Matematice A.

1.1 Úvod

Připomeňme si některé poznatky źıskané v Matematice A z teorie diferenciálńıch rovnic.
Lineárńı diferenciálńı rovnice (krátce LDR) 2. řádu je rovnice tvaru

a0(x)y′′ + a1(x)y′ + a2(x)y = b(x) , (1)

kde o funkćıch a0(x), a1(x), a2(x), b(x) předpokládáme, že jsou spojité na nějakém intervalu
I, a0(x) 6= 0 pro všechna x ∈ I a y = y(x) je hledaná funkce. Funkce a0(x), a1(x), a2(x)
nazýváme koeficienty LDR.

Jsou-li v rovnici funkce a0(x), a1(x), a2(x) konstantńı, tj. pro všechna x ∈ I plat́ı

a0(x) = k0 6= 0 , a1(x) = k1 , a2(x) = k2 ,

dostáváme rovnici
k0y

′′ + k1y
′ + k2y = b(x),

kterou nazýváme LDR s konstantńımi koeficienty.
Je-li b(x) nenulová funkce, nazýváme rovnici (1) nehomogenńı LDR (krátce NLDR).

Je-li b(x) nulová funkce, tj. b(x) ≡ 0 pro všechna x ∈ I, nazýváme rovnici (1) homogenńı
LDR (krátce HLDR).

Řešeńım rovnice (1) rozumı́me takovou konkrétńı funkci y = y(x) definovanou na
intervalu I, že po dosazeńı do rovnice (1) za y, y′, y′′ dostaneme rovnost platnou pro
všechna x ∈ I. V teorii diferenciálńıch rovnic množinu všech řešeńı dané diferenciálńı rov-
nice nazýváme obecné řešeńı. Jednotlivá řešeńı (tj. prvky obecného řešeńı) se nazývaj́ı
partikulárńı řešeńı diferenciálńı rovnice.
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Pro diferenciálńı rovnici 1. řádu stačila k určeńı partikulárńıho řešeńı jedna počátečńı
podmı́nka y(x0) = y0. K určeńı partikulárńıho řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice 2. řádu
potřebujeme dvě podmı́nky např. :

y(x0) = y0, y′(x0) = y1 . (2)

Vztah (2) se nazývá počátečńı podmı́nky pro řešeńı diferenciálńı rovnice. Diferenciálńı
rovnice (1) spolu s podmı́nkami (2) se nazývá počátečńı úloha.

Věta 1. O existenci a jednoznačnosti řešeńı. Necht’ jsou funkce a0(x), a1(x), a2(x), b(x)
spojité na intervalu I, a0(x) 6= 0 pro všechna x ∈ I a necht’ x0 ∈ I. Potom pro libovolné
y0, y1 ∈ R existuje právě jedno řešeńı diferenciálńı rovnice (1) y = y(x), které vyhovuje
počátečńım podmı́nkám (2) a které je definováno na intervalu I.

1.2 Řešeńı nehomogenńıch LDR 2. řádu metodou variace konstant

Z Matematiky A v́ıme, že obecné řešeńı nehomogenńı LDR (1), označme ho yN , má tvar

yN(x) = yH(x) + yp(x),

kde yH(x) je obecné řešeńı přǐrazené HLDR, tj. rovnice tvaru

a0(x)y′′ + a1(x)y′ + a2(x)y = 0 , (3)

a yp(x) je nějaké partikulárńı řešeńı NLDR (1).

Obecné řešeńı homogenńı LDR (3) je tvaru

yH(x) = C1 y1(x) + C2 y2(x), x ∈ I,

kde C1, C2 jsou libovolné reálné konstanty a y1, y2 jsou dvě lineárně nezávislá řešeńı této
rovnice.

Poznámka: Funkce y1, y2 jsou lineárně nezávislé, jestliže pro všechna x ∈ I vztah

C1 y1(x) + C2 y2(x) = 0

plat́ı jen, když C1 = C2 = 0. V opačném př́ıpadě jsou funkce lineárně závislé. Např́ıklad
funkce y1(x) = e−x, y2(x) = 2e−x, x ∈ R jsou lineárně závislé, protože

−2 · e−x + 1 · 2e−x = 0

pro všechna x ∈ R. Zat́ımco funkce y1(x) = x2, y2(x) = x, x ∈ R jsou lineárně nezávislé,
protože

C1 x
2 + C2 x = 0

plat́ı pro všechna x ∈ R jen tehdy, když C1 = C2 = 0. Grafem funkce C1 x
2+C2 x je parabola

a ta splyne s osou x jen, když C1 = C2 = 0.
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Partikulárńı řešeńı yp(x) nehomogenńı rovnice (1) hledáme metodou variace konstant,
tj. ve tvaru

yp(x) = c1(x)y1(x) + c2(x)y2(x),

kde c1(x) a c2(x) jsou neznámé funkce. Partikulárńı řešeńı tedy vzniklo z obecného řešeńı
přǐrazené HLDR záměnou konstant C1, C2 za funkce c1(x), c2(x). Odtud název metody. Z Ma-
tematiky A tuto metodu známe pro LDR 1. řádu. Funkce c1(x), c2(x) urč́ıme tak, že funkci
yp(x) a jej́ı derivace dosad́ıme do rovnice (1). Postupně dostáváme

y′p = c′1y1 + c1y
′
1 + c′2y2 + c2y

′
2,

kde pokládáme
c′1y1 + c′2y2 = 0. (4)

Pak
y′p = c1y

′
1 + c2y

′
2

a
y′′p = c′1y

′
1 + c1y

′′
1 + c′2y

′
2 + c2y

′′
2 .

Po dosazeńı do rovnice (1) dostaneme

a0(x)(c′1y
′
1 + c1y

′′
1 + c′2y

′
2 + c2y

′′
2) + a1(x)(c1y

′
1 + c2y

′
2) + a2(x)(c1y1 + c2y2) = b(x)

a po úpravě

c1[a0(x)y′′1 + a1(x)y′1 + a2(x)y1] + c2[a0(x)y′′2 + a1(x)y′2 + a2(x)y2]+

+ a0(x)(c′1y
′
1 + c′2y

′
2) = b(x).

Výrazy v hranatých závorkách jsou identicky rovny nule, nebot’ y1 a y2 jsou řešeńımi homo-
genńı LDR (3), takže druhá rovnice pro hledané funkce c1(x), c2(x) má tvar

c′1(x)y′1(x) + c′2(x)y′2(x) =
b(x)

a0(x)
. (5)

Źıskali jsme soustavu dvou rovnic pro c′1(x) a c′2(x):

c′1(x)y1(x) + c′2(x)y2(x) = 0 ,

c′1(x)y′1(x) + c′2(x)y′2(x) =
b(x)

a0(x)
,

(6)

kterou vyřeš́ıme bud’ dosazovaćı metodou či Gaussovou eliminaćı. Integraćı funkćı c′1(x), c′2(x)
obdrž́ıme c1(x) a c2(x), které dosad́ıme do vzorce pro partikulárńı řešeńı.

Poznámka: Vrat’me se ještě k rovnici (4). Jej́ı význam spoč́ıvá v tom, že jej́ı splněńı pod-
statně zjednodušuje výpočet y′′p a vede k tomu, že se v (5) vyskytnou jen prvńı derivace
neznámých funkćı c1 a c2.

Poznámka: Pokud bychom znali pojem Wronského determinant, snadno bychom ukázali,
že soustava (6) má právě jedno řešeńı.
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1.3 Řešené př́ıklady

Při hledáńı obecného řešeńı LDR (1) postupujeme tak, že nejprve nalezneme obecné řešeńı
přǐrazené homogenńı rovnice a pak se snaž́ıme źıskat jedno řešeńı rovnice nehomogenńı.
K nalezeńı obecného řešeńı homogenńı rovnice stač́ı naj́ıt dvě lineárně nezávislá řešeńı, což
neńı často jednoduché.

V Matematice A jsme se dozvěděli, že obecné řešeńı yH homogenńı LDR umı́me vždy
určit pro konstantńı koeficienty. Dvě lineárně nezávislá řešeńı jsou v tomto př́ıpadě známa.
Připomeňme si, že řešeńı diferenciálńı rovnice

k0y
′′ + k1y

′ + k2y = 0, k0 6= 0 (7)

předpokládáme ve tvaru
y(x) = eλx,

kde se snaž́ıme určit konstantu λ tak, aby funkce eλx splňovala rovnici (7). Odtud plyne, že
č́ıslo λ muśı být kořenem tzv. charakteristické rovnice LDR (7), tj. rovnice

k0λ
2 + k1λ+ k2 = 0.

Má-li charakteristická rovnice
(i) dva reálné r̊uzné kořeny λ1, λ2, pak

yH(x) = C1e
λ1x + C2e

λ2x;

(ii) jeden reálný dvojnásobný kořen λ, pak

yH(x) = C1e
λx + C2xeλx;

(iii) dva imaginárńı komplexně sdružené kořeny λ1 = a+ ib, λ2 = a− ib, pak

yH(x) = C1e
ax cos bx+ C2e

ax sin bx .

Př́ıklad 1. Najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice

y′′ + 3y′ + 2y =
1

1 + ex
.

Řešeńı: Obecné řešeńı bude tvaru

yN(x) = yH(x) + yp(x),

kde yH(x) = C1y1(x) + C2y2(x), C1, C2 ∈ R, je obecné řešeńı přǐrazené HLDR, tj. rovnice
tvaru

y′′ + 3y′ + 2y = 0,

a yp(x) je partikulárńı (jedno nějaké) řešeńı dané NLDR, které urč́ıme metodou variace
konstant. Charakteristická rovnice přǐrazené HLDR je

λ2 + 3λ+ 2 = 0
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a jej́ı kořeny jsou λ1 = −1, λ2 = −2. Odtud

yH(x) = C1e
−x + C2e

−2x, C1, C2 ∈ R.

Záměnou konstant C1, C2 za funkce v obecném řešeńı přǐrazené HLDR dostaneme tvar hle-
daného partikulárńıho řešeńı. Tedy

yp(x) = c1(x)e−x + c2(x)e−2x,

kde funkce c′1(x), c′2(x) jsou řešeńım soustavy (6), v našem př́ıpadě soustavy:

c′1(x)e−x + c′2(x)e−2x = 0,

−c′1(x)e−x − 2c′2(x)e−2x =
1

1 + ex
.

Z prvńı rovnice osamostatńıme c′2(x) = −c′1(x)ex a dosad́ıme do druhé rovnice

−c′1(x)e−x + 2c′1(x)e−x =
1

1 + ex
.

Odtud

c′1(x) =
ex

1 + ex

a následně

c′2(x) = − ex · ex

1 + ex
.

Tud́ıž

c1(x) =

∫
ex

1 + ex
dx = ln(1 + ex),

použili jsme substituci t = 1 + ex, a

c2(x) = −
∫

ex · ex

1 + ex
dx =

∫ (
ex

1 + ex
− ex

)
dx = ln(1 + ex)− ex .

Pro primitivńı funkce c1, c2 neṕı̌seme integračńı konstantu, nebot’ hledáme jedno pevné par-
tikulárńı řešeńı. Dosad’me za c1(x), c2(x)

yp(x) = ln(1 + ex) · e−x +
(

ln(1 + ex)− ex
)
· e−2x = ln(1 + ex) ·

(
e−x + e−2x

)
− e−x.

Pak

yN(x) = C1e
−x + C2e

−2x +
(
e−x + e−2x

)
ln(1 + ex)− e−x, C1, C2 ∈ R, x ∈ R.

Posledńı sč́ıtanec lze s výhodou zahrnout do prvńıho, tedy obecné řešeńı dané diferenciálńı
rovnice je

yN(x) = C1e
−x + C2e

−2x +
(
e−x + e−2x

)
ln(1 + ex), C1, C2 ∈ R, x ∈ R.

Jelikož funkce na pravé straně dané diferenciálńı rovnice
1

1 + ex
je spojitá na R, je definičńı

obor řešeńı celá množina reálných č́ısel.
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Př́ıklad 2. Najděte řešeńı diferenciálńı rovnice

2y′′ + y′ = ex + e−x,

které vyhovuje počátečńım podmı́nkám

y(0) =
4

3
, y′(0) =

1

3
.

Poznámka: V př́ıpadě, že k0 6= 1, je užitečné na začátku obě strany dané diferenciálńı rovnice
hodnotou k0 vydělit. Vyhneme se pozděǰśımu opomenut́ı vydělit hodnotou k0 pravou stranu
druhé rovnice soustavy (6).

Řešeńı: Nejprve obě strany rovnice vyděĺıme konstantou dvě, tedy

y′′ +
1

2
y′ =

ex + e−x

2
.

V prvńım kroku najdeme jej́ı obecné řešeńı. Toto řešeńı obsahuje dvě konstanty C1, C2,
jejichž hodnoty pak urč́ıme z daných počátečńıch podmı́nek.
Charakteristická rovnice přǐrazené HLDR je

λ2 +
1

2
λ = 0

a jej́ı kořeny jsou λ1 = 0, λ2 = − 1
2
. Odtud

yH(x) = C1 + C2e
−x

2 , C1, C2 ∈ R.

Následně partikulárńı řešeńı hledáme ve tvaru

yp(x) = c1(x) + c2(x)e−
x
2 ,

kde funkce c′1(x), c′2(x) jsou řešeńım soustavy:

c′1(x) + c′2(x)e−
x
2 = 0,

− 1
2
c′2(x)e−

x
2 =

ex + e−x

2
.

Z druhé rovnice máme c′2(x) = −e
3
2
x−e−

x
2 . Po dosazeńı za c′2(x) do prvńı rovnice dostaneme

c′1(x) = ex + e−x.

Tud́ıž

c1(x) =

∫ (
ex + e−x

)
dx = ex − e−x

a

c2(x) = −
∫ (

e
3
2
x + e−

x
2

)
dx = − 2

3
e

3
2
x + 2e−

x
2 .
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Dosad’me za c1(x), c2(x) do vzorce pro partikulárńı řešeńı NLDR, tj.

yp(x) = ex − e−x − 2

3
ex + 2e−x =

1

3
ex + e−x.

Obecné řešeńı dané diferenciálńı rovnice je

yN(x) = C1 + C2e
−x

2 +
1

3
ex + e−x, C1, C2 ∈ R, x ∈ R.

Jeho definičńı obor plyne ze spojitosti funkce ex+e−x na R. Zbývá vypoč́ıtat konstanty C1, C2

tak, aby partikulárńı řešeńı vyhovovalo daným počátečńım podmı́nkám. Nejprve muśıme
obecné řešeńı zderivovat.

y′N(x) = − 1

2
C2e

−x
2 +

1

3
ex − e−x

Po dosazeńı počátečńıch podmı́nek do yN a y′N dostáváme rovnice pro C1, C2:

C1 + C2 +
4

3
=

4

3

− 1

2
C2 −

2

3
=

1

3

=⇒ C1 = 2, C2 = −2.

Hledané partikulárńı řešeńı tedy je

yN(x) = 2− 2e−
x
2 +

1

3
ex + e−x, x ∈ R.

Poznámka: Obecné řešeńı dané diferenciálńı rovnice lze nalézt daľśımi dvěma metodami,
které znáte, sńıžeńı řádu nebo modifikovanou metodou odhadu.

Př́ıklad 3. Najděte řešeńı diferenciálńı rovnice

y′′ − 4y′ + 5y =
e2x

cosx
,

které vyhovuje počátečńım podmı́nkám

y(0) = 4, y′(0) = 8.

Řešeńı: Pravá strana dané diferenciálńı rovnice má smysl pro x 6= (2k + 1)π
2
, k ∈ Z. Na

intervalech Ik =
(
− π

2
+ kπ, π

2
+ kπ

)
, k ∈ Z, je spojitá. Vzhledem k počátečńım podmı́nkám

za definičńı obor hledaného řešeńı voĺıme ten interval, ve kterém lež́ı nula. Tedy x ∈
(
− π

2
, π
2

)
.

Charakteristická rovnice přǐrazené HLDR je

λ2 − 4λ+ 5 = 0

a jej́ı kořeny jsou λ1 = 2 + i, λ2 = 2− i. Odtud

yH(x) = C1e
2x cosx+ C2e

2x sinx, C1, C2 ∈ R.
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Nyńı partikulárńı řešeńı NLDR hledáme ve tvaru

yp(x) = c1(x)e2x cosx+ c2(x)e2x sinx,

kde funkce c′1(x), c′2(x) jsou řešeńım soustavy:

c′1(x)e2x cosx+ c′2(x)e2x sinx = 0,

c′1(x)e2x(2 cosx− sinx) + c′2(x)e2x(2 sinx+ cosx) =
e2x

cosx
.

Obě rovnice vynásob́ıme funkćı e−2x a dostaneme soustavu

c′1(x) cosx+ c′2(x) sinx = 0,

c′1(x)(2 cosx− sinx) + c′2(x)(2 sinx+ cosx) =
1

cosx
.

Z prvńı rovnice osamostatńıme c′1(x) = −c′2(x)tg x a dosad́ıme do druhé rovnice

−c′2(x)tg x(2 cosx− sinx) + c′2(x)(2 sinx+ cosx) =
1

cosx
.

Po úpravě obdrž́ıme

c′2(x)(tg x sinx+ cosx) =
1

cosx
a odtud

c′2(x) = 1.

Pak
c′1(x) = −tg x .

Tud́ıž

c1(x) =

∫
− sinx

cosx
dx = ln | cosx|,

použili jsme substituci t = cosx, a

c2(x) =

∫
1 dx = x .

Dosad’me za c1(x), c2(x)

yp(x) = ln | cosx|e2x cosx+ xe2x sinx = e2x
(

cosx ln | cosx|+ x sinx
)
.

Pak

yN(x) = e2x
(
C1 cosx+ C2 sinx+ cosx ln(cosx) + x sinx

)
, C1, C2 ∈ R, x ∈

(
− π

2
,
π

2

)
.

Zbývá vypoč́ıtat konstanty C1, C2 tak, aby partikulárńı řešeńı vyhovovalo daným počátečńım
podmı́nkám. Nejprve muśıme obecné řešeńı zderivovat.

y′N(x) = e2x
(
2C1 cosx+ 2C2 sinx+ 2 cosx ln(cosx) + 2x sinx− C1 sinx+ C2 cosx−

− sinx ln(cosx)− sinx+ sinx+ x cosx
)
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Po dosazeńı počátečńıch podmı́nek do yN a y′N dostáváme rovnice pro C1, C2:

C1 = 4

2C1 + C2 = 8
=⇒ C1 = 4, C2 = 0.

Hledané partikulárńı řešeńı tedy je

yN(x) = e2x
(
4 cosx+ cosx ln(cosx) + x sinx

)
, x ∈

(
− π

2
,
π

2

)
.

Př́ıklad 4. Rozhodněte, zda funkce y1(x) = x, y2(x) = x2, x ∈ (0,∞) jsou lineárně
nezávislá řešeńı diferenciálńı rovnice

x2y ′′ − 2x y ′ + 2 y = 0.

Najděte obecné řešeńı rovnice x2y ′′ − 2x y ′ + 2 y = x lnx, x > 0.

Přesvědč́ıme se, zda y1, y2 jsou řešeńı. Spočteme:

y1(x) = x, y′1(x) = 1, y′′1(x) = 0,

y2(x) = x2, y′2(x) = 2x, y′′2(x) = 2.

Pak

L1 = x2 · 0− 2x · 1 + 2 · x = 0,

L2 = x2 · 2− 2x · 2x+ 2x2 = 0.

Tedy L1 = P1 ∀x ∈ (0,∞) a L2 = P2 ∀x ∈ (0,∞). Funkce y1(x) = x, y2(x) = x2, x ∈ (0,∞)
jsou řešeńı dané rovnice. Jsou lineárně nezávislé, protože

C1 x
2 + C2 x = 0

pro všechna x ∈ (0,∞) jenom, když C1 = C2 = 0. Rovnice je lineárńı, tedy obecné řešeńı
bude tvaru

yN(x) = yH(x) + yp(x),

kde yH(x) = C1y1(x)+C2y2(x), C1, C2 ∈ R, je obecné řešeńı přǐrazené HLDR, přičemž y1, y2
známe, tedy

yH(x) = C1x+ C2x
2, C1, C2 ∈ R,

a yp(x) je partikulárńı řešeńı dané NLDR, které urč́ıme metodou variace konstant. Parti-
kulárńı řešeńı hledáme ve tvaru

yp(x) = c1(x)x+ c2(x)x2,
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kde funkce c′1(x), c′2(x) jsou řešeńım soustavy:

c′1(x)x+ c′2(x)x2 = 0,

c′1(x) + 2c′2(x)x =
lnx

x
.

Z prvńı rovnice osamostatńıme c′1(x) = −c′2(x)x a dosad́ıme do druhé rovnice

−c′2(x)x+ 2c′2(x)x =
lnx

x
.

Odtud

c′2(x) =
lnx

x2
.

Pak

c′1(x) = − lnx

x
.

Tud́ıž

c1(x) = −
∫

lnx

x
dx = − ln2 x

2
,

c2(x) =

∫
lnx

x2
dx = − lnx

x
− 1

x
.

Dosad’me za c1(x), c2(x):

yp(x) = − x
2

ln2 x− x lnx− x.

Pak
yN(x) = C1x+ C2x

2 − x

2
ln2 x− x lnx− x, C1, C2 ∈ R, x ∈ (0,∞).

Posledńı sč́ıtanec lze s výhodou zahrnout do prvńıho, tedy obecné řešeńı dané diferenciálńı
rovnice je

yN(x) = C1x+ C2x
2 − x

2
ln2 x− x lnx, C1, C2 ∈ R, x ∈ (0,∞).
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Matematika B - seminář

Pavel Pokorný

Ústav matematiky, VŠCHT Praha
Pavel.Pokorny@vscht.cz

1 Řešeńı autonomńıch soustav lineárńıch diferenciálńıch

rovnic s konstantńımi koeficienty.

1.1 Úvod

Diferenciálńı rovnice patř́ı k tomu nejzaj́ımavěǰśımu a nejužitečněǰśımu, co moderńı mate-
matika může nab́ıdnout. Než se zaměř́ıme na soustavy diferenciálńıch rovnic, pojd’me si
připomenout, jak se řeš́ı ne soustava, ale jedna diferenciálńı rovnice.

1.2 Jedna lineárńı diferenciálńı rovnice prvńıho řádu

Př́ıklad 1
Najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice

y′ = −2y.

Řešeńı
Nezávisle proměnnou budeme značit t. Čárkou znač́ıme derivaci y′ = dy

dt
. Ukážeme si dva

zp̊usoby řešeńı této diferenciálńı rovnice: metodu separace proměnných a pomoćı charakte-
ristické rovnice.

• Metoda separace proměnných
Uvažme dva př́ıpady.

Je-li y = 0, je rovnice splněna, tedy funkce y(t) = 0 je řešeńım této rovnice.

Je-li y 6= 0, rovnici přeṕı̌seme do tvaru

dy

dt
= −2y

a vyděleńım y a vynásobeńım dt separujeme proměnné a dostaneme

dy

y
= −2dt.
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Obě strany zintegrujeme ∫
dy

y
=

∫
−2dt

a dostaneme
ln |y| = −2t+ c

|y| = exp(−2t+ c) = exp(c) exp(−2t).

Exponenciálńı funkci ex budeme psát exp(x). Nyńı chceme odstranit absolutńı hod-
notu. Muśıme uvážit tři př́ıpady

– Je-li y > 0, absolutńı hodnotu odstrańıme, z̊ustane pouze y, zavedeme

k = exp(c)

a dostaneme
y = k exp(−2t).

– Je-li y < 0, absolutńı hodnotu odstrańıme, z̊ustane −y, zavedeme

k = − exp(c)

a dostaneme opět
y = k exp(−2t).

– Je-li y = 0, zavedeme
k = 0

a dostaneme opět
y = k exp(−2t).

Tedy ve všech třech př́ıpadech dostaneme obecné řešeńı

y(t) = k exp(−2t).

Jaký je význam integračńı konstanty k? Pro t = 0 dostaneme y(0) = k. Můžeme tedy
psát

y(t) = y(0) exp(−2t).

• Použit́ı charakteristické rovnice
Charakteristická rovnice se většinou použ́ıvá pro diferenciálńı rovnice vyšš́ıch řád̊u,
protože tam nelze použ́ıt metodu separace proměnných. Ale lze ji použ́ıt i pro rovnici
prvńıho řádu. Pro naši rovnici má charakteristické rovnice př́ımo tvar

λ = −2

a řešeńı je pak opět
y(t) = y(0) exp(−2t).
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Př́ıklad 2
V obecněǰśım př́ıpadě můžeme mı́t rovnici

y′ = ay.

Řešeńı
Podobným zp̊usobem najdeme obecné řešeńı

y(t) = y(0) exp(at).

Zde funkce y = 0 je stacionárńı řešeńı. Pro a > 0 je nestabilńı, pro a < 0 je stabilńı.

1.3 Soustava lineárńıch diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu

Začneme př́ıkladem soustavy dvou diferenciálńıch rovnic, kde rovnice nejsou provázané.
Př́ıklad 3

x′ = 4x

y′ = −5y.

Postupem z minulé kapitoly lze naj́ıt řešeńı

x(t) = x(0) exp(4t), y(t) = y(0) exp(−5t).

1.3.1 Různá vlastńı č́ısla

V př́ıpadě, že jsou rovnice provázané, tento zp̊usob výpočtu nestač́ı. Ukážeme si dvě metody
řešeńı, převodem na jednu rovnici druhého řádu a pomoćı vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u
matice.

Př́ıklad 4

x′ = 3x+ 2y

y′ = −3x− 4y.

• Převod na jednu rovnici druhé rádu.
Z prvńı rovnice vyjádř́ıme y

2y = x′ − 3x

y =
x′ − 3x

2

a dosad́ıme do druhé rovnice, abychom se zbavili y. (Nebo bychom mohli z druhé
rovnice vyjádřit x a dosadit do prvńı rovnice, abychom se zbavili x.) A dostaneme
jednu rovnici druhého řádu

x′′ − 3x′

2
= −3x− 4

x′ − 3x

2
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x′′ − 3x′ = −6x− 4x′ + 12x

x′′ + x′ − 6x = 0.

Tuto rovnici vyřeš́ıme pomoćı charakteristické rovnice

λ2 + λ− 6 = 0

λ1 = 2, λ2 = −3.

Takže partikulárńı řešeńı jsou

x1 = exp(λ1t) = exp(2t), x2 = exp(λ2t) = exp(−3t)

a obecné řešeńı je
x = C1 exp(2t) + C2 exp(−3t).

Pro nalezeńı funkce y si připrav́ıme derivaci

x′ = 2C1 exp(2t)− 3C2 exp(−3t)

a dostaneme

y =
1

2
(x′ − 3x) =

=
1

2
(2C1 exp(2t)− 3C2 exp(−3t)− 3C1 exp(2t)− 3C2 exp(−3t)) =

=
1

2
C1 exp(2t)− 3C2 exp(−3t).

Obrázek 1 ukazuje trajektorie řešeńı pro r̊uzné počátečńı podmı́nky.

• Využit́ı vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u matice.
Soustavu rovnic

x′ = 3x+ 2y

y′ = −3x− 4y

zaṕı̌seme ve vektorovém tvaru
~z′ = A~z,

kde

~z =

(
x
y

)
je vektor neznámých funkćı a

A =

(
3 2
−3 −4

)
je matice koeficient̊u.

Proč jsou vlastńı vektory matice užitečné pro řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch
rovnic? Ukáže se jako užitečné, kdyby existoval reálný nenulový vektor ~v, který matice
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Obrázek 1: Trajektorie řešeńı soustavy dvou diferenciálńıch rovnic pro r̊uzné počátečńı
podmı́nky připomı́naj́ı hyperboly.

A neotáč́ı, tedy i po vynásobeńı matićı A zleva z̊ustává ve stejném směru, tedy pro
který plat́ı

A~v ‖ ~v,

tedy
A~v = λ~v,

kde λ je č́ıslo neboli skalár. Takový vektor ~v se nazývá vlastńı vektor matice (anglicky
eigenvector) a takové č́ıslo λ se nazývá př́ıslušné vlastńı č́ıslo (anglicky eigenvalue).
Pak pro počátečńı podmı́nku lež́ıćı na př́ımce určené takovým vektorem ~v bude vektor
rychlosti ~z′ mı́̌rit stejným směrem a bod ~z = (x(t), y(t)) neopust́ı tuto př́ımku. Pouze
se může přibližovat nebo vzdalovat od počátku. Takže můžeme psát

~z(t) = α(t)~v,
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kde α(t) je skalár úměrný vzdálenosti od počátku a ~v je vektor udávaj́ıćı směr. Pak po
dosazeńı do rovnice

~z′ = A~z,

dostaneme
α′(t)~v = Aα(t)~v = α(t)A~v = α(t)λ~v.

Takže
α′(t) = λα(t).

To je ale skalárńı rovnice, kterou umı́me vyřešit a dostaneme

α(t) = C exp(λt)

a partikulárńı řešeńı diferenciálńı rovnice pak je

~z′(t) = α(t)~v = C exp(λt)~v.

Když najdeme dva lineárně nezávislé vlastńı vektory ~v1 a ~v2, tak obecné řešeńı je
lineárńı kombinace těchto partikulárńıch řešeńı

~z = C1 exp(λ1t)~v1 + C2 exp(λ2t)~v2.

Pojd’me se tedy pod́ıvat, jak najdeme vlastńı vektory a vlastńı č́ısla matice.

Vlastńım vektorem matice A nazýváme nenulový vektor ~v, který splňuje

A~v = λ~v.

Č́ıslo λ pak nazýváme vlastńım č́ıslem př́ıslušným k vlastńımu vektoru ~v. Postupně
upravujeme

A~v − λ~v = ~0

(A− λE)~v = ~0,

kde E je jednotková matice, která má na hlavńı diagonále jedničky a všude jinde nuly

E =

(
1 0
0 1

)
.

Dostali jsme rovnici
”
čtvercová matice krát vektor rovná se nulovému vektoru“. Ta má

vždy nulové řešeńı. Nenulové řešeńı má právě tehdy, když je matice singulárńı, tedy
když

det(A− λE) = 0.

Tato rovnice se nazývá charakteristická rovnice. Na levé straně je mnohočlen proměnné
λ. Pro matici 2x2 je to kvadratická rovnice. Pokud má dva r̊uzné kořeny, označme je
λ1 a λ2, pak k nim najdeme př́ıslušné vlastńı vektory ~v1 a ~v2 a obecné řešeńı soustavy
diferenciálńıch rovnic je

~z = C1 exp(λ1t)~v1 + C2 exp(λ2t)~v2.
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Pro naši soustavu dostáváme charakteristickou rovnici

det(A− λE) = 0∣∣∣∣ 3− λ 2
−3 −4− λ

∣∣∣∣ = 0

(3− λ)(−4− λ)− 6 = 0

λ2 + λ− 6 = 0

a vlastńı č́ısla
λ1 = 2, λ2 = −3.

K těmto dvěma r̊uzným vlastńım č́ısl̊um najdeme př́ıslušné vlastńı vektory takto. Pro
λ1 = 2 má rovnice

(A− λ1E)~v1 = ~0(
1 2
−3 −6

)
~v1 = ~0

nekonečně mnoho řešeńı. Nám stač́ı zvolit jedno nenulové řešeńı. Protože každý nenu-
lový násobek vlastńıho vektoru je opět vlastńı vektor. Pro větš́ı matice bychom tuto
soustavu řešili např. Gaussovou eliminaćı. Pro matici 2x2 stač́ı uvážit, že hledáme vek-
tor, který je kolmý na řádky matice. Stač́ı tedy vźıt prvńı nebo druhý řádek matice,
obě č́ısla prohodit a jedno z nich vynásobit -1. Tak dostaneme např.

~v1 =

(
2
−1

)
.

Můžeme ověřit, že toto je opravdu vlastńı vektor matice A takto

A~v1 =

(
3 2
−3 −4

)(
2
−1

)
=

(
4
−2

)
= 2

(
2
−1

)
= λ1~v1.

Stejným postupem najdeme pro druhé vlastńı č́ıslo λ2 = −3 př́ıslušný vlastńı vektor

(A− λ2E)~v2 = ~0(
6 2
−3 −1

)
~v2 = ~0

~v2 =

(
1
−3

)
.

Pak obecné řešeńı soustavy diferenciálńıch rovnic je

~z = C3 exp(λ1t)~v1 + C4 exp(λ2t)~v2 =

= C3 exp(2t)

(
2
−1

)
+ C4 exp(−3t)

(
1
−3

)
.

To je stejný výsledek jako výsledek, který jsme dostali metodou převodu soustavy dvou
rovnic prvńıho řádu na jednu rovnici druhého řádu, jen s t́ım rozd́ılem, že je trochu
jiná role integračńıch konstant. Konkrétně

C1 = 2C3, C2 = C4.
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1.3.2 Diagonalizace

Ukažme si, jak zle matici, která má všechna vlastńı č́ısla r̊uzná, rozepsat na užitečný součin
třech jiných matic. Např. pro naši matici

A =

(
3 2
−3 −4

)
s vlastńımi č́ısly

λ1 = 2, λ2 = −3.

a vlastńımi vektory

~v1 =

(
2
−1

)
, ~v1 =

(
1
−3

)
.

Označme

Λ =

(
2 0
0 −3

)
diagonálńı matici, která má na hlavńı diagonále vlastńı č́ısla matice A a označme

V =

(
2 1
−1 −3

)
matici, jej́ıž sloupce jsou vlastńı vektory př́ıslušné vlastńım č́ısl̊um na diagonále matice Λ ve
stejném pořad́ı. Pak tyto dva vztahy

A~v1 = λ1~v1

a
A~v2 = λ2~v2

lze zapsat jedńım vztahem
AV = V Λ.

A po vynásobeńı zleva inverzńı matićı k matici V dostaneme užitečný rozklad matice A

A = V ΛV −1.

Např. pro naši matici dostaneme(
3 2
−3 −4

)
=

(
2 1
−1 −3

)(
2 0
0 −3

)
(−1

5
)

(
−3 −1

1 2

)
Jak lze tento rozklad souviśı se soustavou diferenciálńıch rovnic

~z′ = A~z?

Použijeme A = V ΛV −1

~z′ = V ΛV −1~z,

zleva vynásob́ıme matićı V −1 a dostaneme

V −1~z′ = ΛV −1~z.
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Nyńı se nab́ıźı substituce
~u = V −1~z,

která převede soustavu na tvar
~u′ = Λ~u.

Pesimista může namı́tnout, že jsme si nepomohli. Měli jsme rovnici ve tvaru
”
derivace vektoru

rovná se matice krát vektor“ a máme rovnici ve stejném tvaru. Ale d̊uležité je, že matice Λ
je diagonálńı, tedy má nenulové prvky pouze na hlavńı diagonále a jinde nuly. Takže tato
soustava diferenciálńıch rovnic se rozpadá na nezávislé rovnice, podobně jako soustava v
př́ıkladu 3.

1.3.3 Exponenciála matice

Pro libovolné reálné nebo komplexńı č́ıslo x plat́ı

exp(x) =
∞∑
n=0

xn

n!
.

Všechny operace na pravé straně lze provést i pro čtvercovou matici, tedy násobeńı mezi
sebou, násobeńı reálným č́ıslem 1

n!
a sč́ıtáńı. Takže je možné uvažovat exponenciálu matice,

kde roli jedničky hraje jednotková matice.
Na co je to dobré? Řešeńı soustavy diferenciálńıch rovnic

~z′ = A~z

lze zapsat ve tvaru
~z(t) = exp(tA)~z(0).

To lze ověřit tak, že provedeme zkoušku

L = ~z′ = (exp(tA)~z(0))′ = A (exp(tA)~z(0)) = A~z = P.

1.3.4 Násobná vlastńı č́ısla

Tuto komplikaci si podrobně ukážeme pro matice 2x2.

1.3.5 Diagonalizovatelná matice

Př́ıklad 5

x′ = 2x

y′ = 2y.

Snadno najdeme řešeńı

x(t) = x(0) exp(2t), y(t) = y(0) exp(2t).
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Pojd’me se pod́ıvat, jak to dopadne, když budeme řešeńı hledat pomoćı vlastńıch vektor̊u a
vlastńıch č́ısel matice

A =

(
2 0
0 2

)
.

Charakteristická rovnice je ∣∣∣∣ 2− λ 0
0 2− λ

∣∣∣∣ = 0

(2− λ)2 = 0

a ta má dvojnásobný kořen
λ1 = 2, λ2 = 2.

Vlastńı vektor hledáme jako nenulové řešeńı rovnice

(A− λE)~v = ~0.

V tomto př́ıpadě je matice

(A− λE) =

(
0 0
0 0

)
nulová. Má hodnost 0. Proto existuj́ı dva lineárně nezávislé vlastńı vektory, např. vektory

~v1 =

(
1
0

)
, ~v2 =

(
0
1

)
.

Obecné řešeńı pak je
~z = C1 exp(λ1t)~v1 + C2 exp(λ2t)~v2 =

= C1 exp(2t)

(
1
0

)
+ C2 exp(2t)

(
0
1

)
.

tedy
x(t) = C1 exp(2t), y(t) = C2 exp(2t)

v souladu s řešeńım źıskaným předchoźı metodou.
Pod́ıvejme se podrobněji, pro kterou matici 2x2 s dvojnásobným vlastńım č́ıslem λ1 = λ2

bude mı́t matice
A− λ1E

hodnost 0, tedy bude nulová.
Označme si pro přehlednost prvky matice A jako a, b, c, d, tedy

A =

(
a b
c d

)
.

A hledáme podmı́nky na tato 4 č́ısla a, b, c, d, aby matice A měla dvojnásobné vlastńı č́ıslo
a aby matice A− λ1E byla nulová. Z podmı́nky(

a− λ b
c d− λ

)
=

(
0 0
0 0

)
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plyne
b = 0, c = 0.

Pak
λ1 = a, λ2 = d

a z podmı́nky
λ1 = λ2

plyne
a = d.

Takže matice A muśı být ve tvaru

A =

(
a 0
0 a

)
= aE,

tedy muśı to být násobek jednotkové matice. A obrácená implikace je zřejmá, tedy je-li
matice A násobkem jednotkové matice, pak má shodná vlastńı č́ısla a matice A − λE je
nulová. Dostáváme tedy ekvivalenci. Matice má shodná vlastńı č́ısla a matice A − λE je
nulová právě tehdy, když matice A je násobkem jednotkové matice. A v tom př́ıpadě existuj́ı
dva lineárně nezávislé vlastńı vektory.

Zavád́ıme pojem algebraická násobnost vlastńıho č́ısla, což je násobnost vlastńıho č́ısla
jako kořene charakteristické rovnice. A pojem geometrická násobnost vlastńıho č́ısla jako
počet př́ıslušných lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u. Zde je algebraická i geometrické
násobnost vlastńıho č́ısla 2. Ukažme si př́ıpad, kdy je geometrické násobnost menš́ı než
algebraická násobnost.

1.3.6 Nediagonalizovatelná matice

Situace, kdy matice s násobnými vlastńımi č́ısly je násobkem jednotkové matice je zvláštńı
př́ıpad. V typickém př́ıpadě nebude mı́t matice A − λE hodnost 0, ale 1. Nebudou tedy
existovat dva lineárně nezávislé vlastńı vektory. Osobně považuji tuto skutečnost za snad
jediné ošklivé mı́sto matematiky. Pojd’me se pod́ıvat, jak to vyřešit. Budeme muset zavést
zobecněný vlastńı vektor. Ukažme si to na dvou př́ıkladech.

Př́ıklad 6

x′ = 2x+ y

y′ = 2y.

Vyřešme tuto soustavu nejdř́ıve bez použit́ı vlastńıch vektor̊u. Pro druhou rovnici lze napsat
řešeńı

y(t) = y(0) exp(2t).

To dosad́ıme do prvńı rovnice a dostaneme

x′ = 2x+ y(0) exp(2t).

Homogenńı rovnice
x′ = 2x
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má řešeńı x = k exp(2t). Nehomogenńı rovnici lze vyřešit metodu odhadu nebo metodou
variace konstanty. Při použit́ı metody odhadu hledáme řešeńı ve tvaru

x = at exp(2t).

Hodnotu konstanty a najdeme dosazeńım tohoto tvaru do rovnice. Připrav́ıme si derivaci

x′ = a exp(2t) + 2ta exp(2t)

a dostaneme
a exp(2t) + 2ta exp(2t) = 2at exp(2t) + y(0) exp(2t)

a odtud
a = y(0).

Takže řešeńı je

x = y(0)t exp(2t) + k exp(2t)

y = y(0) exp(2t),

kde integračńı konstanta k má význam počátečńı podmı́nky x(0), takže můžeme psát

x = y(0)t exp(2t) + x(0) exp(2t)

y = y(0) exp(2t)

nebo ve vektorovém tvaru

~z = x(0)

(
1
0

)
exp(2t) + y(0)

(
t

(
1
0

)
+

(
0
1

))
exp(2t).

Prvńı člen je (až na násobivou konstantu x(0)) roven

~v exp(λt),

kde ~v je (jak ukážeme dále) vlastńı vektor matice A. O tomto členu v́ıme, že je řešeńım. Ale
co ten druhý člen? Ten je (opět až na násobivou konstantu y(0)) ve tvaru

(t~v + ~w) exp(λt).

Škoda. Když existuj́ı dva lineárně nezávislé vlastńı vektory matice A, tak tento druhý člen
je prostě ~v2 exp(λ2t). Ale když dva lineárně nezávislé vlastńı vektory neexistuj́ı, tak máme
tento tvar řešeńı. Jaké jsou podmı́nky na vektor ~w? Dosazeńım výrazu

~z = (t~v + ~w) exp(λt),

kde
A~v = λ~v

do rovnice
~z′ = A~z
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dostaneme po úpravách podmı́nku na vektor ~w

((t~v + ~w) exp(λt))′ = A(t~v + ~w) exp(λt)

~v + λt~v + λ~w = tλ~v + A~w

A~w = λ~w + ~v

A~w − λ~w = ~v

(A− λE)~w = ~v.

Takový vektor ~w se nazývá zobecněný vlastńı vektor. Právě jsme dokázali, že pokud takový
vektor ~w najdeme, tak výraz ~z = (t~v + ~w) exp(λt) je řešeńım naš́ı soustavy diferenciálńıch
rovnic. A protože se nejedná o násobek řešeńı ~v exp(λt), tak jsou to dvě lineárně nezávislá
řešeńı. A jejich obecná lineárńı kombinace je obecné řešeńı.

Zbývá otázka, jestli má rovnice

(A− λE)~w = ~v

řešeńı. Ukážeme to pro matici 2x2. Je-li matice A matice 2x2, tak matice A−λE je také 2x2.
Může mı́t hodnost 0, 1 nebo 2. Hodnost 2 nemůže nastat, protože jsme vlastńı č́ıslo λ našli
právě z podmı́nky det(A− λE) = 0. Hodnost 0 znamená, že matice A− λE je nulová, tedy
matice A je násobkem jednotkové matice, to jsme diskutovali v odd́ıle diagonalizovatelná
matice. Zde uvažujeme př́ıpad, kdy hodnost matice A− λE je 1.

Označme si opět pro přehlednost prvky matice A jako a, b, c, d, tedy

A =

(
a b
c d

)
.

Pak

A− λE =

(
a− λ b

c d− λ

)
.

Charakteristická rovnice je
λ2 − (a+ d)λ+ ad− bc = 0

a jej́ı diskriminant je
D = (a− d)2 + 4bc = 0,

aby měla dvojnásobný kořen

λ1 = λ2 =
a+ d

2
,

tedy
2λ = a+ d.

Můžeme volit vlastńı vektor

~v =

(
b

λ− d

)
.

Pak rovnice pro ~w zńı (
a− λ b

c d− λ

)
~w =

(
b

λ− d

)
.
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Matice na levé straně je singulárńı, jej́ı sloupce jsou lineárně závislé. Aby tato rovnice měla
řešeńı, muśı být a stač́ı, aby vektor na pravé straně byl násobkem druhého sloupce matice.
Ale protože se rovnaj́ı prvńı složky, musej́ı se rovnat i druhé složky

d− λ = λ− d,

což plat́ı, protože je to ekvivalentńı se vztahem 2λ = a+d. T́ım jsme dokázali, že zobecněný
vektor ~w existuje.

Je jednoznačný? Neńı. Když k zobecněnému vlastńımu vektoru ~w přičteme libovolný
násobek vlastńıho vektoru ~v, tak dostaneme opět zobecněný vlastńı vektor splňuj́ıćı podmı́nku

(A− λE)~w = ~v,

protože jsme přičetli vektor, který je v jádře matice A− λE, tedy vektor, který tato matice
zobraźı na nulový vektor.

Ukažme si to na ještě jednom př́ıkladě. Př́ıklad 7

x′ = 5x+ 2y

y′ = −2x+ y.

Vyřeš́ıme tuto soustavu opět dvoj́ım zp̊usobem. Převodem na jednu rovnici druhého řádu a
pak pomoćı vlastńıch vektor̊u a zobecněných vlastńıch vektor̊u.

• Převod na jednu rovnici druhého řádu. Budeme postupovat podobně jako při řešeńı
př́ıkladu 4.

2y = x′ − 5x

y =
x′ − 5x

2

x′′ − 5x′

2
= −2x+

x′ − 5x

2

x′′ − 5x′ = −4x+ x′ − 5x

x′′ − 6x′ + 9x = 0

λ2 − 6λ+ 0 = 0

λ1 = 3, λ2 = 3

x = C1 exp(3t) + C2t exp(3t)

x′ = 3C1 exp(3t) + C2 exp(3t) + 3C2t exp(3t)

y =

(
−C1 +

C2

2
− C2t

)
exp(3t).
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• A nyńı vyřeš́ıme stejnou soustavu pomoćı vlastńıch vektor̊u a zobecněných vlastńıch
vektor̊u. Matice je

A =

(
5 2
−2 1

)
.

Charakteristická rovnice je

det(A− λE) =

∣∣∣∣ 5− λ 2
−2 1− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 6λ+ 9 = 0.

Ta má dvojnásobný kořen
λ1 = 3, λ2 = 3.

Najdeme př́ıslušný vlastńı vektor ~v z rovnice

(A− λE)~v = ~0(
2 2
−2 −2

)
~v = ~0

např.

~v =

(
1
−1

)
.

Druhý vlastńı vektor, který by byl s t́ımto vlastńım vektorem lineárně nezávislý, nee-
xistuje. Hledáme tedy zobecněný vlastńı vektor ~w z rovnice

(A− λE)~w = ~v(
2 2
−2 −2

)
~w =

(
1
−1

)
~w =

1

4

(
1
1

)
.

Nyńı můžeme napsat dvě řešeńı

~z1 = ~v exp(λ1t) =

(
1
−1

)
exp(3t)

a

~z2 = (t~v + ~w) exp(λ1t) =

(
t

(
1
−1

)
+

1

4

(
1
1

))
exp(3t)

a obecné řešeńı pak je
~z = C3~z1 + C4 + ~z2

a jednotlivé funkce řešeńı jsou

x =

(
C3 + C4

(
t+

1

4

))
exp(3t)

y =

(
−C3 + C4

(
−t+

1

4

))
exp(3t).

To je stejný výsledek jako ten źıskaný předešlou metodou, s t́ım, že integračńı konstanty
jsou svázány vztahy

C1 = C3 +
1

4
C4, C2 = C4.
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1.3.7 Jordanizace

A co diagonalizace nediagonalizovatelné matice? Pro matici s r̊uznými vlastńımi č́ısly jsme
si ukázali, že je možné ji rozložit na součin

A = V ΛV −1,

kde slupce matice V jsou vlastńı vektory matice A a diagonálńı matice Λ je tvořena vlastńımi
č́ısly matice A.

Ale co když neexistuje druhý lineárně nezávislý vlastńı vektor? I v tom př́ıpadě můžeme
sestavit matici V tak, že jej́ı prvńı sloupec bude vlastńı vektor ~v a jej́ı druhý sloupec bude
zobecněný vlastńı vektor ~w matice A. A vztahy

A~v = λ~v

a
A~w = v + λ~w

můžeme zapsat obdobou vztahu AV = V Λ, totiž jedńım vztahem

AV = V J,

kde matice J neńı bohužel diagonálńı, ale je to tzv. Jordanova matice(
λ 1
0 λ

)
.

Proto jsme tento rozklad matice nazvali Jordanizace. Když tento vztah vynásob́ıme zprava
matićı V −1, tak dostaneme

A = V JV −1.

Pro naši matici

A =

(
5 2
−2 1

)
.

jsme našli dvojnásobné vlastńı č́ıslo

λ1 = 3, λ2 = 3,

př́ıslušný vlastńı vektor

~v =

(
1
−1

)
a zobecněný vlastńı vektor

~w =
1

4

(
1
1

)
.

Takže

J =

(
3 1
0 3

)
,

V =

(
1 1

4

−1 1
4

)
,
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V −1 =

(
1
2
−1

2

2 2

)
a Jordan̊uv rozklad je

A = V JV −1(
5 2
−2 1

)
=

(
1 1

4

−1 1
4

)(
3 1
0 3

)(
1
2
−1

2

2 2

)
.
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Výběrový seminář k matematice B

Lenka Cúthová

1 Trojný integrál a jeho geometrický význam

V předmětech Matematika A a Matematika B se seznamujeme se základy integrálńıho počtu
funkćı jedné a dvou proměnných. Definice tzv. dvojného integrálu vycháźı ze zobecněńı
Riemannovy konstrukce určitého integrálu. Trojný integrál se pak zkonstruuje analogicky.
Připomeňme tedy nejdř́ıv velmi stručně jednorozměrný a dvourozměrný př́ıpad.

Všechny obrázky v textu jsou převzaty z [1], př́ıklady jsou inspirovány úlohami z [1, 3].

1.1 Jednoduchý integrál

Definice:
Uvažujeme funkci f definovanou na intervalu 〈a, b〉 ⊂ R. Tento interval rozděĺıme na n

stejných d́ılk̊u délky ∆x a označ́ıme xi krajńı body těchto podinterval̊u, tedy plat́ı

a = x0 < · · · < xi · · · < xn = b.

Riemann̊uv integrál funkce f na intervalu 〈a, b〉 pak je limita (pokud existuje)∫ b

a

f(x) dx = lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

n∑
i=1

f(x∗i )∆x ,

kde x∗i označuje libovolný bod lež́ıćı uvnitř intervalu 〈xi−1, xi〉. Výraz Sn nazýváme Rie-
mann̊uv integrálńı součet. Takto definovaný integrál existuje a jeho hodnota nezáviśı na
konkrétńı volbě bod̊u x∗i , pokud funkce f splňuje daľśı podmı́nky. Postačuj́ıćı podmı́nkou je
např́ıklad to, že je funkce f na intervalu 〈a, b〉 spojitá, nebo že je na tomto intervalu omezená
a má pouze konečný počet bod̊u nespojitosti.

Geometrický význam:
V př́ıpadě, že je funkce f na intervalu 〈a, b〉 nezáporná, má hodnota určitého integrálu

význam obsahu plochy, která je ohraničená grafem funkce f , osou x a př́ımkami x = a a
x = b.

Výpočet:
Je-li funkce f spojitá na intervalu 〈a, b〉, splývá Riemannova definice s Newtonovou de-

finićı určitého integrálu a my tak můžeme využ́ıt všechny metody výpočtu neurčitého in-
tegrálu, které jsme se naučili v předmětu Matematika A.
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Obrázek 1: Riemann̊uv integrálńı součet.

Věta 1. Necht’ je funkce f spojitá na intervalu 〈a, b〉 ⊂ R a funkce F je jej́ı primitivńı
funkce, tedy F ′(x) = f(x) pro každé x ∈ 〈a, b〉. Potom plat́ı∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a). (1)

Substitučńı metoda:
Nakonec připomeňme substitučńı metodu slouž́ıćı k výpočtu integrálu.

Věta 2. Necht’ f je spojitá funkce na intervalu 〈a, b〉 ∈ R a F je primitivńı funkce k f . Necht’

dále existuje funkce t = ϕ(x), která má spojitou nenulovou derivaci na intervalu 〈α, β〉 ⊂ R
a zobrazuje tento interval na 〈a, b〉 tak, že ϕ(α) = a a ϕ(β) = b. Potom∫ β

α

f(ϕ(x))ϕ′(x) dx =

∫ b

a

f(t) dt = F (t).

1.2 Dvojný integrál

Definice:
Uvažujeme funkci dvou proměnných f definovanou na obdélńıku R = 〈a, b〉×〈c, d〉 ⊂ R2.

Každý z interval̊u rozděĺıme na podintervaly stejné délky, jmenovitě interval 〈a, b〉 na n
interval̊u délky ∆x s krajńımi body

a = x0 < · · · < xi · · · < xn = b

a interval 〈c, d〉 na m interval̊u délky ∆y s krajńımi body

c = y0 < · · · < yj < · · · < ym = d.

Zvolme libovolný bod (x∗ij, y
∗
ij) z obdélńıku Rij = 〈xi−1, xi〉 × 〈yj−1, yj〉 .

Dvojný Riemann̊uv integrál funkce f na obdélńıku R se definuje jako limita dvojitého
Riemannova součtu, tedy
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Obrázek 2: Kontrukce dvojného integrálu.

∫∫
R

f(x, y) dx dy = lim
n→∞
m→∞

Sn,m = lim
n→∞
m→∞

n∑
i=1

m∑
j=1

f(x∗ij, y
∗
ij)∆x∆y ,

pokud tato limita existuje. Opět plat́ı, že pro funkci spojitou na intervalu R dvojný integrál
existuje, př́ıpadně pro funkci, která je omezená a má pouze konečný počet bod̊u nebo oblouk̊u
nespojitosti.

Geometrický význam:
Pro funkci, která je nezáporná na obdélńıku R, plat́ı, že hodnota dvojného integrálu dává

objem tělesa s podstavou R, ohraničeného grafem funkce f a rovinami x = a, x = b, y = c
a y = d.

Výpočet:
Na rozd́ıl od jednorozměrného př́ıpadu, ve kterém jsou intervaly jediné omezené uzavřené

množiny, dvojný integrál zobecňujeme i na jiné množiny než obdélńıky. Zobecněńı lze snadno
zkonstruovat pro množiny, které jsou omezené a jejichž hranice je tvořená konečným počtem
jednoduchých uzavřených křivek a bod̊u, ř́ıkáme jim standardńı množiny.

Standardńı množiny typu I a II jsou definovány následuj́ıćım zp̊usobem (viz obrázek 3).
Množina D se nazývá standardńı množina typu I, pokud existuj́ı č́ısla a, b a funkce

y = g1(x) a y = g2(x) spojité na intervalu 〈a, b〉 takové, že

D =
{

(x, y) ∈ R2, a ≤ x ≤ b, g1(x) ≤ y ≤ g2(x) pro všechna x ∈ 〈a, b〉
}
. (2)

Podobně D nazveme standardńı množinou typu II, pokud ji pro nějaká č́ısla c, d a funkce
x = h1(y) a x = h2(y) spojité na 〈c, d〉 lze napsat jako

D =
{

(x, y) ∈ R2, c ≤ y ≤ d, h1(y) ≤ x ≤ h2(y) pro všechna y ∈ 〈c, d〉
}
. (3)

Předpokládejme, že je funkce f definována na obdélńıku, nebo na standardńı množině
typu I nebo II. Potom návod na výpočet integrálu dává Fubiniho věta. Tuto nebudeme
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Obrázek 3: Standardńı množiny typu I a II.

opakovat do detail̊u, jelikož dále v textu uvád́ıme jej́ı verzi pro trojný integrál. Připomeneme
pouze stručně, v tomto př́ıpadě můžeme dvojný integrál vypoč́ıtat postupnou integraćı nej-
prve podle proměnné x a pak y, nebo naopak. Ve výsledku pak jde o výpočet dvou jedno-
duchých integrál̊u a ty lze spoč́ıtat jako Newton̊uv integrál (1).

Substitučńı metoda:
Substitučńı metoda pro dvojný integrál je analogíı jednorozměrného př́ıpadu. Opět se

jedná o substituci - změnu proměnných - souřadnic. Mı́sto derivace substitučńı funkce ϕ je
třeba v dvojrozměrném př́ıpadě uvažovat Jacobián zaobrazeńı.

Věta 3. Necht’ f je funkce dvou proměnných a necht’ existuje dvojný integrál funkce f přes
standardńı množinu D ∈ R2. Necht’ dále existuje zobrazeńı Φ = (ϕ1, ϕ2) : R2 → R2 splňuj́ıćı
následuj́ıćı vlastnosti:

• Zobrazeńı Φ zobrazuje standardńı množinu H na množinu D. Pro bod (x, y) ∈ D tedy
plat́ı, že existuje bod (u, v) ∈ H tak, že (x, y) = (ϕ1(u, v), ϕ2(u, v)).

• Zobrazeńı Φ je na H prosté a spojitě diferencovatelné.

• Jacobián J(u, v) zobrazeńı Φ je pro všechna (u, v) ∈ H r̊uzný od nuly.

Pak plat́ı ∫∫
D

f(x, y) dx dy =

∫∫
H

f(ϕ1(u, v), ϕ2(u, v))|J(u, v)| du dv.

Připomı́náme, že Jacobián je definován jako determinant Jacobiho matice, tedy

J(u, v) =

∣∣∣∣∣∣∣
∂ϕ1

∂u
(u, v)

∂ϕ1

∂v
(u, v)

∂ϕ2

∂u
(u, v)

∂ϕ2

∂v
(u, v)

∣∣∣∣∣∣∣ .
Velmi praktická substituce je substituce do polárńıch souřadnic. Mı́sto klasických

kartézských souřadnic x, y dostáváme souřadnice r, θ, které maj́ı význam vzdálenosti bodu
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od počátku, resp. úhlu, který sv́ırá př́ımka procházej́ıćı bodem a počátkem s kladnou část́ı
osy x, viz obrázek 4. Př́ıslušné zobrazeńı je definováno jako

Φ(r, θ) = (r cos θ, r sin θ),

hodnota Jacobiánu je pak rovna r.

Obrázek 4: Bod P v polárńıch souřadnićıch.

Polárńı souřadnice se v trojrozměrném př́ıpadě zobecňuj́ı na souřadnice cylindrické.

1.3 Definice trojného integrálu

V této kapitole zobecńıme již dvakrát předvedenou konstrukci integrálńı sumy a posléze
integrálu. Uvažujme funkci tř́ı proměnných f nejprve definovanou na kvádru B = 〈a, b〉 ×
〈c, d〉×〈r, s〉 ⊂ R3. Jednotlivé intervaly rozděĺıme na n,m a l podinterval̊u s délkami ∆x,∆y
a ∆z, s krajńımi body

a = x0 < · · · < xi < · · · < xn = b,

c = y0 < · · · < yj < · · · < yn = d,

r = z0 < · · · < rk < · · · < zn = s.

Označ́ıme (x∗ijk, y
∗
ijk, z

∗
ijk) libovolný bod lež́ıćı v množině Bijk = 〈xi−1, xi〉 × 〈yj−1, yj〉 ×

〈zk−1, zk〉. Sestroj́ıme trojitý Riemann̊uv integrálńı součet Sn,m,l jako trojitou sumu

Sn,m,l =
n∑
i=1

m∑
j=1

l∑
k=1

f(x∗ijk, y
∗
ijk, z

∗
ijk)∆x∆y∆z.

Trojný Riemann̊uv integrál je pak definován jako limita∫∫∫
B

f(x, y, z) dx dy dz = lim
n→∞
m→∞
l→∞

Sn,m,l,

pokud tato existuje. Je-li funkce f spojitá na kvádru B, trojný Riemann̊uv integrál na něm
existuje.
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Obrázek 5: Rozděleńı kvádru B na podkvádry.

Uvažujme dále, že je funkce f definovaná na omezené množině E ⊂ R3. Pak existuje
kvádr B takový, že množina E je jeho podmnožinou. Definujeme integrál funkce f přes
množinu E jako ∫∫∫

E

f(x, y, z) dx dy dz =

∫∫∫
B

g(x, y, z) dx dy dz,

kde g je funkce definovaná na kvádru B tak, že

g(x, y, z) =

{
f(x, y, z), (x, y, z) ∈ E,
0, jinak.

1.4 Vlastnosti trojného integrálu

Trojný integrál splňuje podobné vlastnosti jako jednoduchý a dvojný. Za předpokladu, že
všechny integrály existuj́ı, plat́ı:

∫∫∫
E

(f(x, y, z)± g(x, y, z)) dx dy dz =

∫∫∫
E

f(x, y, z) dx dy dz ±
∫∫∫

E

g(x, y, z) dx dy dz,∫∫∫
E

cf(x, y, z) dx dy dz = c

∫∫∫
E

f(x, y, z) dx dy dz,

kde c je libovolná reálná konstanta. Je-li nav́ıc splněna nerovnost f(x, y, z) ≥ g(x, y, z) pro
všechny body z E, plat́ı∫∫∫

E

f(x, y, z) dx dy dz ≥
∫∫∫

E

g(x, y, z) dx dy dz.

Je-li možné množinu E zapsat jako sjednoceńı E = E1 ∪ E2 dvou množin, které nemaj́ı
společné vnitřńı body, potom
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∫∫∫
E

f(x, y, z) dx dy dz =

∫∫∫
E1

g(x, y, z) dx dy dz +

∫∫∫
E2

g(x, y, z) dx dy dz.

1.5 Geometrický a fyzikálńı význam trojného integrálu

Prostým zobecněným jednorozměrného a dvojrozměrného př́ıpadu dostáváme, že v př́ıpadě
funkce f nezáporné na množině E dostáváme hyperobjem (hypervolume) čtyřrozměrného
tělesa, které je ohraničeno trojrozměrnými objekty (graf funkce f , množina E a prostory
x = a atd.). Jde o abstraktńı představu, která neńı vhodná k reálným aplikaćım. Trojný
integrál lze ale také využ́ıt k výpočtu objemu těles: Integrujeme-li funkci f(x, y, z) = 1 přes
množinu E, výsledek je pak objem této množiny.

Praktického použit́ı dosáhneme, když přidáme jednotlivým proměnným fyzikálńı význam.
Např́ıklad, pokud jsou proměnné (x, y, z) prostorové souřadnice a hodnota funkce f(x, y, z)
udává hustotu % v bodě (x, y, z), má trojný integrál význam hmotnosti tělesa E:

m(E) =

∫∫∫
E

% (x, y, z) dx dy dz

Trojný integrál se dále využije při výpočtu statických moment̊u tělesa. Jednotlivé statické
momenty vzhledem k souřadnicovým rovinám jsou definovány jako

Myz(E) =

∫∫∫
E

x% (x, y, z) dx dy dz,

Mxz(E) =

∫∫∫
E

y% (x, y, z) dx dy dz,

Mxy(E) =

∫∫∫
E

z% (x, y, z) dx dy dz.

(4)

Pomoćı nich lze určit souřadnice hmotného středu tělesa E

x̄ =
Myz(E)

m(E)
, ȳ =

Mxz(E)

m(E)
, z̄ =

Mxy(E)

m(E)
.

Podobně lze pomoćı trojného integrálu vypoč́ıtat momenty setrvačnosti daného tělesa.
Daľśı aplikaćı je např́ıklad výpočet celkového elektrického náboje (funkce f je hustota náboje)
na objektu E, apod.

1.6 Výpočet trojného integrálu - Fubiniho věta

Uvažujme funkci f(x, y, z) definovanou na kvádru B = 〈a, b〉 × 〈c, d〉 × 〈r, s〉. Fubiniho věta
v podstatě ř́ıká, že je-li funkce spojitá, můžeme integrovat v libovolném pořad́ı proměnných.
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Věta 4 (Fubiniho věta 1). Je-li funkce f spojitá na kvádru B = 〈a, b〉 × 〈c, d〉 × 〈r, s〉 ⊂ R,
pak plat́ı: ∫∫∫

B

f(x, y, z) dx dy dz =

∫ b

a

∫ d

c

∫ s

r

f(x, y, z) dz dy dx

=

∫ b

a

∫ s

r

∫ d

c

f(x, y, z) dy dz dx

=

∫ s

r

∫ d

c

∫ b

a

f(x, y, z) dx dy dz

=

∫ s

r

∫ b

a

∫ d

c

f(x, y, z) dy dx dz

=

∫ d

c

∫ b

a

∫ s

r

f(x, y, z) dz dx dy

=

∫ d

c

∫ s

r

∫ b

a

f(x, y, z) dx dz dy

Ilustrujme si použit́ı Fubiniho věty na př́ıkladě.

Př́ıklad 1. Vypoč́ıtejte integrál
∫∫∫

B
(xy − z2) dx dy dz, kde B = 〈0, 2〉 × 〈0, 1〉 × 〈0, 3〉,

s použit́ım dvou r̊uzných pořad́ı integrace.

Řešeńı: Vzhledem k tomu, že je integrovaná funkce polynom, je zřejmé, že pořad́ı inte-
grace nebude mı́t vliv na obt́ıžnost výpočtu. Zvoĺıme si tedy dvě z šesti možných kombinaćı
libovolně.

Pořad́ı dx dy dz:∫∫∫
B

(
xy − z2

)
dx dy dz =

∫ 3

0

∫ 1

0

∫ 2

0

(
xy − z2

)
dx dy dz =

∫ 3

0

∫ 1

0

[
x2y

2
− xz2

]x=2

x=0

dy dz

=

∫ 3

0

∫ 1

0

(
2y − 2z2

)
dy dz =

∫ 3

0

[
y2 − 2yz2

]y=1

y=0
dz

=

∫ 3

0

(
1− 2z2

)
dz =

[
z − 2z3

3

]z=3

z=0

= −15

Druhé zvolené pořad́ı dz dx dy seṕı̌seme stručněji:∫∫∫
B

(
xy − z2

)
dx dy dz =

∫ 1

0

∫ 2

0

∫ 3

0

(
xy − z2

)
dz dx dy =

∫ 1

0

∫ 2

0

(3xy − 9) dx dy =

=

∫ 1

0

(6y − 18) dy = −15

Poznámka 1. Všimněme si, že při postupném integrováńı s použit́ım Fubiniho věty často
uvád́ıme v meźıch integrál̊u pro přehlednost, za kterou proměnnou zrovna dosazujeme.

Pokud je funkce f definovaná na omezené množině E, je možné vypoč́ıtat trojný integrál,
pokud lze množinu popsat některým z následuj́ıćıch šesti zp̊usob̊u.
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Obrázek 6: Standardńı množiny typu I.

Standardńı množiny typu I
Množina E je standardńı množina typu I, pokud je jej́ı pr̊umět D do roviny xy jednou

ze dvou standardńıch množin, jak je známe z př́ıpadu pro dvojný integrál, viz (2), (3). Dále
pak existuj́ı spojité funkce z = u1(x, y) a z = u2(x, y) definované na D takové, že graf prvńı
z nich tvoř́ı horńı část pláště množiny E a graf druhé z nich tvoř́ı dolńı část pláště množiny
E.

Množina E je pak zapsána jako

E =
{

(x, y, z) ∈ R3, (x, y) ∈ D, u1(x, y) ≤ z ≤ u2(x, y) pro všechna (x, y) ∈ D
}
,

kde
D =

{
(x, y) ∈ R2, a ≤ x ≤ b, g1(x) ≤ y ≤ g2(x) pro všechna x ∈ 〈a, b〉

}
nebo

D =
{

(x, y) ∈ R2, c ≤ y ≤ d, h1(y) ≤ x ≤ h2(y) pro všechna y ∈ 〈c, d〉
}
,

pro nějaké spojité funkce g1, g2 nebo h1, h2 a reálná č́ısla a, b, c, d.
Zformulujeme variantu Fubiniho věty pro trojný integrál přes standardńı množinu typu

I.

Věta 5 (Fubiniho věta 2). Necht’ funkce f je spojitá na standardńı množině E typu I. Se
značeńım z předchoźıho textu plat́ı∫∫∫

E

f(x, y, z) dx dy dz =

∫ b

a

∫ g2(x)

g1(x)

∫ u2(x,y)

u1(x,y)

f(x, y, z) dz dy dx,

=

∫ d

c

∫ h2(y)

h1(y)

∫ u2(x,y)

u1(x,y)

f(x, y, z) dz dx dy resp.

Př́ıklad 2. Vypoč́ıtejte integrál
∫∫∫

E
(x− y) dx dy dz, kde množina E je ohraničena povrchy

z = x2 − 1 a z = 1− x2 a rovinami y = 0 a y = 2.
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Řešeńı: Meze proměnné y jsou dány. Meze pro proměnnou x źıskáme tak, že dáme do
rovnosti x2−1 a 1−x2, tedy meze jsou −1 a 1. Na intervalu 〈−1, 1〉 plat́ı nerovnost 1−x2 ≥
x2 − 1, voĺıme tedy u1(x, y) = x2 − 1 a u2(x, y) = 1 − x2. Pomoćı Fubniho věty zaṕı̌seme
integrál jako ∫ 2

0

∫ 1

−1

∫ 1−x2

x2−1
(x− y) dz dx dy.

Vypoč́ıtáme∫ 2

0

∫ 1

−1

∫ 1−x2

x2−1
(x− y) dz dx dy =

∫ 2

0

∫ 1

−1
(x− y) [z]z=1−x2

z=x2−1 dx dy = 2

∫ 2

0

∫ 1

−1
(x− y) dx dy

= 2

∫ 2

0

[
x2

2
− xy

]x=1

x=−1
dy = −4

∫ 2

0

y dy = −2
[
y2
]2
0

= −8

Standardńı množiny typu II
V tomto př́ıpadě je pr̊umět do roviny yz jedna ze dvou standardńıch množin dvojného

integrálu (s př́ıslušnou změnou značeńı). Dále existuj́ı spojité funkce x = u1(y, z) a x =
u2(y, z) tvoř́ıćı předńı a zadńı část pláště množiny E.

Množinu E zaṕı̌seme jako

E =
{

(x, y, z) ∈ R3, (y, z) ∈ D, u1(y, z) ≤ x ≤ u2(y, z) pro všechna (y, z) ∈ D
}
,

kde
D =

{
(y, z) ∈ R2, a ≤ y ≤ b, g1(y) ≤ z ≤ g2(y) pro všechna y ∈ 〈a, b〉

}
nebo

D =
{

(y, z) ∈ R2, c ≤ z ≤ d, h1(z) ≤ y ≤ h2(z) pro všechna z ∈ 〈c, d〉
}
,

pro nějaká č́ısla a, b, c a d a spojité funkce g1, g2, h1 a h2.
Fubiniho větu pak zformulujeme obdobně jako v předchoźım př́ıpadě, př́ıslušnou funkci

f tak budeme nejprve integrovat vzhlede k proměnné x. Proved’te jako cvičeńı.

Standardńı množiny typu III
Pr̊umět standardńı množiny typu III do roviny xz je jednou ze standardńıch množin pro

dvojný integrál (popsány č́ısly a, b nebo c, d a spojitými funkcemi g1, g2 nebo h1, h2), bočńı
strany pláště popisuj́ı grafy spojitých funkćı y = u1(x, z) a y = u2(x, z)

Množiny E a D zaṕı̌seme jako

E =
{

(x, y, z) ∈ R3, (x, z) ∈ D, u1(x, z) ≤ y ≤ u2(x, z) pro všechna (x, z) ∈ D〉
}
,

kde
D =

{
(x, z) ∈ R2, a ≤ x ≤ b, g1(x) ≤ z ≤ g2(x) pro všechna x ∈ 〈a, b〉

}
nebo

D =
{

(x, z) ∈ R2, c ≤ z ≤ d, h1(z) ≤ x ≤ h2(z) pro všechna z ∈ 〈c, d〉
}
.

Opět zformulujte odpov́ıdaj́ıćı verzi Fubiniho věty.
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Př́ıklad 3. Vypoč́ıtejte integrál
∫∫∫

E
z sinx dx dy dz, kde množina E je ohraničena plochou

y =
√

1− z2, rovinami z = 1 a x = π a lež́ı v prvńı oktantu soustavy souřadnic (tedy
x, y, z ≥ 0).

Řešeńı: Meze integrálu můžeme zapsat jako 0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ z ≤ 1 a 0 ≤ y ≤
√

1− z2.
Vypoč́ıtáme postupně

∫ π

0

∫ 1

0

∫ √1−z2
0

z sinx dy dz dx =

∫ π

0

sinx dx

∫ 1

0

z [y]y=
√
1−z2

y=0 dz

= [− cosx]x=πx=0

∫ 1

0

z
√

1− z2 dz = 2

[
−1

3

√
(1− z2)3

]z=1

z=0

=
2

3

Poznámka 2. V tomto př́ıpadě je integrovaná funkce součin několika funkćı, z nichž jedna
nezáviśı na y ani na z, proto jsme ji mohli vytknout před dva vnitřńı integrály. Takový postup
neńı nutný, ale zvyšuje přehlednost výpočtu.

1.7 Substitučńı metoda v trojném integrálu

Formulujeme substitučńı metodu pro trojný integrál.

Věta 6. Necht’ f je funkce tř́ı proměnných taková, že existuje trojný integrál funkce f přes
standardńı množinu E ⊂ R. Necht’ dále existuje zobrazeńı Φ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3) : R3 → R3

definované na nějaké množině H splňuj́ıćı následuj́ıćı vlastnosti:

• Pro každé (x, y, z) ∈ E plat́ı, že existuje bod (u, v, w) ∈ H tak, že

(x, y, z) = (ϕ1(u, v, w), ϕ2(u, v, w), ϕ3(u, v, w)).

• Zobrazeńı Φ je na H prosté a spojitě diferencovatelné.

• Jacobián J(u, v, w) zobrazeńı Φ je pro všechna (u, v, w) ∈ H r̊uzný od nuly.

Pak plat́ı∫∫∫
E

f(x, y, z) dx dy dz =

∫∫∫
H

f(ϕ1(u, v, w), ϕ2(u, v, w)), ϕ3(u, v, w))|J(u, v, w)| du dv dw.

V trojrozměrném př́ıpadě je Jacobián definován jako

J(u, v, w) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂ϕ1

∂u
(u, v, w)

∂ϕ1

∂v
(u, v, w)

∂ϕ1

∂w
(u, v, w)

∂ϕ2

∂u
(u, v, w)

∂ϕ2

∂v
(u, v, w)

∂ϕ2

∂w
(u, v, w)

∂ϕ3

∂u
(u, v, w)

∂ϕ3

∂v
(u, v, w)

∂ϕ3

∂w
(u, v, w)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Nejčastěji použ́ıváne souřadnice v př́ıpadě trojného integrálu jsou cylindrické a sférické
souřadnice.
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Obrázek 7: Bod P v cylindrických souřadnićıch.

Cylindrické souřadnice
Cylindrické souřadnice jsou dány substitućı

Φ(r, θ, z) = (r cos θ, r sin θ, z).

Prvńı dvě souřadnice maj́ı význam polárńıch souřadnic pro pr̊umět bodu do roviny xy, třet́ı
souřadnice z̊ustává nezměněna, viz obrázek 7. Plat́ı r2 = x2+z2. Tyto souřadnice použ́ıváme
často v př́ıpadě, že je integrovaná funkce nebo množina, přes kterou integrujeme, symetrická
vzhledem k záměně x a y. Jako snadné cvičeńı necháváme čtenář̊um dokázat, že Jacobián
je stejně jako v př́ıpadě polárńıch souřadnic roven r.

Př́ıklad 4. Uvažujme kužel s poloměrem podstavy a = 1 a výškou h = 4, jehož hustota se
měńı lineárně v závislosti na vzdálenosti bodu tělesa od podstavy. Ve vrcholu je % = 1 a % = 5
v každém bodě podstavy. Vypoč́ıtejte jeho hmotnost a souřadnice hmotného středu.

Řešeńı: Kužel umı́st́ıme vrcholem do počátku souřadnic, ve směru osy z. Př́ıslušná
kuželová plocha je pak popsána rovnićı z = 4

√
x2 + y2. Odvod’te si, že podle zadaných

kritéríı je funkce udávaj́ıćı hustotu definovaná jako %(x, y, z) = z + 1. Pro podstavu kužele
plat́ı x2 +y2 = 1. Po převedeńı do cylindrických souřadnic můžeme kužel popsat následovně:

0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ 1, 4r ≤ z ≤ 4.

Výpočet dává

m =

∫ 2π

0

∫ 1

0

∫ 4

4r

(z + 1)r dz dr dθ =

∫ 2π

0

dθ

∫ 1

0

r

∫ 4

4r

(z + 1) dz dr =

= 2π

∫ 1

0

r

[
z2

2
+ z

]z=4

z=4r

dr = 2π

∫ 1

0

(
12r − 4r2 − 8r3

)
dr =

= 2π

[
6r2 − 4r3

3
− 2r4

]r=1

r=0

=
16

3
π
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Obrázek 8: Paraboloid y = x2 + z2.

Vzhledem k symetrii kuželu a nezávislosti hustoty na proměnných x a y je zřejmé, že
x−ová a y−ová souřadnice hmotného středu bude rovna nule. Třet́ı souřadnici spoč́ıtáme
jako pod́ıl statického momentu mxy a hmotnosti kuželu. Dosazeńı do (4) dává

Mxy =

∫ 2π

0

∫ 1

0

∫ 4

4r

z(z + 1)r dz dr dθ

Podobným výpočtem jako u integrálu výše dostáváme

Mxy =
252

15
π,

tedy z−ová souřadnice hmotného středu je rovna 63
20

.

Je zřejmé, že předpis pro cylindrické souřadnice lze upravit tak, že nezměněná souřadnice
bude souřadnice x nebo y.

Př́ıklad 5. Vypoč́ıtejte objem paraboloidu, jehož plášt’ je daný rovnićı y = x2+z2 a podstava
lež́ı v rovině y = 4, viz obrázek 8.

Řešeńı: Označme daný paraboloid symbolem E. Jeho objem je dán integrálem

V =

∫∫∫
E

1 dx dy dz.

Vzhledem k symetrii paraboloidu v proměnných x a z zvoĺıme upravené cylindrické
souřadnice Φ(r, y, θ) = (r cos θ, y, r sin θ). Potom plat́ı

0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ 2, r2 ≤ y ≤ 4.

Převedeńım do těchto souřadnic dostáváme integrál

V =

∫ 2π

0

∫ 2

0

∫ 4

r2
r dy dr dθ = 2π

∫ 2

0

(4− r2)r dr.
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Obrázek 9: Bod P ve sférických souřadnićıch.

Dopoč́ıtejte si sami, že se tento objem rovná 8π.

Sférické souřadnice
Sférické souřadnice popisuj́ı bod v prostoru pomoćı vzdálenosti od počátku ρ a dvou úhl̊u

θ a φ, viz obrázek 9. Význam úhlu θ je stejný jako v př́ıpadě cylindrických souřadnic, úhel φ
je úhel mezi úsečkou spojuj́ıćı bod s počátkem a kladnou část́ı osy z (přesněji řečeno menš́ı
ze dvou takových úhl̊u). Maximálńı meze pro φ jsou tak 〈0, π〉. Vztahy mezi pravoúhlými a
kartézskými souřadnicemi jsou dány substitućı

Φ(ρ, φ, θ) = (ρ sinφ cos θ, ρ sinφ sin θ, ρ cosφ). (5)

Vypoč́ıtejme nyńı Jacobián této substituce. Jednotlivé parciálńı derivace daj́ı:

J(ρ, φ, θ) =

∣∣∣∣∣∣
sinφ cos θ sinφ sin θ cosφ
ρ cosφ cos θ ρ cosφ sin θ −ρ sinφ
−ρ sinφ sin θ ρ sinφ cos θ 0

∣∣∣∣∣∣
Použit́ım Sarrusova pravidla a identity sin2 x+ cos2 x = 1 dostáváme:

J(ρ, φ, θ) = ρ2 cos2 φ sinφ cos2 θ + ρ2 sin3 φ sin2 θ

+ ρ2 cos2 φ sinφ sin2 θ + ρ2 sin3 φ cos2 θ

= ρ2 cos2 φ sinφ+ ρ2 sin3 φ = ρ2 sinφ

Př́ıklad 6. Určete hmotnost koule s poloměrem a, jej́ı̌z hustota % je rovna čtverci vzdálenosti
od středu koule.

Řešeńı: Umı́st́ıme kouli do počátku souřadnic. Plášt’ koule je pak popsaný rovnićı x2 +
y2 + z2 = a2, hustota je %(x, y, z) = x2 + y2 + z2. Ve sférických souřadnićıch je popis koule

0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ φ ≤ π, 0 ≤ ρ ≤ a
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a hustota %(ρ, φ, θ) = ρ2.
Výpočet dává

m =

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ a

0

ρ4 sinφ dρ dφ dθ =

∫ 2π

0

dθ

∫ π

0

sinφ dφ

∫ a

0

ρ4 dρ

= 2π [− cosφ]π0

[
ρ5

5

]a
0

=
4πa2

5
.

Poznámka 3. V tomto př́ıkladu je integrovaná funkce součin tř́ı funkćı, z nichž každá záviśı
jen na jedné proměnné, m̊užeme tedy pokaždé vytknout před vnitřńı integrál (integrály) a
poč́ıtat součin tř́ı jednoduchých integrál̊u.

Př́ıklad 7. Vypoč́ıtejte moment setrvačnosti tělesa E vzhledem k rovině xz, kde E je polo-
koule daná rovnićı x2+y2+z2 ≤ 9 lež́ıćı v poloprostoru y ≥ 0 a hustota tělesa je %(x, y, z) = 1.

Řešeńı: Moment setrvačnosti vzhledem k rovině xz je dán vzorcem

Ixz =

∫∫∫
E

y2%(x, y, z) dx dy dz.

Použijeme sférické souřadnice. Poloměr koule je roven 3, což je horńı hranice pro proměnnou
ρ. Polokouli dostaneme tak, že omeźıme meze pro některou z proměnných φ, θ. Konkrétně,
je-li polokoule omezená rovinou xz, je interval pro proměnnou θ zkrácený na polovinu, máme
tedy

0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ π, 0 ≤ ρ ≤ 3

a integrovanou funkci y2 = ρ2 sin2 φ sin2 θ. Tuto funkci muśıme vynásobit Jacobiánem ρ2 sinφ.
Dosad́ıme ∫∫∫

E

y2 dx dy dz =

∫ 3

0

ρ4 dρ

∫ π

0

sin2 θ dθ

∫ π

0

sin3 φ dφ

Využit́ım znalosti (nebo výpočtu) primitivńıch funkćı∫
sin2 x dx =

x− sinx cosx

2
,

∫
sin3 x dx =

cos3 x

3
− cosx,

dostáváme ∫ 3

0

ρ4 dρ

∫ π

0

sin2 θ dθ

∫ π

0

sin3 φ dφ′ =
35

5

π

2

4

3
=

162π

5
.

1.8 Př́ıklady k procvičováńı

Př́ıklad 8. Vypoč́ıtejte objem čtyřstěnu E, který je ohraničený rovinami x + 2y + z = 2,
x = 2y, x = 0 a z = 0.

Nápověda: Uvažujte čtyřstěn E jako standardńı množinu typu I. Meze pro proměnné x
a y určete z projekce čtyřstěnu do roviny xy, viz obrázek 10. Meze pro proměnnou z jsou
dány rovinami z = 0 a z = 2− x− 2y. Integrovaná funkce je f(x, y, z) = 1.

Výsledek: V = 1
3

15



Obrázek 10: Obrázek k př́ıkladu 8.

Př́ıklad 9. Vypoč́ıtejte hmotnost válce, jehož plášt’ je popsaný rovnićı x2 +y2 = 4 a podstavy
lež́ı v rovinách z = −2 a z = 4, pokud je hustota %(x, y, z) př́ımo úměrná vzdálenosti bodu
(x, y, z) od osy válce.

Nápověda: Válec je umı́stěn v systému souřadnic tak, že jeho osa lež́ı na ose z. Funkci
pro hustotu % můžeme psát %(x, y, z) = K

√
x2 + y2 pro nějaké kladné reálné č́ıslo K. Tuto

hustotu integrujeme přes válec. Použijeme tedy cylindrické souřadnice.
Výsledek: m = 32Kπ

Př́ıklad 10. Vypoč́ıtejte integrál ∫∫∫
E

z2 dx dy dz

kde E je množina ohraničená shora kouĺı o poloměru ρ = 1 a zdola kuželem, jehož plášt’ je
popsaný rovnićı φ = π

3
.

Nápověda:
Použijte sférické souřadnice. Meze pro úhel φ jsou 0 ≤ φ ≤ π

3
. Integrovaná funkce je po

převedeńı do sférických souřadnic a vynásobeńı jacobiánem rovna ρ4 cos2 π sinφ.

Výsledek:

∫∫∫
E

z2 dx dy dz =
π

60

Daľśı př́ıklady k procvičeńı naleznete např. v [1, 3, 4].
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Matematika B - seminář

Eva Jeĺınková

1 Č́ıselné řady

Před studiem této kapitoly doporučujeme čtenáři připomenout si téma nekonečných po-
slouponost́ı, např́ıklad v materiálech Výběrového semináře k Matematice A, kde čtenář najde
potřebnou výbavu pro zdárné pochopeńı tohoto textu.

Z tématu č́ıselných řad jste nejsṕı̌s
”
ochutnali“ už na středńı škole – jde o nekonečné

součty č́ısel. Pokud jde o manipulaci s nekonečnem, je potřeba zvláštńı péče a opatrnost.
Uvažme třeba př́ıklad součtu

1− 1 + 1− 1 + 1− 1 + 1− 1 + . . . .

Mohli bychom se pokusit součet spoč́ıtat pomoćı uzávorkováńı:

(1− 1) + (1− 1) + (1− 1) + (1− 1) + · · · = 0

ale je možné také jiné uzávorkováńı:

1− (1− 1)− (1− 1)− (1− 1)− (1− 1) + · · · = 1.

Dospěli jsme k závěru, že 0 = 1, což je samozřejmě nesmysl. Daľśım př́ıkladem nesmyslu je
známý paradox o Achillovi a želvě: nejrychleǰśı běžec Achilles se snaž́ı dohonit želvu, která je
na začátku metr před ńım. Zat́ımco ale Achilles uběhne onen metr, želva se posune o kousek
dál. A než Achilles uběhne tento daľśı kousek, želva zase popojde atd. Achilles ji tedy nikdy
nedohońı... opravdu?

Dř́ıve, než si objasńıme, jak tyto př́ıklady vyřešit smysluplně, zavedeme si formálńı defi-
nice.

1.1 Potřebné definice

Definice 1. Nekonečná řada (reálných č́ısel) je výraz

∞∑
n=1

an = a1 + a2 + a3 + . . . ,

kde a1, a2, a3, . . . jsou reálná č́ısla. Součet prvńıch n člen̊u řady, tj.

a1 + a2 + · · ·+ an,

1



nazveme n-tý částečný součet řady, znač́ıme ho sn. Pokud existuje limita posloupnosti
částečných součt̊u řady, ř́ıkáme, že daná řada je konvergentńı, nebo také, že řada konverguje.
Č́ıslo

lim
n→∞

sn

nazýváme součtem řady. Ṕı̌seme

∞∑
n=1

an = lim
n→∞

sn = lim
n→∞

(a1 + a2 + · · ·+ an).

Pokud součet neexistuje nebo je nevlastńı, ř́ıkáme, že řada je divergentńı nebo že diverguje.
Pokud je součet řady nevlastńı, můžeme také psát

∞∑
n=1

an = +∞, př́ıpadně
∞∑
n=1

an = −∞.

Př́ıklad 1. Nyńı můžeme vidět, kde jsme udělali chybu v př́ıpadu řady

1− 1 + 1− 1 + 1− 1 + 1− 1 + . . . .

Posloupnost jej́ıch částečných součt̊u je (1, 0, 1, 0, 1, 0, . . . ), tato posloupnost nemá limitu.
Součet řady tedy neexistuje, a proto nemůžeme psát, že se rovná nule nebo jedné.

Poznamenejme ještě, že členy řady nemuśıme poč́ıtat vždy od prvńıho, ale někdy také
od nultého, př́ıpadně od jiného. Takže můžeme také pracovat s nekonečnými součty

∞∑
n=0

bn,
∞∑
n=1

bn−1,
∞∑
n=5

1

n
,

∞∑
n=2

1

n+ 3

podle toho, co se nám zrovna hod́ı. Všimněte si, že v prvńım a druhém př́ıpadě sč́ıtáme
přesně stejné členy, stejnětak v př́ıpadě třet́ım a čtvrtém.

Ukážeme si ještě jednu jednoduchou, ale velmi užitečnou větičku:

Věta 2. Je-li řada
∞∑
n=0

an konvergentńı, potom plat́ı lim
n→∞

an = 0.

Důkaz. Je-li řada
∞∑
n=0

an konvergentńı, označme jej́ı součet jako L. Potom podle definice

konvergentńı řady plat́ı L = lim
n→∞

sn, kde sn je n-tý částečný součet naš́ı řady. Protože ale

limita nezáviśı na prvńım členu posloupnosti, můžeme psát také L = lim
n→∞

sn+1. Potom máme

lim
n→∞

an = lim
n→∞

an+1 = lim
n→∞

(sn+1 − sn) = lim
n→∞

sn+1 − lim
n→∞

sn = L− L = 0.

Tato větička nám pomůže snadno odhalit některé řady, které konvergentńı nejsou: stač́ı
dokázat, že hodnota jejich člen̊u se v limitě nebĺıž́ı k nule. Opačným zp̊usobem to ale neńı
tak jednoduché – pokud se členy nějaké řady bĺıž́ı k nule, řada ještě konvergentńı být nemuśı,
jak si ukážeme v následuj́ıćı podkapitole. Můžeme tedy ř́ıct, že podmı́nka lim

n→∞
an = 0 je pro

konvergenci řady nutná, nikoliv postačuj́ıćı.
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1.2 Harmonická řada

Řada
∞∑
i=1

1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
+ . . .

se nazývá harmonická. Snadno vid́ıme, že jej́ı členy konverguj́ı k nule, přesto si ukážeme, že
řada diverguje. Rozepǐsme částečný součet pro n = 2k:

s2k = 1+

+
1

2
+

+
1

3
+

1

4
+

+
1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8
+

...

+
1

2k−1 + 1
+ · · ·+ 1

2k − 1
+

1

2k
.

Tento součet odhadneme zdola (protože jde o součet konečného počtu prvk̊u, můžeme s ńım
pracovat, jak jsme zvykĺı – rozmyslete si, že zde neńı chyba, na rozd́ıl od př́ıkladu plus
a mı́nus jedniček na prvńı straně této kapitoly). Pokud na každém řádku nahrad́ıme všechny
sč́ıtance nejmenš́ım z nich, dostaneme dolńı odhad:

s2k ≥ 1+

+
1

2
+

+
1

4
+

1

4
+

+
1

8
+

1

8
+

1

8
+

1

8
+

...

+
1

2k
+

1

2k
+

1

2k
+ · · ·+ 1

2k
+

1

2k
.

Nyńı můžeme součet č́ısel na každém řádku odhadnout zdola: součet na každém řádku je
aspoň 1/2 (hodnota sč́ıtanc̊u směrem dol̊u klesá vždy na polovinu, ale počet sč́ıtanc̊u se
naopak až na prvńı dva řádky zdvojnásobuje). Celkový součet s2k je tedy aspoň (k+ 1)1

2
. To

ale znamená, že posloupnost částečných součt̊u sn má limitu +∞, a tud́ıž harmonická řada
diverguje (součet je +∞).

1.3 Geometrická řada

Pokud se čtenář na středńı škole setkal s řadami, pak jistě také s geometrickou řadou

∞∑
n=0

aqn = a+ aq + aq2 + aq3 + . . . ,
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kde q je reálný parametr zvaný kvocient a a je také reálné č́ıslo (často se mu ř́ıká nultý člen,
protože se mu rovná).

Věta 3. Necht’ a 6= 0. Pro součet geometrické řady plat́ı následuj́ıćı:

1. Pokud je |q| < 1, pak
∞∑
n=0

aqn = a
1−q ,

2. pokud je |q| ≥ 1, řada
∞∑
n=0

aqn diverguje.

Důkaz. Pro d̊ukaz prvńıho př́ıpadu použijeme známý vzorec 1 − qn+1 = (1 − q)(1 + q +
q2 + · · ·+ qn). Protože q 6= 1, můžeme psát

sn = a
(
1 + q + q2 + · · ·+ qn

)
= a

1− qn+1

1− q
.

Protože lim
n→∞

qn+1 = 0, plat́ı

∞∑
n=0

aqn = lim
n→∞

sn = a
1

1− q
.

Pro d̊ukaz druhé části nahlédneme toto: pokud je |q| ≥ 1 a nav́ıc a nenulové, zřejmě
se členy řady s rostoućım n nebĺıž́ı k nule. Věta 2 potom ř́ıká, že naše řada konvergovat
nemůže.

Př́ıklad 2 (Achilles a želva). Pod́ıvejme se nyńı znovu na př́ıpad Achilla a želvy. Předpoklá-
dejme pro jednoduchost, že oba běž́ı konstantńı rychlost́ı stejným směrem po př́ımce, Achilles
je c-krát rychleǰśı než želva (pro c > 1), v čase t0 je Achilles v bodě 0 a želva se nacháźı
v bodě 1.

Dále nám zadáńı udává, že v čase t1 je Achilles v bodě 1. Protože je želva c-krát pomaleǰśı,
uběhla za tu dobu vzdálenost 1/c. Za daľśı časový úsek Achilles uběhne vzdálenost 1/c a želva
vzdálenost 1/c2. Dostáváme tedy, že vzdálenost Achilla od počátku v čase tn je určena (n+1)-
ńım částečným součtem řady

0 + 1 + 1/c+ 1/c2 + 1/c3 + . . . ,

zat́ımco vzdálenost želvy od počátku v čase tn je určena (n + 1)-ńım částečným součtem
řady

1 + 1/c+ 1/c2 + 1/c3 + 1/c4 + . . . .

Protože jsme už vyzbrojeni znalost́ı geometrické řady, vid́ıme, že obě řady konverguj́ı ke
stejnému součtu, a to k výrazu

1

1− 1
c

=
c

c− 1
.

Znamená to, že ve vzdálenosti c
c−1 od počátku se oba závodńıci setkaj́ı. A protože c

c−1 je
konečné č́ıslo, je nám jasné, že tuto vzdálenost uběhnou v konečném čase. Proč jsme tedy
museli manipulovat s nekonečným součtem? To proto, že zadáńı nám konečný časový úsek
uměle rozdělilo na nekonečně mnoho mezikrok̊u.
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Fyzikálńı odvozeńı. Pod́ıvejme se na Achilla a želvu ještě z fyzikálńıho hlediska. Předpo-
kládejme podle naš́ı přirozené fyzikálńı zkušenosti, že se opravdu v konečném čase setkaj́ı
ve vzdálenosti d od počátku. Achilles uběhne vzdálenost d, zat́ımco želva uběhne vzdálenost
d/c (protože je c-krát pomaleǰśı). Setkaj́ı-li se, muśı mı́t oba stejnou vzdálenost od počátku,
muśı tedy platit

d = 1 +
d

c
.

Převedeńım na druhou stranu dostaneme d(1− 1
c
) = 1, a tedy

d =
1

1− 1
c

=
c

c− 1
.

Vzhledem k tomu, že vzdálenost želvy od počátku ve chv́ıli setkáńı je také vyjádřena součtem
∞∑
n=0

(1/c)n, muśı se oba výrazy rovnat, a tedy

∞∑
n=0

(1/c)n =
c

c− 1
.

T́ımto jsme vlastně odvodili vzorec pro součet geometrické řady
∞∑
n=0

(1/c)n. Protože jsme

sṕı̌s zvykĺı na členy tvaru qn pro |q| < 1, položme q = 1/c a dostaneme

∞∑
n=0

qn =

1
q

1
q
− 1

=
1

1− q
,

což je (až na vynásobeńı nultým členem řady) náš známý vzorec.

1.4 Absolutńı konvergence

Definice 4. Ř́ıkáme, že řada
∞∑
n=1

ai konverguje absolutně, jestliže konverguje řada
∞∑
n=1

|ai|.

Př́ıkladem absolutně konvergentńı řady může být třeba řada
∞∑
n=1

(−1
2

)n
, pro kterou v́ıme,

že konverguje také řada
∞∑
n=1

∣∣(−1
2

)n∣∣ =
∞∑
n=1

(
1
2

)n
(v obou př́ıpadech se jedná o geometrickou

řadu s kvocientem q takovým, že |q| < 1).

Věta 5. Jestlǐze řada
∞∑
n=1

ai konverguje absolutně, pak tato řada konverguje.

Věta 5 nám dává do souvislosti pojem absolutńı a
”
obyčejné“ konvergence: absolutńı

konvergence řady znamená i obyčejnou. Opačně to ale neplat́ı, tj. konvergentńı řada nemuśı
být automaticky také absolutně konvergentńı, jak si ukážeme v př́ıkladu 7.
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1.5 Kritéria konvergence

V mnoha př́ıpadech neumı́me určit součet konvergentńı řady. Často považujeme za úspěch,
dokážeme-li u zadané řady alespoň rozhodnout, jestli konverguje nebo ne. Jako výzbroj
můžeme použ́ıt r̊uzná tzv. kritéria konvergence, některá si nyńı uvedeme.

Věta 6 (Srovnávaćı kritérium). Necht’ pro každé n ≥ 1, př́ıpadně pro každé n ≥ n0, plat́ı
0 ≤ an ≤ bn. Potom plat́ı:

1. konverguje-li řada
∞∑
n=1

bn, konverguje i řada
∞∑
n=1

an,

2. diverguje-li řada
∞∑
n=1

an, diverguje i řada
∞∑
n=1

bn.

Důkaz. Nejprve nahlédneme, že pokud se u nějaké nekonečné řady změńı konečně mnoho
počátečńıch člen̊u, neovlivńı to konvergenci – součet řady (pokud existuje) se jenom změńı
o konečné č́ıslo. Dı́ky tomu neńı nutné, aby určitá podmı́nka pro členy řady platila od prvńıho
členu, ale stač́ı požadovat, aby platila pro každé n ≥ n0 pro jisté n0.

Nyńı uvažme posloupnosti částečných součt̊u: označ́ıme sn = (a1 + · · · + an) a Sn =
(b1 + · · ·+ bn). Zřejmě sn ≤ Sn a obě posloupnosti {sn}∞n=1 a {Sn}∞n=1 jsou neklesaj́ıćı. Pokud
je lim

n→∞
Sn konečná a rovná se reálnému č́ıslu L, je potom nutně lim

n→∞
sn také konečná a menš́ı

nebo rovna L. Ze stejného d̊uvodu plat́ı, že pokud lim
n→∞

sn neexistuje nebo je nevlastńı,

nemůže být konečná ani lim
n→∞

Sn.

Dodejme ještě, že srovnávaćı kritérium neř́ıká, jestli z konvergence
”
menš́ı“ řady

∞∑
n=1

an

plyne konvergence
”
větš́ı“ řady

∞∑
n=1

bn. Snadno najdeme př́ıklad, kdy
”
menš́ı“ řada konverguje

a
”
větš́ı“ ne, položme např́ıklad an = (1/2)n a bn = 2n.
K čemu se nám hod́ı srovnávaćı kritérium? Je obzvlášt’ výhodné v př́ıpadě, kdy jsou

členy řady zadané nějakým složitým a nepřehledným výrazem, který ale dokážeme shora
odhadnout něč́ım jednodušš́ım, jak uvid́ıme v následuj́ıćım př́ıkladu.

Př́ıklad 3. Rozhodněme, zda konverguje řada

∞∑
n=1

((
1

n

)n
+

(
1

n!

))2

.

Tato řada má nezáporné členy, můžeme tedy uvažovat o použit́ı srovnávaćıho kritéria.

Položme an =
((

1
n

)n
+
(

1
n!

))2
a hledejme vhodné bn. Pro každé n ≥ 2 plat́ı

1

n
≤ 1

2
,(

1

n

)n
≤
(

1

2

)n
,
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a dále plat́ı také

1

n!
=

1

1 · 2 · · · (n− 1) · n
≤ 1

1 · 2 · · · 2 · 2
=

(
1

2

)n−1
.

Můžeme tedy odhadnout členy řady takto:

an =

((
1

n

)n
+

(
1

n!

))2

≤

((
1

2

)n
+

(
1

2

)n−1)2

=

=

(
3

(
1

2

)n)2

= 9
1

22n
= 9

1

4n
= bn.

Podařilo se nám tedy naj́ıt horńı odhad bn = 9 1
4n

. Řada
∞∑
n=1

bn je zřejmě geometrická

řada, která konverguje. Proto konverguje i řada
∞∑
n=1

an.

Př́ıklad 4. Rozhodněme, zda konverguje řada

∞∑
n=1

n

n2 + 3n
.

Podle naš́ı matematické zkušenosti můžeme usuzovat, že členy této řady se pro velká n budou

chovat
”
nějak jako“ 1/n. Porovnejme tedy zadanou řadu s harmonickou řadou

∞∑
n=1

1
n
, o které

v́ıme, že diverguje. Položme bn = n
n2+3n

.
Zřejmě pro n ≥ 3 plat́ı, že n2 + 3n ≤ 2n2, takže

n

n2 + 3n
≥ n

2n2
=

1

2n
.

Polož́ıme-li an = 1
2n

, je naše řada
∞∑
n=1

an konstantńım násobkem harmonické řady, která je

divergentńı, muśı tedy divergovat i p̊uvodńı řada
∞∑
n=1

bn.

Věta 7 (Pod́ılové kritérium). Uvažujme řadu
∞∑
n=1

an, kde an 6= 0.

1. Je-li lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ < 1, pak řada
∞∑
n=1

an konverguje absolutně.

2. Je-li lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ > 1, pak řada
∞∑
n=1

an diverguje.

Př́ıklad 5. Rozhodněme, zda konverguje řada

∞∑
n=1

n2 − n+ 5

n!
.
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Vzhledem k tomu, že se ve jmenovateli vyskytuje faktoriál, je lákavé vydělit dva po sobě
jdoućı členy a zkrátit tak většinu činitel̊u:

an+1

an
=

(n+ 1)2 − (n+ 1) + 5

(n+ 1)!
· n!

n2 − n+ 5
=

n2 + n+ 5

n2 − n+ 5
· 1

n+ 1

Pro velká n jsou zřejmě členy nezáporné, vynecháme proto absolutńı hodnotu a spočteme
limitu:

lim
n→∞

n2 + n+ 5

n2 − n+ 5
· 1

n+ 1
= lim

n→∞

1 + 1
n

+ 5
n2

1− 1
n

+ 5
n2

· 1

n+ 1
= 1 · 0 = 0.

Protože limita existuje a je menš́ı než jedna, pod́ılové kritérium ř́ıká, že naše řada konverguje.

Př́ıklad 6. Rozhodněme, zda konverguje řada

∞∑
n=1

n5

3n
.

I v tomto př́ıpadě jsou členy nezáporné. Zkuśıme spoč́ıtat pod́ıl dvou po sobě jdoućıch
člen̊u:

an+1

an
=

(n+ 1)5

3n+1
· 3n

n5
=

n5(1 + 1
n
)5

n5
· 1

3
=

(
1 +

1

n

)5

· 1

3
.

V limitě:

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)5

· 1

3
=

1

3
.

Pod́ılové kritérium tedy ř́ıká, že i tato naše řada konverguje.

Věta 8 (Leibnizovo kritérium). Necht’ má posloupnost {an}∞n=1 nezáporné členy a plat́ı:

an+1 ≤ an pro každé n ≥ 1, a současně lim
n→∞

an = 0.

Potom řada
∞∑
n=1

(−1)nan konverguje.

Př́ıklad 7. Rozhodněme, zda konverguje řada

∞∑
n=1

(−1)n

n
.

Vid́ıme, že se jedná skoro o harmonickou řadu, jenom
”
obohacenou“ o (−1)n. Ověřme, zda

plat́ı předpoklady Leibnizova kritéria: posloupnost { 1
n
}∞n=1 má nezáporné členy, je nerostoućı

a také plat́ı

lim
n→∞

1

n
= 0.
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1 2 3

f(1)

f(3)

f(2)

f(n)

4 5 n n+ 1 x

y

f(x)

f(4)

Obrázek 1: Ilustrace k integrálńımu kritériu.

Vše je tedy splněno a můžeme učinit závěr, že řada
∞∑
n=1

(−1)n
n

konverguje (zat́ımco samotná

harmonická řada
∞∑
n=1

1
n
, jak v́ıme, konvergentńı neńı).

Povšimněme si, že jsme právě źıskali př́ıklad řady, která je konvergentńı, ale neńı abso-

lutně konvergentńı – právě to splňuje naše řada
∞∑
n=1

(−1)n
n

.

Ukážeme si ještě jedno kritérium (i když jich existuje ještě mnohem v́ıce). Toto kritérium
dává do souvislosti řady se zdánlivě úplně jinou oblast́ı matematiky, uvid́ıme však, že spolu
souviśı.

Věta 9 (Integrálńı kritérium). Necht’ funkce f(x) definovaná pro x ≥ 1 je nerostoućı spojitá

funkce, splňuj́ıćı nav́ıc podmı́nku f(x) ≥ 0 pro x ≥ 1. Pak
∞∫
1

f(x) dx konverguje právě tehdy,

když konverguje řada
∞∑
n=1

f(n).

Všimněme si, že ve výrazu
∞∫
1

f(x) dx se jedná o konvergenci nevlastńıho integrálu reálné

funkce, zat́ımco
∞∑
n=1

f(n) je nekonečný součet č́ısel (ne funkćı, ale funkčńıch hodnot). Tuto

větu si formálně dokazovat nebudeme, ale k źıskáńı intuitivńıho pochopeńı nám pomůže
obrázek 1.

Pod́ıvejme se na obrázek 1 společně. Integrál
∞∫
1

f(x) dx lze shora odhadnout součtem

plochy obdélńık̊u (na obrázku těch vyšš́ıch sloupc̊u):

∞∫
1

f(x) dx ≤ f(1) · 1 + f(2) · 1 + f(3) · 1 + f(4) · 1 + · · ·+ f(n) · 1 + . . .

9



Lze dokázat, že pokud řada konverguje, potom je i velikost plochy pod grafem funkce f(x)
konečná, tedy integrál také konverguje. Na druhou stranu lze integrál zespoda odhadnout
součtem plochy nižš́ıch obdélńık̊u:

∞∫
1

f(x) dx ≥ f(2) · 1 + f(3) · 1 + f(4) · 1 + · · ·+ f(n+ 1) · 1 + . . .

a lze dokázat, že pokud řada diverguje, je také plocha ohraničená grafem funkce nekonečná,
tj. integrál také diverguje.

Př́ıklad 8. Rozhodněme, zda konverguje řada

∞∑
n=1

1

n2
.

Poč́ıtejme
∞∫
1

1

x2
dx =

[
−1

x

]∞
1

= lim
x→∞

(
−1

x

)
− (−1) = 1.

Protože integrál konverguje, podle kritéria konverguje také řada.

Př́ıklad 9. Rozhodněme, zda konverguje řada

∞∑
n=1

1
3
√
n2
.

Poč́ıtejme opět integrál:

∞∫
1

1

x2/3
dx =

[
3x1/3

]∞
1

= lim
x→∞

(
3x1/3

)
− 3 = +∞.

Integrál diverguje, takže diverguje také řada.

2 Cvičeńı

Cvičeńı 1. Určete součet řad
∞∑
n=0

(−1)n
1

4n
,

∞∑
n=0

3n

4n
.

Cvičeńı 2. Rozhodněte, zda následuj́ıćı řady konverguj́ı:

∞∑
n=0

2n

2n+1
,

∞∑
n=0

2n

3n
,

∞∑
n=0

22n

5n
,

∞∑
n=0

2n+5

3n
,

∞∑
n=0

(3n − 2n) ,

u konvergentńıch řad určete také součet.

Cvičeńı 3. Rozhodněte, zda následuj́ıćı řady konverguj́ı:
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1.
∞∑
n=1

(
1

n+1

)n
,

∞∑
n=1

(
1

n2+1

)2n
,

∞∑
n=1

(
1

e2+π+sin(10)3

)n
.

2.
∞∑
n=1

1√
n
,

∞∑
n=1

(−1)n√
n

,
∞∑
n=1

1
n3 ,

∞∑
n=1

(−1)n
n2+n+3

.

3.
∞∑
n=1

1
lnn

,
∞∑
n=1

(−1)n
ne ,

∞∑
n=1

(
1
n2 + πn

)
,

∞∑
n=1

1
n5/6 ,

∞∑
n=1

1
n6/5 .
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Výběrový seminář k matematice B

Miroslava Dubcová

1 Úvod do teorie mocninných rad. Bodová, absolutńı

a stejnoměrná konvergence.

Nejdř́ıve si definujeme funkčńı řadu a jej́ı bodovou a stejnoměrnou konvergenci.

1.1 Funkčńı řady.

1.1.1 Bodová konvergence.

Definice 1. Necht’ n ∈ N a fn jsou reálné funkce jedné reálné proměnné definované na

intervalu I. Potom řadu
∞∑
n=1

fn(x) nazýváme funkčńı řadou v I. Řı́káme, že řada
∞∑
n=1

fn(x)

konverguje bodově v množině D ⊂ I, jestlǐze pro každou hodnotu x ∈ D konverguje

č́ıselná řada
∞∑
n=1

fn(x). Množinu D nazýváme oborem konvergence řady. Označ́ıme-li sm(x) =

m∑
n=1

fn(x) částečný součet řady a plat́ı-li lim
m→∞

sm(x) = s(x), pro x ∈ D, potom ṕı̌seme

∞∑
n=1

fn(x) = s(x), pro x ∈ D.

Jestlǐze řada
∞∑
n=1

|fn(x)| konverguje bodově v množině D ⊂ I, ř́ıkáme, že řada konverguje

absolutně.

Důležitou otázkou týkaj́ıćı se řad funkćı je to, zda se vlastnosti jednotlivých člen̊u řady
(spojitost, existence derivace, apod.) přenáš́ı také na součet řady. Bodová konvergence nám
k tomu nestač́ı, muśıme proto zavést silněǰśı typ konvergence.

1.2 Stejnoměrná konvergence.

Definice 2. Řı́káme, že řada
∞∑
n=1

fn(x) konverguje stejnoměrně k součtu s(x) na intervalu

I, jestlǐze posloupnost {sm(x)}∞n=1 jejich částečných součt̊u konverguje stejnoměrně k funkci
s(x) na I (ṕı̌seme sm ⇒ s), tj.

∀ε > 0∃n0 ∈ N takové, že ∀x ∈ I a ∀n ∈ N, n ≥ n0 plat́ı |sm(x)− s(x)| < ε.

1



Je třeba si uvědomit, že slabš́ı vlastnost bodové konvergence znamená

∀x ∈ I ∀ε > 0∃n0 ∈ N takové, že a ∀n ∈ N, n ≥ n0 plat́ı |sm(x)− s(x)| < ε.

Věta 1 (Weierstrassovo kriterium). Necht’ an ≥ 0 a
∞∑
n=1

an konverguje. Necht’ pro všechna

x ∈ I a všechna n ∈ N plat́ı |fn(x)| ≤ an. Potom řada
∞∑
n=1

fn(x) konverguje stejnoměrně na

I.

Př́ıklad 1. Rozhodněme, kde řada konverguje stejnoměrně

∞∑
n=1

sinnx

2n
.

Použijeme Weierstrassovo kritérium∣∣∣∣sinnx

2n

∣∣∣∣ ≤ 1

2n
pro x ∈ R .

Řada
∞∑
n=1

1

2n
konverguje (je to geometrická řada s kvocientem 1

2
), tedy daná řada konverguje

stejnoměrně v R .

Věta 2. Necht’ řada funkćı
∞∑
n=1

fn(x) konverguje stejnoměrně na I a má na I součet s(x).

Jsou-li všechny funkce fn(x) na I spojité, pak je na I spojitá také funkce s(x).

Stejnoměrná konvergence tedy zachovává spojitost.

Věta 3. Necht’ řada funkćı
∞∑
n=1

fn(x) konverguje stejnoměrně na I = [a, b] a má na I součet

s(x). Jsou-li všechny funkce fn(x) na I integrovatelné, pak je na I integrovatelná také funkce
s(x) a plati∫ b

a

s(x) dx =
∞∑
n=1

∫ b

a

fn(x) dx, tj.

∫ b

a

(
∞∑
n=1

fn(x)

)
dx =

∞∑
n=1

∫ b

a

fn(x) dx.

Stejnoměrná konvergence tedy zachovává existenci integrálu.

Př́ıklad 2. Vypočtěte

∫ 1
2

0

(
∞∑
n=1

nxn−1

)
dx.

Řada
∞∑
n=1

nxn−1 konverguje stejnoměrně na [0, 1
2
] (podle Weierstrassova kritéria). Plat́ı proto

∫ 1
2

0

(
∞∑
n=1

nxn−1

)
dx =

∞∑
n=1

(∫ 1
2

0

nxn−1 dx

)
=

∞∑
n=1

[xn]
1
2
0 =

∞∑
n=1

1

2n
=

1
2

1− 1
2

= 1.

2



Věta 4. Necht’ řada funkćı
∞∑
n=1

fn(x) konverguje na otevřeném intervalu I = (a, b) a má

na I součet s(x). Necht’ řada funkćı
∞∑
n=1

f ′n(x) konverguje stejnoměrně na I. Maj́ı-li všechny

funkce fn(x) na otevřeném intervalu I derivaci pro všechna n ∈ N, potom má také funkce
s(x) derivaci na I a plati

s′(x) dx =
∞∑
n=1

f ′n(x) dx, tj.

(
∞∑
n=1

fn(x)

)′
=

∞∑
n=1

f ′n(x).

Stejnoměrná konvergence tedy zachovává existenci derivace.

2 Mocninná a Taylorova řada.

2.1 Mocninná řada. Poloměr konvergence.

Definice 3. Řadu tvaru
∞∑
n=0

an(x− x0)
n ,

kde x0, a0, a1, . . . jsou reálná č́ısla, x je proměnná, nazýváme mocninnou řadou. Čı́sla
a0, a1, . . . nazýváme koeficienty a č́ıslo x0 střed mocninné řady.

Pro zvolenou hodnotu proměnné x je mocninná řada č́ıselnou řadou. Součet mocninné
řady představuje jistou funkci, definovanou právě pro ty hodnoty proměnné x, pro které
odpov́ıdaj́ıćı č́ıselná řada konverguje.

Př́ıklad 3. Mocninná řada
∞∑
n=0

xn (se středem x0 = 0) je geometrickou řadou s kvocientem

x, a tedy konverguje právě pro x ∈ (−1, 1) a pro jej́ı součet plat́ı

∞∑
n=0

xn =
1

1− x
pro x ∈ (−1, 1) .

Poznámka: Součet geometrické řady

∞∑
n=0

qn =
1

1− q
pro |q| < 1 .

Věta 5. Necht’
∞∑
n=0

an(x − x0)
n je mocninná řada. Pak existuje č́ıslo R ∈ 〈0,+∞〉 (tj. R ∈

〈0,+∞) nebo R = +∞), takové, že:

1. Je-li R = 0, pak daná mocninná řada konverguje pouze pro x = x0 a pro ostatńı x 6= x0

diverguje.
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2. Je-li R ∈ (0,+∞), pak daná mocninná řada konverguje absolutně pro každé
x ∈ (x0 −R, x0 + R) a diverguje pro každé x ∈ (−∞, x0 −R) ∪ (x0 + R,+∞).

3. Je-li R = +∞, pak daná mocninná řada konverguje absolutně pro každé x ∈ R.

Čı́slo R nazýváme poloměrem konvergence mocninné řady.

Poloměr konvergence mocninné řady
∞∑
n=0

an(x − x0)
n je možno určit pomoćı pod́ılového

kritéria. Označme

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ an
an+1

∣∣∣∣ .

Ukážeme, že R je poloměr konvergence dané mocninné řady. Plat́ı

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1(x− x0)
n+1

an(x− x0)n

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣an+1(x− x0)

an

∣∣∣∣ = |x− x0| · lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ .

Odtud okamžitě plyne, že pro |x−x0| < R mocninná řada konverguje absolutně a naopak pro
|x − x0| > R diverguje. Tedy R je poloměrem konvergence dané mocninné řady. V př́ıpadě
2. věty 5, tj. v př́ıpadě R ∈ (0,+∞), nelze ř́ıci obecně nic o konvergenci mocninné řady pro
x = x0−R a x = x0+R. Existuj́ı př́ıklady, kdy mocninná řada konverguje jak pro x = x0−R
tak pro x = x0 + R, př́ıklady kdy konverguje pouze pro jednu z těchto hodnot, i př́ıklady,
kdy pro obě z těchto hodnot diverguje.

Př́ıklad 4. Určete, pro které hodnoty proměnné x konverguje řada
∞∑
n=1

xn

n
.

Protože

lim
n→∞

∣∣∣∣∣ x
n+1

n+1
xn

n

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣x · n

n + 1

∣∣∣∣ = |x| ,

je podle pod́ılového kritéria daná řada absolutně konvergentńı pro x ∈ (−1, 1) a divergentńı
pro x ∈ (−∞,−1)∪ (1,+∞). Poloměr konvergence dané mocninné řady je tedy roven 1. Pro
x = 1 je daná řada harmonickou řadou, a tedy řadou divergentńı, pro x = −1 je daná řada

řadou
∞∑
n−1

(−1)n
1

n
, která podle Leibnitzova kritéria konverguje.

2.2 Taylorova řada.

Definice 4. Necht’ funkce f má v bodě x0 derivace všech řád̊u. Taylorovou řadou funkce
f se středem v x0 rozumı́me řadu

∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n .

Př́ıklad 5. Odvod’te Taylorovu řadu funkce f(x) = ex se středem v bodě x0 = 0 a určete,
pro která x tato řada konverguje.
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Pro f(x) = ex je f (n)(x) = ex, a tedy f (n)(x0) = 1. Taylorova řada je tedy řada

∞∑
n=0

xn

n!
.

Vyšetřeme konvergenci této řady pod́ılovým kritériem:

lim
n→∞

∣∣∣∣∣
xn+1

(n+1)!

xn

n!

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣ x

n + 1

∣∣∣∣ = 0 pro každé x ∈ R .

Řada
∞∑
n=0

xn

n!
tedy konverguje pro každé x ∈ R. Součet Taylorovy řady, pokud existuje, budeme

značit symbolem T (x). Protože Taylor̊uv polynom Tn(x) n-tého stupně funkce f v bodě
x0 je právě n-tým částečným součtem Taylorovy řady této funkce, je podle definice

T (x) = lim
n→∞

Tn(x) .

V daľśım se budeme zabývat otázkou, kdy f(x) = T (x). Z Taylorova vzorce f(x) = Tn(x) +
Rn(x) dostaneme limitńım přechodem pro n→∞

f(x) = lim
n→∞

Tn(x) + lim
n→∞

Rn(x) = T (x) + lim
n→∞

Rn(x) .

Z této rovnosti plyne, že f(x) = T (x) právě pro ta x, pro která je lim
n→∞

Rn(x) = 0.

T́ım jsme dokázali následuj́ıćı větu:

Věta 6. Pro součet T (x) Taylorovy řady funkce f se středem v x0 plat́ı

T (x) = f(x) právě tehdy, když lim
n→∞

Rn(x) = 0 .

Je d̊uležité poznamenat, že existuj́ı funkce, které maj́ı v bodě x0 všechny derivace, a tedy
maj́ı Taylorovu řadu, jej́ıž součet se dané funkci v okoĺı x0 nerovná. Pro tyto funkce zřejmě
lim
n→∞

Rn(x) 6= 0. Př́ıkladem takové funkce je funkce

f(x) =

{
e−

1
x2 pro x 6= 0

0 pro x = 0 .

Graf funkce f(x):

-3 -2 -1 1 2 3
x

1

y
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Lze ukázat, že T (x) = 0 pro všechna x ∈ R.

f ′(0) = lim
h→0

f(h)− f(0)

h
= lim

h→0

e−
1
h2

h
= lim

h→0

1
h

e
1
h2

= lim
h→0

− 1
h2

− 2
h3 e

1
h2

= lim
h→0

h

2e
1
h2

= 0 ,

f ′′(0) = lim
h→0

f ′(h)− f ′(0)

h
= lim

h→0

2
h3 e−

1
h2

h
= lim

h→0

2
h4

e
1
h2

= lim
h→0

− 8
h5

− 2
h3 e

1
h2

= lim
h→0

4 1
h2

e
1
h2

= lim
h→0

−8 1
h3

− 2
h3 e

1
h2

= 0 ,

podobně
f ′′(0) = f ′′′(0) = · · · = f (n)(0) = 0 pro n ∈ N .

T (x) = 0 ⇒ f(x) 6= T (x) .

Ilustrujme si použit́ı věty 6.

Př́ıklad 6. Ukážeme, že

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
pro každé x ∈ R .

Z předchoźıho př́ıkladu 5. v́ıme, že řada
∞∑
n=0

xn

n!
je Taylorovou řadou funkce ex se středem

v x0 = 0 a že tato řada konverguje pro každé x ∈ R. Pro pevně zvolené x ∈ R plat́ı prodle
věty o zbytku v Taylorově formuli.

Rn(x) =
ec

(n + 1)!
xn+1 , kde c lež́ı mezi x a x0.

Zřejmě
|Rn(x)| =

∣∣∣∣ ec

(n + 1)!
xn+1

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣e|x| xn+1

(n + 1)!

∣∣∣∣ .

Ukážeme-li, že lim
n→∞

xn+1

(n+1)!
= 0, pak nutně i lim

n→∞
Rn(x) = 0. Ale řada

∞∑
n=0

xn

n!
je řadou konver-

gentńı, a tedy podle nutné podmı́nky konvergence řady je

lim
n→∞

xn

n!
= lim

n→∞

xn+1

(n + 1)!
= 0 .

Protože
lim
n→∞

Rn(x) = 0 ,

plat́ı

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
pro každé x ∈ R .

Na závěr tohoto odstavce uved’me Taylorovy řady některých funkćı, spolu s intervaly, kde
se těmto funkćım rovnaj́ı:
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ex =
∞∑
n=0

xn

n!
, x ∈ R

sinx =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n + 1)!
, x ∈ R

cosx =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
, x ∈ R

ln(x + 1) =
∞∑
n=1

(−1)(n+1)x
n

n
, x ∈ (−1, 1〉

arctg x =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n + 1
, x ∈ 〈−1, 1〉
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Matematika B - seminář
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1 Stručný úvod do teorie dynamických systémů, jedno-
duché modely biologických a chemických procesů.

1.1 Úvod

Některé chemické, mechanické, elektrické, biologické a jiné systémy, které se vyvíjejí v čase,
lze poměrně dobře popsat matematickými vztahy. Používáme k tomu zejména diferenciální
a diferenční rovnice. Ve škole se pilně procvičují diferenciální, my se zde budeme věnovat
těm diferenčním.

1.2 Diferenční rovnice

Příkladem diferenční rovnice je rekurentně zadaná posloupnost, např.

xn+1 = 2xn.

Pro kladnou počáteční podmínku, např.

x0 = 1

snadno spočteme prvních pár členů této posloupnosti

x1 = 2, x2 = 4, x3 = 8, x4 = 16.

Obecně
xn = x02

n.

Dostáváme geometrickou posloupnost, která exponenciálně roste pro libovolnou kladnou po-
čáteční podmínku. Pro x0 = 0 máme konstantní řešení xn = 0. A pro zápornou počáteční
podmínku x0 < 0 posloupnost exponenciálně klesá do minus nekonečna.

Místo dvojky může být v rovnici obecný koeficient, např. q. Pak vztah

xn+1 = qxn

určuje posloupnost
xn = x0q

n.
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Pro q > 1 a x0 > 0 bude posloupnost xn opět exponenciálně růst. Pro q = 1 bude konstantní.
A pro 0 < q < 1 bude exponenciálně klesat k nule. To je případ biologické populace, když
hladoví a vymírá. Nebo osud našich úspor, jejichž hodnotu snižuje inflace. Takto se také
snižuje množství látky, která se rozpadá radioaktivní reakcí nebo chemickou reakcí prvního
řádu.

Pro záporné koeficienty se budou střídat znaménka čísel xn. Pro −1 < q < 0 se budou
xn blížit k nule. Pro q < −1 budou v absolutní hodnotě růst do nekonečna.

Jaké jevy tento dynamický systém popisuje? Index n zde hraje roli diskrétního času.
Slovem diskrétní zde nemyslíme něco nemorálního, o čem bychom raději neměli hovořit, ale
to, že čas uvažujeme v izolovaných časových okamžicích s pevným časovým krokem. Tak
např. růst počtu bakterií nebo jiných biologických jedinců, pokud mají dostatek potravy
a příhodné životní podmínky, se v čase zvětšuje právě tímto způsobem, když jej měříme
v ekvidistantních časových okamžicích. To je možné, ale pouze po určité omezené období,
dokud jedinci nespotřebují potravu.

Podobně se bude vyvíjet náš dluh, pokud si půjčíme částku x0 korun s pevným úrokem,
např. 4 % p.a. Pak bude koeficient q = 1.04.

Obecněji můžeme psát
xn+1 = f(xn), (1)

kde f je reálná funkce jedné reálné proměnné. Rovnice (1) představuje jednoduchý, ale velice
zajímavý a užitečný dynamický systém. Někdy hovoříme o dynamickém systému s diskrétním
časem, někdy trochu nepřesněji stručně o diskrétním dynamickém systému. Tomuto výpočtu,
kde výsledek funkce dosazujeme opakovaně zpět jako argument funkce, se říká iterace. Jde
vlastně o skládání funkce sama se sebou.

Vztah (1) nám dovoluje spočítat nový stav xn+1 ze znalosti předcházejícího stavu xn.
Někdy se podaří najít formulku pro přímý výpočet xn na základě znalosti n a n0, ale to jen
ve výjimečně jednoduchých případech, jako byl ten předcházející.

Existuje užitečná grafická metoda, která nám dovolí na základě grafu funkce f nalézt řadu
důležitých vlastností chování takto rekurentně zadané posloupnosti, viz obrázek 1. Např. pro
funkci f(x) = 1 + x

2
a počáteční hodnotu x0 = 0.1 snadno spočítáme první několik hodnot

posloupnosti xn

x0 = 0.1,
x1 = 1.05,
x2 = 1.525,
x3 = 1.7625,
x4 = 1.88125,
x5 = 1.94063,
x6 = 1.97031,
x7 = 1.98516,
x8 = 1.99258,
x9 = 1.99629.

Lze vypozorovat, že hodnoty xn rostou, a to čím dál tím pomaleji a blíží se hodnotě přibližně
2. Výpočet první hodnoty x1 z počáteční podmínky x0 lze provést graficky tak, že hodnotu
x0 = 0.1 vyneseme na ose x a k ní najdeme příslušnou funkční hodnotu tak, že vedeme
svislou úsečku z bodu (x0, 0) do bodu (x0, x1) na grafu funkce f . Pak chceme dosadit funkční
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Obrázek 1: Graf funkce f (žlutá křivka) spolu s grafem identity y = x (modrá křivka) dovo-
lují načrtnou několik svislých a vodorovných úseček (hnědá křivka), které ukazují postupné
iterace funkce f .

hodnotu zpět do funkce samotné jako její argument, tedy v roli x. To graficky provedeme tak,
že z bodu (x0, x1) vedeme vodorovnou úsečku na úhlopříčku do bodu (x1, x1). Dále se tyto
dva kroky opakují. Tím vznikne cik-cak čára ze svislých a vodorovných úseček. Na obrázku
je nakreslena hnědou barvou.

Tento obrázek nám pomůže vyslovit několik užitečných závěrů o dynamickém systému
(1). Průsečíky grafu funkce s přímkou y = x jsou pevné body, splňují podmínku

f(x∗) = x∗ (2)

a mají tu důležitou vlastnost, že pro počáteční podmínku x0 = x∗ platí xn = x∗ pro všechna
n.

Důležitá je otázka stability takového pevného bodu. Pro dynamický systém

xn+1 = qxn

jsme viděli, že pro −1 < q < 1 se hodnoty xn blíží k nule. Nula je zde stabilní pevný bod.
Pro |q| > 1 se hodnoty xn od nuly vzdalují, nula je zde nestabilní pevný bod.

V obecném případě roli nuly přebírá pevný bod x∗ daný podmínkou (2) a roli koeficientu
q přebírá derivace v tomto pevném bodě f ′(x∗).

Pokud funkce f obsahuje parametr, pak při změně parametru může dojít ke změně hod-
noty derivace v pevném bodě. Pokud dojde také ke změně stability pevného bodu, dochází
ke kvalitativní změně chování dynamického systému, které se říká bifurkace. Ukažme si to
na logistickém zobrazení, kdy budeme iterovat kvadratickou funkci.
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1.2.1 Logistické zobrazení

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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f(x)

Obrázek 2: Graf funkce f(x) = ax(1− x) nazývané logistické zobrazení, pro hodnotu para-
metru a = 4.

Uvažujme iteraci funkce
f(x) = ax(1− x)

s parametrem 0 ≤ a ≤ 4. To je přirozené zobecnění výše uvedeného systému. Roli koeficientu
q zde hraje výraz a(1 − x). Pokud se vrátíme k naší biologické interpretaci, tak pro malé
populace, tedy pro x blízké nule, se bude systém pro a > 1 množit. Se vzrůstajícím počtem
jedinců se po určité době objeví nedostatek potravy. To přibližně vyjadřuje závorka (1− x).
Jedinci se přestanou tak rychle množit a může dokonce dojít k úhynu.

Pokud chceme považovat x za počet nebo koncentraci biologických jedinců, pak budeme
uvažovat pouze nezáporné hodnoty x a f(x). To bude splněno pro

0 ≤ x ≤ 1

a
0 ≤ a ≤ 4.

Proto budeme tento dynamický systém uvažovat pouze pro tyto hodnoty proměnné x a
parametru a.

Jedná se o kvadratickou funkci, grafem je parabola procházející body (0, 0) a (1, 0) s ma-
ximem pro x = 1

2
, viz obrázek 2.

Jak budou vypadat pevné body dynamického systému

xn+1 = axn(1− xn)?
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Obrázek 3: Závislost pevných bodů x∗ na parametru a pro logistické zobrazení. Plná čára
znamená stabilní pevný bod, čárkovaná čára znamená nestabilní pevný bod, jak bude vy-
světleno dále.

Najdeme je řešením rovnice
ax(1− x) = x.

To je kvadratická rovnice, která má dva reálné kořeny

x∗1 = 0, x∗2 = 1− 1

a
.

Obrázek 3 ukazuje závislost těchto pevných bodů na parametru a.

1.2.2 Stabilita pevných bodů

Vyšetřeme stabilitu těchto dvou pevných bodů. Pevný bod x∗ je stabilní, pokud |f ′(x∗)| < 1,
a nestabilní pokud |f ′(x∗)| > 1. Spočtěme tedy derivaci funkce f(x) = ax(1− x) v pevných
bodech x∗1 = 0, a x∗2 = 1− 1

a
.

f ′(x) = a− 2ax

f ′(x∗1) = a

f ′(x∗2) = a− 2a(1− 1

a
) = 2− a.

Pevný bod x∗1 = 0 bude stabilní pro a < 1 a nestabilní pro a > 1 (uvažujeme stále pouze
hodnoty parametru 0 ≤ a ≤ 4). Pro rostoucí parametr a při přechodu přes kritickou hodnotu
a = 1 pevný bod x∗1 = 0 ztratí stabilitu. To je srozumitelný jev. Pro malé a je slabé množení
biologických jedinců a tito vymírají. Pro velké a je množení silné a počet jedinců zpočátku
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roste, přibližně exponenciálně. Pro tuto hodnotu parametru a = 1 také dochází k průsečíku
grafů závislosti pevných bodů na parametru a, viz obrázek 3.

Pevný bod x∗2 bude stabilní pokud |2 − a| < 1. Pro rostoucí a tento pevný bod získá
stabilitu pro a = 1 (přesně, když první pevný bod stabilitu ztrácí, tedy můžeme říci, že si
tyto dva pevné body pro a = 1 vymění stabilitu). A stabilitu ztratí pro a = 3. Na obrázku
3 plná čára značí stabilitu, čárkovaná čára nestabilní chování.

1.2.3 Bifurkace zdvojení periody

5 10 15

n

0.2

0.4

0.6

0.8

an

Obrázek 4: Pro hodnotu parametru a = 3.1 se pro počáteční podmínku x0 = 0.1 hodnoty
xn neblíží jednomu číslu, ale střídavě dvěma číslům, přibližně 0.56 a 0.76.

A co se stane, když parametr a překročí hodnotu a = 3? Proveďme si malý numerický
experiment. Pro hodnotu parametru např. a = 3.1 a počáteční podmínku např. x0 = 0.1 si
spočtěme několik hodnot xn. To lze provést např. pomocí matematického software Mathe-
matica pomocí těchto příkazů

In[1]:= f[x_] := 3.1*x*(1 - x);
In[2]:= NestList[f, 0.1, 19]
Out[2]= {0.1, 0.279, 0.623593, 0.727647, 0.614348,
0.734466, 0.60458, 0.741095, 0.594806, 0.747136,
0.585663, 0.752252, 0.577744, 0.756263, 0.571421,
0.759187, 0.566748, 0.761189, 0.56352, 0.762492}

Vidíme, že hodnoty xn se po počátečním přechodném období postupně blíží střídavě ke
dvěma různým číslům, přibližně 0.56 a 0.76. To ukazuje obrázek 4.
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Obrázek 5: Závislost dvouperiodických bodů xa a xb na parametru a.

Jak můžeme nalézt tato dvě čísla (označme si je xa a xb), ke kterým se hodnoty xn

střídavě blíží? Mělo by pro ně platit

f(xa) = xb f(xb) = xa,

tedy měla by to být řešení rovnice
f(f(x)) = x.

To je pevný bod druhé iterace funkce f , neboli-li dvouperiodický bod funkce f . To pro

f(x) = ax(1− x)

vede na rovnici
a(ax(1− x))(1− (ax(1− x))) = x

a po odečtení pravé strany

a(ax(1− x))(1− (ax(1− x)))− x = 0.

Na levé straně je mnohočlen 4. stupně. Ten má 4 kořeny. Dva kořeny už známe, jsou to pevné
body funkce f , tedy body x∗1 = 0 a x∗2 = 1 − 1

a
. Když vydělíme tento mnohočlen 4. stupně

mnohočlenem a(x− x∗1)(x− x∗2), dostaneme po úpravě kvadratickou rovnici

a2x2 − a(a+ 1)x+ a+ 1 = 0.

Ta má pro a ≥ 3 dva reálné kořeny

xa,b =
a+ a2 ±

√
a2 − 2a− 3

2a2
,
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které v závislosti na parametru a ukazuje obrázek 5. Pro kontrolu si můžeme spočítat tyto
dvouperiodické body pro hodnotu parametru a = 3.1 a dostaneme xa = 0.558014 a xb =
0.764567, což je ve shodě s naším předchozím odhadem (0.56 a 0.76).

Této kvalitativní změně chování se říká bifurkace zdvojení periody, anglicky period doub-
ling bifurcation.

1.2.4 Kaskáda zdvojování periody
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1.0

xn

Obrázek 6: Závislost hodnot xn na parametru a ukazuje kaskádu zdvojování periody.

Při rostoucím parametru a toto dvou periodické řešení opět ztratí stabilitu a vznikne
další bifurkací zdvojení periody nové řešení, tentokráte již s periodou 4. A tento proces
se opakuje a vznikají tak řešení s periodou rovnou celočíselným mocninám dvou. Intervaly
mezi bifurkacemi se zkracují. Dobrou představu lze získat, když si nakreslíme obrázek, kde
pro různé hodnoty parametru a zvolíme určitou počáteční podmínku x0, provedeme několik
iterací

xn+1 = f(xn)

bez vykreslování a pak spočítáme několik iterací, při kterých budeme vynášet body (a, xn).
Výsledek ukazuje obrázek 6.

Výše popsané jevy ukázané na jednoduchém dynamickém systému, iterace kvadratické
funkce, jsou časté i pro složitější dynamické systémy, jak v podobě matematických modelů,
tak u reálných systémů přírodních i technických.
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1 Deterministický chaos

1.1 Úvod

Člověka odpradávna zaj́ımaly jevy, které nebylo snadné předv́ıdat. Pojd’me
se pod́ıvat, jaké možnosti nám dává dnešńı matematika pro studium zdánlivě
tajemných proces̊u.

3.2 3.4 3.6 3.8 4.0

a

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

xn

Obrázek 1: Závislost hodnot xn na parametru a ukazuje kaskádu zdvojováńı
periody.
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Navážeme na Stručný úvod do teorie dynamických systémů, kde jsme
podrobně studovali logistické zobrazeńı, tedy kvadratickou funkci

f(x) = ax(1− x)

a jej́ı iterace, tedy diskrétńı dynamický systém

xn+1 = f(xn). (1)

Ukázali jsme si, že pro rostoućı parametr a docháźı nejdř́ıve při překročeńı
hodnoty a = 1 ke ztrátě stability pevného bodu x∗1 = 0 a k źıskáńı stability
pevného bodu x∗2 = 1− 1

a
. Pak při překročeńı hodnoty a = 3 dojde k bifurkaci

zdvojeńı periody, kdy pevný bod x∗2 ztrat́ı stabilitu a vytvoř́ı se nové stabilńı
dvouperiodické řešeńı. Pak následuje kaskáda zdvojováńı periody, kdy vzni-
kaj́ı periodická řešeńı s periodou rovnou celoč́ıselným mocninám dvou. To
pěkně ilustruje obrázek 1, který si tu připomene.

1.2 Chaotický režim

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

x

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

f(x)

Obrázek 2: Graf funkce f(x) = 4x(1− x) (žlutá parabola) a několik iteraćı
zobrazených jako posloupnost hnědých úseček, pro počátečńı podmı́nku x0 =
0.1

2



Pojd’me se podrobněji pod́ıvat, jak se tento dynamický systém chová
např. pro hodnotu parametru a = 4. Můžeme zvolit počátečńı podmı́nku,
např. x0 = 0.1 a spoč́ıtat několik iteraćı funkce f tak, že vyč́ısĺıme x1 = f(x0)
a výsledek opět dosad́ıme do funkce f atd. viz obrázek 2. Tak dostaneme
posloupnost č́ısel

0.1, 0.36, 0.9216, 0.289014, 0.821939, 0.585421, 0.970813,

0.113339, 0.401974, 0.961563, 0.147837, 0.503924, 0.999938,

0.000246305, 0.000984976, 0.00393603, 0.0156821, 0.0617448,

0.23173, 0.712124, ...

V této posloupnosti na prvńı pohled neńı vidět žádný řád. Hodnoty se zdán-
livě nepravidelně stř́ıdaj́ı v intervalu (0; 1).

Co kdybychom počátečńı podmı́nku x0 = 0.1 trochu změnili, např. na
x0 = 0.101. Protože je funkce f spojitá, tak malá změna argumentu vyvolá
malou změnu výsledku. Pak mı́sto

f(0.1) = 0.36

dostaneme
f(0.101) = 0.363196.

Tedy odchylka po prvńım kroku je

d1 = f(0.101)− f(0.1) = 0.003196.

A jak se změńı daľśı hodnoty xn? Jak se bude odchylka vyv́ıjet? Ukazuje
se, že odchylka roste, zpočátku přibližně exponenciálně, až nabude hodnot
srovnatelných s xn, a pak se bude opět nepravidelně měnit. Pro naše hodnoty
počátečńıch podmı́nek 0.1 a 0.101 dostaneme odchylky

0.001, 0.003196, 0.00353866, -0.0119853, -0.0208044,

0.0518508, -0.046187, 0.165431, 0.402255, -0.331785,

0.784794, -0.252599, -0.247297, 0.744443, 0.759524,

0.724604, 0.775396, 0.59935, 0.664465, -0.340003, ...

1.2.1 Citlivá závislost na počátečńıch podmı́nkách

Tomuto typu chováńı dynamického systému, kdy malá změna počátečńı pod-
mı́nky roste v čase až nabude hodnot srovnatelných s hodnotami stavové
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proměnné, se ř́ıká citlivá závislost na počátečńıch podmı́nkách a je to pr̊uvod-
ńı jev typu chováńı, kterému se ř́ıká deterministický chaos. V populárńı lite-
ratuře se tomu ř́ıká motýĺı efekt, protože je-li počaśı na Zemi jako dynamický
systém v chaotickém režimu, pak nepatrná změna počátečńıch podmı́nek dnes
(např. to, když motýl zamává kř́ıdly) může znamenat zásadńı změnu počaśı
za p̊ul roku na opačné straně Zeměkoule.

1 2 3 4

a

-3

-2

-1

λ

Obrázek 3: Závislost Lyapunovova exponentu λ na parametru a ukazuje
pro a bĺızké 4 kladné hodnoty λ, což je indikátor chováńı, kterému ř́ıkáme
deterministický chaos.

Pojd’me se pod́ıvat, jak lze závislost na počátečńı podmı́nce vyč́ıslit. Tuto
závislost budeme měřit pomoćı derivace. Ze vztahu

x1 = f(x0)

plyne
dx1
dx0

= f ′(x0).

Použit́ım pravidla pro derivaci složené funkce ze vztahu

x2 = f(x1) = f(f(x0))

4



dostaneme
dx2
dx0

= f ′(x1)f
′(x0).

Ke stejnému výsledku dospějeme i takto

dx2
dx0

=
dx2
dx1

dx1
dx0

= f ′(x1)f
′(x0).

A pro obecné n

dxn
dx0

=
n−1∏
i=0

f ′(xi).

Jestliže chceme popsat, jak se odchylky pr̊uměrně změńı v jednom kroku,
vezmeme z tohoto součinu n-tou odmocninu. A jestliže výsledek v absolutńı
hodnotě zlogaritmujeme a uváž́ıme limitu pro n→∞, dostaneme d̊uležitou
veličinu, která se nazývá Lyapunov̊uv exponent

λ = lim
n→∞

ln n

√√√√n−1∏
i=0

|f ′(xi)| = lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

ln |f ′(xi)|.

Je to tedy pr̊uměrná hodnota logaritmu absolutńı hodnoty derivace v jednot-
livých bodech xi. Pozorného čtenáře jistě napadne, že Lyapunov̊uv exponent
λ záviśı na počátečńı podmı́nce x0 a na hodnotě parametru a. Ano, je to tak,
např. pro x0 = 0 ze vztahu

f(x) = ax(1− x)

dostaneme
xi = 0

a ze vztahu
f ′(x) = a(1− 2x)

dostaneme
f ′(xi) = a,

takže
λ = ln a.

Ale pro většinu ostatńıch počátečńıch podmı́nek je pro výpočet λ nutné po-
ctivě poč́ıtat všechny hodnoty xi a v nich vyč́ıslovat derivaci. To lze s výhodou
dnes provádět na poč́ıtači. To lze pomoćı matematického software spoč́ıtat
t́ımto př́ıkazem
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ListPlot[Table[{a,Mean[Log[Abs[a*(1-2#)&/@NestList[a*#*(1-#)&,0.1,100]]]]},{a,0,4,0.001}]]

Program, který se dá napsat na jedinou řádku, se někdy nazývá oneliner.
Pro časově náročněǰśı výpočty je také vhodný programovaćı jazyk C. V něm
by tento výpočet mohl vypadat takto

# include <stdio.h>

# include <math.h>

int main()

{

int i,j,ni=1000,nj=1000;

double x,w,a,a1=0,a2=4,da=(a2-a1)/ni;

for (i=0;i<ni;i++){

a = a1 + i*da;

w = 0;

x = 0.1;

for (j=0;j<nj;j++){

w += log(fabs(a*(1-2*x)));

x = a*x*(1-x);

};

w = w/nj;

if(!isinf(w) && !isnan(w))printf("%g %g\n",a,w);

};

return(0);

} /* main */

Výsledná závislost Lyapunovova exponentu na parametru a pro náš studo-
vaný dynamický systém ukazuje obrázek 3. Pro některé hodnoty parame-
tru a bĺızké č́ıslu 4 je Lyapunov̊uv exponent λ kladný. To znamená citlivou
závislost na počátečńıch podmı́nkách a pro náš systém to znamená chováńı,
které nazýváme deterministický chaos.

Zájemc̊um o podrobněǰśı informace o této krásné kapitole moderńı mate-
matiky lze doporučit práce [1] a [2].
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