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Vybérovy seminar k Matematice B

Markéta Zikmundova

1 Linearni prostory

V této uvodni kapitole se budeme vénovat linedrnim prostorum. VsSechna tvodni tvrzeni
a definice budou formulovany pro obecny linearni prostor, pozdéji se budeme podrobnéji
vénovat linearnimu vektorovému prostoru R™.

Definice 1. Linedrnim prostorem V rozumime neprazdnou mnoZinu V takovou, Ze
(I) pokudu eV aveV, pagku+v eV,
(IT) pokud uw € V pak pro¥Vr eR jeirue V.
A ddle pro vsechny prvky u,v,w €V plati:
(i) u+v =v +u (komutativita),
(ii) (u+v)+w=u+(v+w) (asocitivita),
(ili) existuje prvek o € V' tak, Ze proVu € V
ot+tu=u
(ezistence nulového prvku),
(iv) ke kazdému u € V ezistuje prvek (—u) € V' tak, Ze
u+(—u)=o
(ezistence opacného proku),
(v) Vr e R jer(u+v) =ru+ro,
(vi) Vr,s € R je (r+ s)u = ru+ su,
(vii) r(su) = (rs)u,
)

(viii) 1-u=

Poznamka 1. Uvedme si pifklady nékterych linedrnich prostort.



e Prostor R" je linearnim prostorem. Jeho prvky nazyvame wektory a specidlné pro
né budeme pouzivat znaceni u, v, w.... Nulovym prvkem tohoto prostoru je nulovy
vektor 0 = (0,...,0)T. Opaénym prvkem je vektor opa¢ny a operace scitani probfhd
po jednotlivych soutadnicich.

e Prostor C(I) funkei spojitych na intervalu I C R je linedrni prostor, nebot soucet
spojitych funkci a nasobek spojité funkce na I tvori opét spojitou funkci na /. Nulovy
prvek je pak konstantni funkce g(z) = 0, z € I a opacny prvek k funkci f je funkce

_f.

e Obecné mnozina vsech funkei C"(I), které maji na I spojitou n—tou (a tim padem i
kazdou nizsi) derivaci, tvoii linedrni prostor. Nulovy a opaény prvek jsou stejné jako
pro prostor C(I).

Priklad 1. Rozhodnéte, zda mnozina V' je linedrnim prostorem:
(a) V = {u,—u} pro u € R",
(b) V ={r-(1,1,1); r e R\ {0}},

) V={r-(1,1,1); r € R}.

Resend.

a) Vzhledem k tomu, ze nulovy prve je nulovy vektor, muze byt mnozina V' prostorem

Vzhledem k t ze nulovy k R™j lovy vekt uze byt zina V' t
pouze v piipadé, ze U = 0. Pak spliuje vSechny podminky. Takovy linedrni prostor
nazyvame trividlni.

(b) Obvykle se vyplati zacit tim, ze ovérime, zda dand nozina obsahuje nulovy prvek.
Vzhledem k tomu, Ze mnozinu V tvoif nenulové nasobky vektoru (1,1, 1)T, neobsahuje
V nulovy prvek a nemuze tedy byt linearnim prostorem.

(c) Operace nasobeni vektoru skaldrem a soucet vektoru probihd po soufadnicich. Ty jsou
u V redlné, tudiz pro mnozinu V' jsou splnény podminky komutativity, distributivity
a asociativity, tedy podminky (i)-(ii) a (v)-(vii). Podminka (viii) je zfejmé. Je tedy
potfeba oveérit pouze podminky (I), (II) a definovat nulovy a opaény prvek. Bez tjmy
na obecnosti mizeme vektory zapsat jako d = r1(1,1,1)T a v = ry(1,1, 1), pro néjaké
r1To c R

(I): Plati

7“1(1, 1, 1)T ‘1‘7’2(1, 1, 1)T = (7"177“1,7“1)T + (7“2,7"277’2)T
= (ri+rery+re,m +7“2)T = (r +7’2)(1,1,1)T eV.

=]
+
<\

(IT): Pro libovolné r € R je
ri=r-r (1L, 1L, 07 =@-r)(1,1,1)T eV

(iii): Nulovy prvek ziskdme pro 7 = 0. Ctendf si snadno ovéfi, ze spliiuje potiebnou
podminku.



(iv): Opac¢ny prvek k vektoru u definujeme jako —1 - u. Tento prvek je soucdsti V' a
zaroven splnuje podminky opacného prvku.

Q

Kromé linearniho prostoru jsou pro nas zajimavé i jejich podprostory.

Definice 2. Podmnozina V C V tvori podprostor linedrniho prostoru V, jestlize plati:
(i) o€V,
(i) u,veV, psku+veV,
(iii) u e V, pak pro¥r eR je iru e V.
Podprostor V je samoziejmeé sam také linearnim prostorem a pokud je mnozina 1% neprazdna,
pak bod (i) plyne z bodu (iii) automaticky. Jestlize V- C V' (tedy V' # V') a zdroven V # {ao},
fikdme, ze V je vlastnim podprostorem prostoru V.
Poznamka 2. Uvedme si opét néjaké priklady podprostort linedrnich prostort.
(i) Roviny zy, xz a yz jsou linedrnim podprostory prostoru R3.

(i) Obecné, kazd4 piimka a rovina v R kterd prochdzi pocdtkem soustavy souradnic,
tvoii linedrni podprostor prostoru R3.

(iii) Pimky aroviny v R®, které neprochézeji poc¢atkem soustavy souradnic, netvoif z tohoto
hlediska linedrni podprostory. Neobsahuji totiz nulovy prvek. Takovymto ”posunutym”
linedrnim prostorum se tika afinni prostory a zde se jim nebudeme vénovat.

(iv) Prostor C'(I) je linedrnim podprostorem prostoru C(I). Obecné prostor C"(I) je
podprostorem prostoru C"(I), n € N.

Nyni bychom chtéli néjak efektivné popsat dany linedrni prostor V. Pokud by existovala
néjaka skupina prvku V' takovd, ze vSechny ostatni uz se daji popsat jako soucet nésobku
téchto prvku, pak uz by byl cely linearni prostor témito prvky dostatetné popsén. To nés
vede k pojmu mnoZina generdtori.

Definice 3.
(i) Linedrni kombinact prvki uy,...,u, prostoru V s koeficienty aq,...,ar € R r10-
zumime prvek prostoru V

k

E a;u; = a1Uuy + asUg + - - - + apUg.
=1

(ii) Rikame, Ze mnozina {uy,...u;} generuje linedrni prostor V, jestlize

k
V= {Zaiui, Ar,...,0 GR},

i=1

neboli jestlize kazdy prvek prostoru 'V lze napsat jako linedrni kombinaci prvkiuy, . . . uy.



Pripomenme si definici linearni nezavislosti, kterd je nezbytna pro definovani béze linearniho
prostoru.

Definice 4. Prvky ui,us,...,u; € V nazveme linedrné nezdvislé, pokud jedind linedrni
kombinace, kterd vede na nulovy vektor, md vsechny koeficienty nulové (tzv. trividlnd linedrni

kombinace), tj.
k

E a;u; =0 — apL=ay=---=a;=0.
i=1
V opacném pripadé jsou vektory linedrné zdvislé.
Poznamka 3. Jak vidime, definice linedrn{ (ne)zavislosti je velmi obecnd. Pojdme si ji

trochu ptiblizit pro realné funkce definované na intervalu I C R. Funkce f7 ..., fi definované
na intervalu / z linedrniho prostoru funkei V' (I) jsou linedrné nezéavislé, jestlize

k
i=1
Funkce fi ..., fi jsou linedarné zavislé, pokud pro alespon jedno x € [ existuje netrivialni

linearni kombinace takova, ze
k
i=1
Vénujme se chvili tomu, co ndm pojem linearni zavislosti, resp. linearni nezavislosti, rika:

(i) Je-li skupina prvku linedrné zdvisla, existuje alespon jeden prvek w;, ktery lze napsat
jako linedrni kombinaci ostatnich. On sdm tedy do linedrniho prostoru generovaného
mnozinou {uy, ..., u;} nepfindsi zddnou novou informaci, nebot linedrn{ prostor obsa-
huje i linearni kombinace vSech svych prvki.

(ii) Je-li systém linedrné zavisly, potom existuje alespon jeden vektor wu;, ktery lze vyjadrit
jako linearni kombinaci ostatnich vektoru. Neznamend to ovSem, ze kazdy vektor z
této skupiny lze vyjadrit jako linedrni kombinaci ostatnich.

Mame-li tedy skupinu linearné zavislych prvku, lze alespon jeden prvek ze skupiny napsat
jako linedrni kombinaci téch zbyvajicich. Vynechdme-li tedy tento prvek, dostaneme sku-
pinu prvku, kterd generuje stejny prostor. Pokud bude tato skupina porad linedrné zavisla,
muzeme tento postup znovu opakovat. Pokud uz bude tato skupina (nejméné jednoprvkova)
jiz nezavisla, stale generuje stejny vektorovy prostor. Takovou skupinu vektoru nazveme bazi
daného prostoru.

Definice 5.
(i) MnozZina proku {uy,...u,} linedrniho prostoruV se nazijvd bdze prostoru 'V, jestlize

— generuje prostor 'V,

— prvky uy,...u, jsou linedrné nezdvislé.
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(i)

(iii)

Necht uy,...u, tvori bdzi prostoru V. Potom ¢islo n nazjvdme dimenzi linedrniho
prostoru V' a znacime dimV = n.

Méjme linedrni prostor R™. Bdze {ui,...u,} se ndzgvd ortogondln, jestlize jsou
véechny jeji proky navzdajem kolmé. Pokud jsou navic vektory uy, . .. u, jednotkové, bdze
se nazyvd ortonormdlni bdze. Kolmost vektori z R™ se dd ovérit pomoci skaldrniho
S0UCINAU.

Dimenze prostoru je tedy pocet prvku baze nebo nejmensi pocet prvku, které generuji prostor
V. Samotna baze prostoru V' neni ovSsem definovana jednoznacné. Je-li dim V' = n, pak kazda
n—tice linearné nezavislych prvka V' tvoii bazi prostoru.

Priklad.

(i)

(i

Kazdy prvek (vektor) u = (uy,...,u,) linedrniho prostoru R™ muze byt zapsan jako
linearni kombinace

(ugy ... up) = wup-(1,0,0,...,0)+uy-(0,1,...,0)+...u,-(0,0,...,0,1)

= U €1+ Uz €+ ...Upy" €.

Vektory €; maji na i—tém misté 1 a vSude jinde 0. Tyto vektory tedy ziejmé generuji
prostor R™ (prvek u byl libovolny) a vzhledem k tomu, ze matice

€1

€,
s Tadkovymi vektory €i,...,€, je jednotkova, jsou i nezavislé. Tvori tedy bazi pro-
storu R". Tato ortonormélni béze se nazyva kanonicka (prirozend) béze prostoru
R"™. Ztejmé tedy dimR™ = n. Cisla uq,...,u, nazyvame souradnicemi vektoru u

(vzhledem ke kanonické bézi).

Linearni prostor P, (z) tvofeny polynomy proménné x € R stupné nejvyse n tvoii
linedrni prostor (ovéite si sami a nezapomente, ze i funkce p(z) = 0,z € R je polyno-
mem). Tento prostor ma koneénou bézi

{1,2,2°%,...,2"}.

To, 7e tato skupina vektoru generuje cely prostor P,(x), je zfejmé, nebot kazdy poly-
nom stupné nejvyse n se da zapsat jako

n
E a;z".
i=0

Zbyva tedy dokéazat, ze jsou tyto mocniny linedrné nezavislé. Uvazujme tedy, ze

> aa'=0 pro|vzeR]| (*)

=0



Pokud by byl alespon nejden z koeficientu a; nenulovy, dostavame polynom stupné
nejvyse n. Takovy polynom ma nejvyse n realnych kotenu. Tedy pro nejvyse pro n

hodnot z plati, ze
n
Z a;z' =0
i=0

To je spor s predpokladem v (%).

Bohuzel, funkce C™(I) uz nemaji koneénou bézi, stejné jako mnoho dalsich zajimavych

NS

story, které uz jsme trochu poznali na stfedni skole, tedy na prostory R™.

Priklad 2. Rozhodnéte, zda nasledujici vektory d; € R™ tvoii bazi prostoru R". V zaporném
pripadé urcete dimenzi prostoru, ktery generuji a doplite jejich linearné nezavislou podmnozinu
na bazi R™.

(a) 1y = (1,-2,3)7, iy = (—1,0,-2)T, Gy = (—1,1, —1)7,
(b) @ = (1,2,3,4)7, Gy = (3,1,0,2)7, @3 = (—1,3,6,6)7, @i, = (3,4, -9, —8).

Resend. 7 maticové algebry jiz vime, ze hodnost matice je maximalni pocet linedrné nezavislych
radku (sloupcu) této matice. Vytvorime tedy matici s tddky odpovidajicimi zadanym vek-
torum. Bude-li hodnost takové matice rovna n, budou vektory tvorit bazi daného prostoru.
Hodnost muzeme spocitat pomoci prevodu na horni trojuhelnikovou matici.

(a)

1 -2 3 1 -2 3 1 -2 3
-1 0 -2 ~10 =2 1)]~1(0 =2 1
-1 1 -1 0 -1 2 0 0 -3

Hodnost matice je tfi, tedy maximalni pocet linearné nezavislych radku je také tii, a
tudiz jsou dané vektory linedrné nezavislé a tvoif bazi R3.

1 2 3 4 1 2 3 4
3 1 0 2 0 -5 -9 —-10 1 2 3 4
-1 3 6 6 0 5 9 10 0 -5 =9 —10/"
3 -4 -9 -8 0 —10 —18 —20
Vidime, ze maximalni pocet linearné nezavislych radku je dva, tedy vektory uy,.. . Uy

jsou linedrné zavislé a netvoif tedy bazi RY. Zaroveii také vidime, Ze dimenze prostoru
generovaného touto ¢tverici je dva. Budeme-li nyni chtit doplnit nezévislou podskupinu
vektori na bazi prostoru R*, vezméme si tieba prvni dva vektory. Z tpravy na HT ma-
tici je totiz zfejmé, ze tyto vektory jsou linedrné nezavislé (pii upravéach jsme nehybali
s poradim tadku). Nejjednodussi je doplnit skupinu vektoru vektory z kanonické béze.
Zde je vhodné volit vektory €3 a €. Plati totiz:

1 2 3 4 1 2 3 4
310 2 0 -5 -9 —10
o010l lo o 1 of°
0001 0o 0 0 1



takze mnozina vektoru {u, Uy, €1, 6>} je bazi R*.

2 Linearni zobrazeni

Zatim jsme byli zvykli pracovat pouze s (redlnymi) funkcemi (redlné) proménné. Rozdil mezi
funkci a obecnym zobrazenim je hlavné v oboru hodnot. Funkce je jenom specidlni typ zob-
razeni, pii kterém je vzdy vysledkem jen jedno redlné (nebo komplexni) ¢islo. Obor hodnot je
tedy podmnozina R (nebo C). Naproti tomu obecné zobrazeni muze mit obor hodnot mno-
hem variabilngjsi. Vysledkem muze byt usporddand n—tice redlnych (nebo komplexnich)
¢isel, ale i mnohem obecnéjsi mnozina (naptiklad posloupnost, funkce redlné proménné nebo
tfeba pismenko). Poznamenejme, ze definiéni obor funkce i zobrazeni muze byt také mnohem
obecnéjsi mnozina nez R.

Definice 6. Zobrazeni ¢ : A — B je predpis, ktery prvku z mnoZiny A priradi nejvyse
jeden prvek z mnozZiny B. Hodnoty b = p(a) nékdy nazgvdme obrazy a hodnoty a takové,
Ze existuje p(a), vzory.

Stejneé jako jsme si u funkei definovali nékteré vlastnosti, muzeme definovat nékteré vlastnosti
pro obecné zobrazeni.

Definice 7. Méjme zobrazeni ¢ : A — B.

(i) Rekneme, Ze zobrazeni ¢ je prosté, jestlize pro Vb € B ezistuje nejuyie jedno a € A
tak, zZe p(a) = b.

(ii) Rekneme, Ze zobrazeni ¢ je ma (nebo téi surjektivni), jestlize pro Vb € B existuje
(alespori jedno) a € A tak, Ze (a) = b.

(iii) Zobrazent, které je zdroven prosté a na se nazjvd bijekce.

Poznamka 4. To, Ze je zobrazeni prosté, znamena, ze kazdy obraz ma nejvyse jeden vzor,
neboli ze obrazy dvou ruznych vzoru jsou vzdy ruzné. To, ze je zobrazeni na znamend, ze
vzory zobrazeni ¢ se zobrazi na cely prostor B.

Je-li zobrazeni ¢ bijekce, znamena to, ze pro kazdy prvek prostoru B existuje pravé jeden vzor
v prostoru A. Tedy existuje jednoznacné korespondence mezi prostory A a B. To znamena,
7e k zobrazen{ ¢ lze najit inverzni zobrazeni 0~ : B — A, takové, Ze

¢(a) =b <= o (b) = a,Va € A,
které je rovnéz bijekei.

Definice 8. Méjme linearni prostory V-a W. Zobrazeni L : V. — W se nazyvad linedrnt,
jestlize

(i) L(u+v) = L(u) + L(v) pro vSechna u,v € V,
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(ii) L(ru) =7r-L(u) pro¥Vr e R aVu e V.

Poznamka 5. Uvedme si ptiklady linedrnich a nelinearnich zobrazeni.
(i) Prikladem linearniho zobrazeni je zobrazeni L : C"(I) — C" (I) takové, ze
L:fe f0
tedy zobrazeni, které funkci z C"(I) priradi jeji n—tou derivaci.

(ii) Jak jiz sdm jeji ndzev napovidé, ¢lovék by ocekaval, ze linedrni funkce f(z) = ax + b,
kde a # 0 a b € R, je linearni zobrazeni z R do R. OvSem obecné tomu tak neni. Je-li
b # 0, potom se o linedrni zobrazeni nejednd nebot

flra) —r- f(x) = a(rz) + b —r(ax + b) = rax + b — (rax +rb) = b(1 —r).

Z tohoto tvaru vidime, Zze pro r # 1 neni splnéna podminka (i) z definice linedrniho
zobrazeni.

Véta 1. Necht L:V — W je linedrni zobrazeni. Potom
(i) L(oy) = ow, kde oy je nulovy prvek V a oy je nulovy prvek W.
(ii) Mnozina N (L) = {u; L(u) = ow} je linedrni podprostor V.

Podprostor N'(L) prostoru V' se nazyvd jddro zobrazeni. Je-li zobrazeni prosté, potom je
jadro tvofeno pouze oy .

Od nynéjska uz se budeme vénovat pouze linedrnim zobrazenim L : R* — R™. To znamen4,
ze vSechny prvky prostoru R™ se zobrazi na prvky prostoru R™ tak, ze jednotlivé souradnice
obrazu budou vzdy linearnimi kombinacemi souradnic vzoru, jak uvidime u prikladu nize.

Véta 2. Zobrazeni L : R" — R™ je linedrni pravé tehdy, kdyz existuje matice A typu (m,n)
takovd, Ze
L(X) = AX, VX e€R"

O matici A tikame, Ze reprezentuje zobrazeni L, nebo také, Ze A je matice reprezen-
tace zobrazeni L.

Priklad 3.

(a) Pro matici A naleznéte linedrni zobrazeni, které reprezentuje:

-2 3 -1 0
A= 0o -1 -2 -3
1 -2 0 4



(b) Naleznéte matici, kterd reprezentuje linedrni zobrazeni L : R — R% L(xy, %9, 73) =
(2&31 — Xo + X3, —To + 35[73)T.

Resend.

(a) Vzhledem k tomu, Ze matice A je typu (3,4), je zobrazeni L z R* do R3. Pfedpis
zobrazeni L ziskame soucinem AX :

—2 3 —1 0 il —25B1 + 31’2 — X3
L(zy,z0,x3,24) = | 0 —1 —2 =3 ; = | 2y — 225 — 324 |,
1 -2 0 4 x?’ T — 2x9 + 41y
4

tedy L(x1, 22,73, 24) = (=211 + 329 — T3, —T9 — 273 — 34, 11 — 29 + 424)T.

(b) Vzhledem k tomu, co jsme se naucili v (a), vime, ze matice A je typu (2, 3). Jednotlivé
prvky této matice jsou tvoreny koeficienty u jednotlivych soutadnic obrazu L(X). V
prvnim Fadku matice A (prvni soufadnice L(X)) budou koeficienty kombinace 2z, —
29 + x3 a v dalsim fadku koeficienty linedrni kombinace —z5 + 3x3. Tedy:

2 -1 1
0 -1 3
Spréavnost této matice si muze ¢tenai sam snadno ovérit vyndsobenim AX.

@

Véta 3. (O vlastnostech linedrniho zobrazeni) Necht matice A typu (m,n) reprezentuje
linearni zobrazeni L : R™ — R™. Potom plati:

(i) Hodnost h(A) = n, prdvé kdyz je jadro N'(L) trividlni.

(i) Pro jddro zobrazeni L plati N(L) = {X € R* : AX = 0}, tedy jddro tvori reseni
homogenni soustavy rovnic s matici soustavy A. Plati, Ze dim N'(L) = n — h(A).

(iii) Hodnost h(A) = m, pravé kdyz je L zobrazeni na.
(iv) Zobrazeni L je bijekce prdavé tehdy, kdyz A je ¢tvercovd requldrni matice.

(v) Obraz zobrazeni L (tj. obor hodnot L) tvori linedrni podprostor v R™, jeho dimenze je
rovna h(A).

Priiklad 4. Linearni zobrazeni L : R* — R™ je reprezentovano matici A. Rozhodnéte, zda je
zobrazeni prosté a zda je na. Uréete bézi jadra N'(L) a bazi oboru hodnot (obrazu) zobrazeni
L.

)
DN = W



1 2 1

2 3 -1

A= 3 5 0
-1 -1 2

Reseni. Nejprve si upravime matici zobrazeni na horni trojuhelnikovou matici.

(a)

1 0 3 1 0 3 10 3
21 1)~101 =5} ~101 =5
01 2 01 2 00 7

Vidime, ze matice A je regularni ¢tvercova, tedy zobrazeni L je prosté a na. To zna-
mend, Ze jddro zobrazeni je trividlni—jeho bézi tvoif nulovy vektor (0,0,0)T a vzhle-
dem k tomu, Ze zobrazeni je na, tak obor hodnot L je celé R a za bdzi muzeme volit
napiiklad kanonickou bazi R3.

Matice A je typu (4,3), tedy reprezentuje zobrazeni L : R® — R?*. Nebot hodnost
matice je nejvyse 3, je ziejmé, ze zobrazeni nebude na a tudiz obor hodnot L tvorii
vlastni podprostor R*. Zda je zobrazeni prosté a jak vypadd jadro zobrazeni, zjistime
upravou na horni trojihelnikovou matici:

1 2 1 1 2 1

A 2 3 -1| |0 -1 -3 N(l 2 1)
3 5 0 0 -1 -3 0 —1 —3)/°
-1 -1 2 0o 1 3

Hodnost matice A je h(A) = 2 < n, tudiz zobrazeni neni prosté. Jadro zobrazeni je
feSeni homogenni soustavy rovnic s matici soustavy A. Ta je ekvivalentni matici

1 2 1
0 -1 -3/

Chceme-li tedy najit feseni této soustavy, volime jeden parametr, napiiklad x3 = t.
Potom xy = —3t a 1 = 5t. Jadro zobrazeni je tedy mnozina

(z1, 19, 23)" = (5t, =3t,t)T =t(5,-3,1)T, teR.

Vidime, ze kazdy vektor z N'(L) je nasobkem vektoru (5, —3,1)7, tedy béze jednodi-
menziondlniho prostoru N'(L) je {(5,—3,1)T}.

Nyni nam uz zbyva urcit pouze obor hodnot, respektive néjakou jeho bazi. Mnozina
vSech obrazu zobrazeni L lze vyjadrit jako:

1 1 2 1 1 T+ 21’2 + 23

L(l’l Lo 1’3) —A. 2 _ 2 3 —1 Lo _ 21’1 + 31‘2 — T3
e - 3 5 0 . 3x1 + dxo

3 -1 -1 2 3 —x1 — To + 273



Tento vektor muzeme rozepsat jako:

T1+ 229 + 23
2I1 + 31‘2 — X3
3I1 + 5ZE2

—T1 — T + 223

=21(1,2,3, - 1T +25(2,3,5, —1)" 4+ x3(1,-1,0,2)".

Vektory v posledni rovnosti jsou sloupcovymi vektory matice A a vidime, ze generuji
obor hodnot zobrazeni L. Bazi oboru hodnot (obrazu) zobrazeni L tedy muzeme ziskat
ze sloupcovych vektoru matice A. Ovsem plati, ze h(A) = 2, tedy sloupce matice A
jsou linearné zavislé, tudiz netvoii bazi obrazu L, pouze jej generuji. Sloupcové vektory
A tvori bazi oboru hodnot L pouze pokud je zobrazeni L na. V nasem piikladée si
musime vybrat bazi oboru hodnot jako dvojici (dimenze obrazu je h(A) = 2) linedrné
nezavislych sloupcti matice A.

Snadno nahlédneme, ze bazi oboru hodnot L tvoii napiiklad prvni dva sloupce A,
nebot dvojice vektort je linedrné nezavisla pravé kdyz jeden vektor neni nisobkem
druhého. Tedy baze oboru hodnot je (napiiklad)

{(1,2,3,-1)7,(2,3,5,—1)"}.

2.1 Slozené zobrazeni

Z kapitoly o maticich (zdkladni kurz Matematika B) vime, Ze maticovy soucin je definovin
pomérné neintuitivnim predpisem. Nyni si na slozenych linearnich zobrazenich ukézeme, ze
jeho definice dava dobry smysl.

Véta 4. Méjme zobrazeni L : R* — R¥ reprezentované matici A typu (k,n) a zobrazeni
K : R* — R™ reprezentované matici B typu (m, k). Potom sloZené zobrazeni KoL : R® — R™
je reprezentované matici B - A. Schéma zobrazeni K o L vypadd ndsledovné:

n L E K m
R* — R* — R™
KoL

Piiklad 5. M&jme zobrazeni L : R* — R? reprezentovné matici

10 -1 1
A=|11 01
23 —-10

a zobrazeni K : R® — R? reprezentované matici

2 31
B = (—1 5 0) ’
Rozhodnéte, zda je zobrazeni K o L prosté a zda je na.

11



Regend. Zobrazeni K o L je z R* do R? a je reprezentovdno matici
B'A_(Q 31) 1(1)_(1)1 _(76—35> (7 6—35>
-1 5 0 9 3 1 0 4 5 1 4 0 11 19 8

Vidime, ze h(B - A) = 2 = m, tudiz zobrazenf K o L : R* — R? je na, ale ur¢ité nenf prosté.

Q

Poznamka 6. Vzhledem k tpravé, kterou jsme pouzili u matice B- A v predchozim piikladé,
je na misté pozndmka k ekvivalenci matic (znacené obvykle symbolem ~). Pro matice ekvi-
valentni plati, ze maji stejnou hodnost, dale, ze soustavy linedrnich rovnic s témito maticemi
soustavy maji stejnou mnozinu teSeni, ale rozhodné neplati, ze by reprezentovaly stejné
linearni zobrazeni. Koneckoncu, mezi ekvivalentni upravy patii i vynechani nulového radku
nebo sloupce, coz by pro dané linearni zobrazeni znamenalo zménu definicniho oboru, rep-
sektive oboru hodnot.

2.2 Inverzni zobrazeni

Podivejme se nyni na linearni zobrazeni L : R® — R™. To je reprezentovano ¢tvercovou
matici A fadu n. Z véty o vlastnostech linearniho zobrazeni plyne, Ze zobrazeni L je bijekce
(prosté a na) prave tehdy, kdyz matice reprezentace A je reguldrni. Préave tehdy tedy existuje
inverzni zobrazeni L~! k zobrazeni L. Zkusme nyni najit jeho matici reprezentace. Vezméme
si obraz y prvku X.

Plati

<l <y

Vzhledem k tomu, ze A je regularni, muzeme posledni fadek upravit vynasobenim dané
rovnice zleva inverzni matici A~ k matici A :

A'AX = Aly
y

Vidime tedy, Ze pro dany obraz y dostaneme jeho vzor X jako A~'y. Inverzni matice A1
je tedy matici reprezentace inverzniho zobrazeni L=! : R* — R™ k zobrazeni L.

Priklad 6.

(a) V zavislosti na parametru A € R rozhodnéte, zda existuje inverzni zobrazeni k zobrazeni
L : R?® — R3 reprezentovanému matici

Al 1
11 2
11 A

12



(b) Rozhodnéte, zda existuje inverzn{ zobrazeni k zobrazen{ L : R> — R® reprezentovanému

matici
1 6 13
A=1|1 5 10
1 4 8§

V kladném piipadé najdéte jeho matici reprezentace.

Resend.

(a) Vzledem k tomu, ze dand matice zobrazeni je fadu 3, bude vhodné spocitat determinant

této matice. Pro parametr A\, pro néjz bude determinant rovne nule, je matice zobrazeni
singularni a tedy inverzni zobrazeni nebude existovat. Pro vSechny ostatni hodnoty
parametru A je matice zobrazeni regularni a inverzni zobrazeni existuje. Determinant
spoc¢teme Sarrusovym pravidlem:

A
1 =N -3+2=A-1A-2).
1

— =
> DN =

Vidime, zZe je-li A = 1 nebo A = 2, potom je determinant nula a inverzni zobrazeni tedy
neexistuje. Pro A € R\ {1, 2} je determinant nenulovy a inverzni zobrazeni existuje.

Pokud bude existovat inverzni matice, bude existovat i inverzni zobrazeni. Hledani
inverzni matice miZeme udélat dvéma zptisoby. Bud pies algebraické dopliiky nebo
piimym vypoc¢tem pomoci prevodu na jednotkovou matici. Poznamenejme, ze alge-
braické dopliky by byly straviteléjsi metodou hleddni inverzni matice v piikladé (a),
kde je matice zobrazeni zavisla na parametru. Piimy vypocet pomoci Gaussovy—
Jordanovy eliminace by tak byl ndro¢néjsi. My si zde pouze uved'me, Ze inverzni matice
(a tedy i inverzni zobrazeni L~1) existuje a je

0 -4 5
Al=|[-2 5 -3],
1 -2 1

jak si ¢tendf muze sdm snadno ovérit. Inverzni zobrazeni je pak L71(yi,y2,y3) =
(—4y2 + 5y3, —2y1 + 5y2 — 3ys, y1 — 22 +y3)".
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Vybérovy seminar k Matematice B

Markéta Zikmundova

Vlastni ¢isla matic, vlastni vektory, singularni hodnoty
matice a jejich vyznam

1 Vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

Zameéime se pro tuto chvili na ¢tvercové matice fadu n. Z predchozi kapitoly vime, ze kazda
takové matice reprezentuje linedrni zobazeni L : R®™ — R™. Pojdme se nyni podivat na
vektory, jejichz smér se po zobrazeni pomoci L nezméni. Tedy vektory, pro néz se zobrazenim
L zméni pouze orientace nebo velikost. Takové vektory nazyvame vlastnimi vektory matice.

Definice 1. Méjme étvercovou matici A 7ddu n. Nenulovy vektor h € C" nazveme vlastnim
vektorem matice A, jestliZe existuje takové cislo A € C, Ze

Ah = \h.

Cislo A € C nazjvdme vlastnim é&islem matice A.

Poznamka 1. Uvazujme vlastni vektor h matice A. Potom pro a # 0 plati:
A(ah) =a-A-h = a)h = Aah)

a tedy i vektor oh je vlastnim vektorem matice A. Vidime tedy, ze vlastni vektor neni urcen
jednoznacneé.

Budeme-li pro danou ¢tvercovou matici chtit nalézt vlastni vektory a vlastni ¢isla, bude pro
nas uzitec¢na nasledujici uvaha.
Rovnice

Ah = )\h
je ekvivalentni rovnici (uvédomme si, ze leva strana je rozdil vektori) Ah—\h = 0, a tudiz,
vytkneme-li vektor h zprava, i rovnici

(A—XE)h =0.



Hledame tedy netrividlni (nenulové) feSeni homogenni soustavy rovnic s matici soustavy
(A — AE). Takové Feseni existuje tehdy a jen tehdy, pokud je matice (A — AE) singuldrni.
To plati tehdy a jen tehdy, jestlize je

det (A — \E) = 0. (1)

Tento vztah je uzitecny zejména pokud n = 3, kdy muzeme k snadnému vypoctu determi-
nantu pouzit Sarrusovo pravidlo.

Rovnici (1) nazyvame charakteristickou rovnici matice. Vlastni ¢isla (nékdy téz nazyvané
charakteristickd ¢isla matice) jsou jejimi koreny.

Priklad 1. Naleznéte vSechna vlastni ¢isla a vlastni vektory piislusejici matici A :
11
()

Resend. Nejprve spocteme determinant

=(1-2)+1=1-22+ X +1=N -2\ +2.

det(A — AE) = ‘1__1A . i A‘

Koreny determinantu jsou vlastni ¢isla dané matice
Ma=1+v—-1=1+i

Pro soutadnice hq, hy vlastniho vektoru piislusejictho ¢islu Ay mame soustavu

()= ()

Vezmeme-li naptiklad druhou rovnici této soustavy, dostaneme vztah h; = ihs. Volbou
hy = 1 potom h; = i. Vlastnim vektorem piislusejicim cislu Ay = 1 — ¢ je tedy naptiklad
vektor iy = (i,1)7.

Analogicky muzeme zaskat rovnici ho = ih; pro druhé vlastni ¢islo Ao, a tudiz volbou hy =1
dostavame vlastni vektor hy = (1,)7 prislusejici cislu As. Q

Priklad 2. Rozhodnéte, zda je vektor h= (1,1, —1) vlastnim vektorem matice

A_:

[ R
— = o
[N

V kladném pripadé naleznéte prislusné vlastni ¢islo.



Resend. Podle definice pro vlastni vektor plati
Ah = )h

pro néjaké cislo A. Podivejme se tedy, kolik je Ah:

1 01 1 0
Ah=(0 1 1 11=160
11 2 -1 0

Vidime tedy, ze Ah je nula nasobkem vektoru ﬁ, jedna se tedy o vlastni vektor prislusejici
vlastnimu ¢islu A = 0. @

V praxi muze prvek a;; matice A kvantifikovat néjaky vztah (napiiklad kovarianci ve sta-
tistice) mezi i—tou a j—tou slozkou zkoumané n—rozmeérné veli¢iny. Pokud je tento vztah
symetricky, je i ptislusna matice symetricka. Pro symetrické matice a jejich vlastni ¢isla a
vektory plati nékolik uzitec¢nych tvrzeni, ktera si zde uvedeme, ale dokazovat je nebudeme.
Véta 1. Pro symetrickou redlnou matici A tddu n plati:

1. Vsechna vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A jsou redlné.

2. Matice A md pravé n vlastnich c¢isel (koreny charakteristické rovnice uvaZujeme véetné
ndsobnosti).

3. Vsechny vlastni vektory odpovidajici jednomu vlastnimu ¢islu \ tvori linedarni prostor,
jehoZ dimenze se rovnd ndsobnosti vliastniho cisla \ jako korene charakteristické rov-
nice. KazZdy vektor tohoto linedrniho prostoru je tedy vlastni vektor prislusejici cislu
A

4. Vlastni vektory odpovidajici riznym vlastnim ¢islum jsou ortogondlni (tj. kolmé).

5. Oznacme A, ..., N\, vlastni ¢isla matice A (néktera mohou byt stejnd). Potom

detA = ﬁ i
i=1

Piiklad 3. Urcete vSechna vlastni ¢isla pirislusejici matici

11
B=|11
0 0

OO

Pro nejvétsi vlastni ¢islo naleznéte vlastni vektory.



Regend. Pro nalezen{ vlastnich ¢fsel nejprve spoéteme determinant matice A — \E :

11—\ 1 0
det(A — \E) = 11— 0=1-222-N-2-N)=2-N[10-N*-1]=
0 02—\

=R2-AN1-A=DA=XA+1)=(2-2)*=N).

Mame tedy dvé ruzna vlastni ¢isla. Cislo A12 = 2 s nasobnosti dvé a ¢islo A3 = 0 s nasobnosti
jedna. Pro vlastni ¢islo 2 ted nalezneme piislugné vlastni vektory. Podle piedchozi véty tvoii
vSechny vlastni vektory piislusné vlastnimu ¢éislu 2 linedrni prostor dimenze dva (ndsobnost
tohoto ¢isla), neboli rovinu v R? prochdzejici pocdtkem. Chceme-li je nalézt, musime vyiesit
homogenni soustavu rovnic s matici soustavy

-1 10
1 =1 0] ~(-110).
0 00
Hodnost této matice je jedna a pocet neznamych t¥i. Dimenze feSeni (pocet volenych pa-
ramtru) je tedy skutecné dva. Matice soustavy je ekvivalentni rovnici

hl = h27

kde hy a hg jsou prvni dvé souradnice hledaného vlastniho vektoru. Volime-li tfeti souradnici
hs za parametr hg =t a druhou proménnou jako he = s, pak mnozina vSech feseni je

(hi,ha, hs)T = (s,5,t)7 = 5(1,1,0)" +¢(0,0,1)7, t,5 € R.

Odtud je vidét, ze vlastnimi vektory prislusnymi vlastnimu ¢islu 2 mohou byt (napiiklad)
vektory h; = (1,1,0)T a hy = (0,0,1)7. Q

Poznamka 2. Vybereme-li bazi linearntho podprostoru tvoteného vlastnimi vektory ptisluse-
jicimi jednomu vlastnimu ¢islu (pro symetrickou redlnou matici), jsou tyto vektory orto-
gondlni ke vSem vektorum piislugejicim ostatnim vlastnim ¢islum (bod 4 z predchozi véty).
Vzhledem k tomu, ze pro kazdy linedrni prostor lze nalézt ortogondalni bazi, muzme vy-
brat ”zastupce” vlastnich vektoru pro kazdé vlastni ¢islo tak, aby byly vSechny navzajem
ortgonalni. S tim souvisi néasledujici véta o spektralnim rozkladu symetrické matice. Pozna-
menejme jesté, ze mnozina vech vlastnich vektoru se nékdy nazyva spektrum matice (popf.
spektrum zobrazeni, které matice reprezentuje).

2 Spektralni a singularni rozklad matice

2.1 Spektralni rozklad

Véta 2. Necht A je symetrickd étvercovd matice rddu n. Oznacme jeji vlastni ¢isla Ay, ..., \p
(nékterd se mohou opakovat) a jim odpovidajici normované vlastni vektory Xy, ..., X,,. Potom
matici A lze rozlozit (tzv. spektrdlni rozklad)

A = CDCT



kde sloupce matice C tvori navzajem kolmé vlastni vektory, neboli C = (Xy,...,X,) a

A0 ... 0
D— 0 X ... O
0 0 ... X\

Matice C je navic ortogondlni, tj. CTC = 1.

Priklad 4. Pro matici

B =

O = =
O = =
o OO

z predchoziho prikladu naleznéte jeji spektralni rozklad.

Regend. Diagonalni matice D z piedchozi véty je
200
D=0 2 0
000
K tomu, abychom mohli ur¢it matici C, musime najit ortogonalni vektory piislusné vlastnimu
¢islu 2 a urcit vlastni vektor prislusny ¢islu 0.
Vlastni vektory pifslusejici &fslu 2 jsme spocitali v pfedchozim pifkladé. Vektor hy = (0,0, 1)
je jednotkovy, ale vektor h; = (1,1,0)7 jednotkovy neni, je tedy tieba ho jesté spravné
. . T
znormovat.Protoze ||h;|| = v/2, je p¥islusny’ normovany vektor h = (\%, \/Li, O) .
Zbyva jesté najit vlastni vektor prislusejici ¢islu A3 = 0, tedy vyftesit homogenni soustavu:
110 110
11 0~ 00 2]
00 2
7, druhého tadku je ziejmé, ze pro posledni soutradnici hs vlastniho vektoru plati, ze hg = 0.

Prvni fadek matice nam dava vztah ho = —h; mezi prvnimi dvéma souradnicemi. Volime-li
napiiklad h; = 1, potom je vlastnim vektorem prislusnym vlastnimu ¢islu 0 napiiklad vektor

hy = (1,—1,0)".

Celkové tedy mame matici C ve tvaru

C= (H, H2,H3) =

o&l"‘&l“
—= O O
|
—_

a spektralni rozklad matice B je

1 1 T

?01 2 0 0 ?501
B:EO—l 0 2 0 750—1

01 o/ \0 0O 01 0



Spektralni rozklad symetrické realné matice je vlastné specialnim piipadem tzv. singularniho
rozkladu matice. Ten lze definovat nejen pro symetrické redlné matice, ale dokonce pro
vechny redlné ¢i komplexni matice fadu (m,n). Ovsem predtim, nez si uvedeme tento roz-
klad, budeme jesté potiebovat zavést par pojmu tykajicich se maticové algebry.

2.2 Singularni rozklad
Definice 2.

(i) Bud A = (a;; + i - bij) komplezni matice rddu (m,n), a;; redlné édsti této matice a
b;i imagindrni ¢asti. Komplexné sdruZenou matict k matici A nazgvame matici
j

A = (aj; + i bij). Potom konjugovanou nebo téz hermitovsky sdruzenou matici k
matici A nazgyvdme matici

A*= AT,
(ii) Redlnd matice A se nazyjvd ortogondlni, jestlize
AT = AL

Pro ortogondlni matici plati, Ze jeji radky (a ze symetrie invertibility i sloupce) tvori
ortonormant vektory.

(iii) Ctvercovd matice A se nazyvd unitdrni matice, jestlize
A—l — A*
(iv) Matici nazjvame hermitovskd, jestlize

A=A"

Poznamka 3. Je-li matice A redlna, potom zfejmé pro definice vyse plati:
(i) A* = AT,
(iii) A je unitérni, jestlize A= = AT,

(iv) matice je hermitovska prave tehdy, je-li symetricka.

Véta 3. (singularni rozklad matice) Nechtf A je redlnd nebo komplexni matice typu
(m,n). Potom existuje rozklad matice

A =UTV",

kde matice U je unitarni ctvercovd matice rddu m, matice V je unitdarni ctvercovd matice
radu n a matice T je diagondlni matice typu (m,n).

Na hlavni diagondle matice T jsou tzv. singuldrni hodnoty matice A doplnénd nulami tak,
aby matice T byla diagondlni matici typu (m,n). Singuldrni ¢isla jsou druhymi odmocninami
vlastnich c¢isel matice AA*.



Nyn{ si fekneme, jak takovy singuldrni rozklad (SVD) matice najit. Sousttedme se pro tuto
chvili na redlnou matici A typu (m,n). Piipomeiime, Ze pak A* = AT.
Véta 4. Uvazujme redlnou matici A typu (m,n) a jeji singuldrni rozklad

A=UTV".
Potom matice U je ortogondlni matice ze spektrdlniho rozkladu matice AAT a matice V
je ortogondlni matice ze spektrdlniho rozkladu matice ATA. Ddle, oznacime-li o1,..., 0,
sestupné serazené kladné singuldrni hodnoty matice A, potom h(A) =1 a 0; = /i, kde

\i jsou kladnd vlastni ¢isla matice AAT. Navic, matice AT A md stejnd kladnd vlastni éisla
jako matice AAT.

Priklad 5. Naleznéte singularni rozklad matice

11 0
A‘<o 0 —1)'

Resend. Nejprve spocteme matice AAT a ATA :

110
AAT:(g (1)) ATA=1[1 10
001

Kladnd vlastni ¢isla obou téchto matic jsou shodnd, pojdme tedy spocitat vlastni éisla
jednodussi matice AAT, nebof AT A m4 navic uz jen nulova vlastni ¢isla:

‘2—)\ 0

; 1_)\':(2—)\)(1—>\).

Vidime tedy, Ze vlastni ¢isla matice AAT jsou A\; = 2 a X\, = 1. Matice AT A m4 navic jesté
vlastni ¢islo A3 = 0. Singuldrn{ hodnoty matice A jsou tedy oy = /2, 0o = 1 a 03 = 0.

Matice T typu (2, 3) je:
V2 0 0
0 1 0)°

e Normované vlastni vektory h matice AAT tvoif sloupce matice U. Pro vlastni ¢islo

A1 = 2 feSime soustavu
0 O hiy (0
0 -1 hsy) — \O

Odtud ztejmé hy = 0 a h; muzeme volit libovolné. Vzhledem k tomu, ze chceme
normované vlastni vektory, volime h; = 1. Vlastni vektor ptislusny vlastnimu ¢éislu Ay
je tedy hy = (1,0)7.

Obdobné pro Ay = 1 dostavame soustavu

(0 0) () =)

7

Ted najdeme matice U a V.



a tudiz normovany vlastni vektor ptislusny vlastnimu ¢islu Ay je Hz = (0,1)T. Matice
U je tedy
10
o-(:9)

e Analogicky piedchozimu muzZeme spocitat vlastni vektory matice ATA pro vlastni
¢isla 2,1,0. Jejich nalezeni nechdame jako jednoduché cviceni. Mozné vlastni vektory
(nalezené cestou nejmenstho odporu) jsou hy = (1,1,0)7, hy = (0,0,1)7 a hy =
(1,—1,0)T. Vektory ﬁl a ﬁg nejsou normované, nebot jejich velikost je v/2, musime je
tedy prendasobit konstantou \/iﬁ Matice V je tedy

L 9 1
v v
01 0

19 N7
L0\ (V2 00\ (¥ , ¥
01 0 10 V2 V2
01 0
a provedme zpétné vyndsobeni jako kontrolu:
19 N7 11
L0y (V2 00y (v o W) _(vV2o00\[Yy Y,
0 1 0 10 V2 V2 0 10 1 1
0 1 0 R

Zpétnou kontrolou jsme zjistili, ze vysledny rozklad nam nedava matici A. Nejedna se
ale o numerickou chybu, problém je v tom, ze matice U a V nejsou urcéeny jednoznacneé.
Nemiizeme proto obé matice volit jako libovolné unitdrni matice vlastnich vektori AAT a
ATA. Ukézeme si spravny postup a pak dofesime tento piiklad. Q

Postup pti hledani singularniho rozkladu
Méjme redlnou matici A typu (m,n).

1. Uréime soucin ATA.

2. Pro matici AT A najdeme vSechna vlastni ¢isla Ay > --- > A\, > 0 a jim piilusné
ortonormalni vlastni vektory. Ty tvoii sloupcové vektory matice V.

3. Uréime singuldrni hodnoty o; = /\; a sestavime diagonélni matici T = diag{oy,...,0,}
typu (m,n).



4. Dopocteme matici U. Protoze plati ze VI = V=1 (matice V je unitarni), muzeme obé
strany singularniho rozkladu vynésobit matici V zprava:

A = UTVT
A = UTV!
AV = UT

a napiseme-li sou¢iny ”po sloupcich” pomoci vlastnich vektoru u; a v; matic U a V,
dostaneme vztah:
pro i takové, ze o; > 0, a tudiz

— 1 —
u; = —AVZ'
0

Priklad 6. (dokonceni) V nasem predchozim piikladé ndm tedy nezbyva nez znovu dopocitat
vhodnou matici U:

Singularni rozklad matice

je tedy
L N T
Al O (V2 OO0\ (¥, ¥
0 —1 0 10 V2 V2
0 1 0
Ctenar si sém oveéri, ze tento rozklad uz je skuteéné v poradku. @

Uvazujme nyni matici Uy, kterd je tvofena prvnimi r sloupci matice U a obdobné matici
V; tvofenou prvnimi r sloupci matice V. Déle definujme matici S = diag{o,09,...,0,},
diagondlni matici tvofenou vSemi kladnymi singularnimi hodnotami matice A. Potom

A = U18V1T.

Tento rozklad nazveme singuldrni rozvoj matice.



2.3 Vyuziti singularniho rozkladu

Singularni rozklad matice ma mnoho pouziti. Kromé dikazové techniky jej lze vyuzit naptiklad
pro feSeni soustavy linearnich algebraickych rovnic. My si zde ukazeme dulezité vyuziti sin-
gularniho rozkladu ke kompresi dat.

7, predchoziho textu jiz vime, ze hodnost matice A odpovida poc¢tu kladnych singularnich
¢isel. V praxi je ale ¢islo velmi blizké nule casto zaokrouhleno na ¢istou nulu. Z tohoto divodu
definujeme tzv. numerickou hodnost matice. Pro predepsané € > 0 definujeme numerickou
hodnost jako pocet kladnych singularnich hodnot, které jsou vétsi nez dané e.

Rank-aproximace matice

Uvazujme SVD rozklad matice A = UTVT typu (m,n), jejiz hodnost je r. Vezméme prvnich
k nejvétsich singuldrnich hodnot matice A, k < r, a ostatni nahradme samymi nulami.
Potom matice

A’ = U - diag{o,...,01} - VT

m& hodnost h(A’) = k a v jistém smyslu nejlépe aproximuje matici A. Volbu ¢isla k uréime
jako numerickou hodnost pro vhodné ¢.

Aproximace matice A pomoci matice A’ spolu s pouzitim singuldrnim rozvoje vede ke kom-
presi dat. Pokud bychom ukladali matici A v jejim singularnim rozkladu, potfebovali bychom
ulozit mr +r+nr = r(m+n+ 1) hodnot. Ale pokud misto toho pouzijeme rank-aproximaci
matice, bude ndm stacit zachovat v paméti mk +k+nk = k(m+n+1) hodnot. Samoziejme
je potieba zvazit pomeér kapacity a ztraty informace.

Na obrazcich nize muzeme vidét kompresi fotografie. Puvodni rozmeér matice A reprezentujici
obrazek je (630,1200) s plnou hodnosti.
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Obrazek 1: Prvni obrazek je originalni, dalsi jsou komprese s volbou k£ = 500, 300, 100, 50, 10.
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Vybérovy seminar k matematice B

Lenka Cathova

1 Geometrie v roviné a v prostoru

V této kapitole shrneme a rozsitime znalosti o geometrii v roviné a prostoru ze zakladniho
kurzu Matematika B. Kromé standardniho popisu rovin a piimek se zamérime na nékteré jiné
objekty, zejména kuzelosecky a kvadratické plochy. Znalost predevsim jejich parametrického
popisu je uziteéna v fadé uloh, napiiklad pti feseni kiivkovych, dvojnych a trojnych integralu.
Obrazky kuzelosecek jsou prevzaty z [3], obrazky kvadratickych ploch z [4].

1.1 Nastroje a ulohy geometrie v roviné a v prostoru

Kdyz mluvime o roviné ¢i prostoru, mame tim na mysli prostor usporadanych dvojic ¢i
trojic redlnych cisel, tedy specialni ptipad linedrniho prostoru R”. Tento prostor nazyvame
Eulidovsky prostor, jeho prvky nazyvame vektory (zna¢ime malymi pismeny se sipkou),
nebo také body (zna¢ime velkymi pismeny). Operace linearniho prostoru jsou definovany

po slozkdch, mame tedy pro kazdé @ = (uy,...,u,), ¥ = (v1,...,v,) € R" a kazdé redlné
¢islo a
U+ U= (U +v1,...,U, +Vp),
al = (qug, ..., quy,).

Nulovym prvkem je vektor 0 = (0, ...,0).
Kromé uvedenych operaci linedarniho prostoru v geometrii vyuzivame jesté dalsi zobra-
zeni.

e Skalarni soucin a norma

Skaldrni souéin je zobrazeni, které dvéma vektorum @ = (uy, ..., up,), 0 = (v1,...,0y)
z R™ priradi realné cislo

n
=1

Pomoci skalarniho sou¢inu muzeme definovat tihel mezi vektory, viz dale, a také délku
vektoru, tzv. normu vektoru. Ta je pro kazdy vektor 4@ = (uy, ..., u,) € R" definovana
jako

— =

1



Vektor, jehoz norma je rovna jedné, nazyvame jednotkovy vektor. Zakladni vlast-
nosti skaldrniho souc¢inu a normy shrnuji véty 13.2 a 13.3 ze skripta [1].

e Vektorovy soucin
Pouze v prostoru R? definujeme vektorovy souéin jako zobrazeni, které dvéma vek-
torum priradi tieti vektor, ktery je na oba kolmy. Mame-li vektory @ = (uq,uz,us),
7 = (v1,v9,v3) € R3, pak definujeme

gk
UXU=|u; ug us|,
U1 Uy U3

kde 'Z,] ak jsou jednotkové vektory v kladném sméru souradnicovych os z,y a z.

Vlastnosti a geometricky vyznam vektorového soucinu naleznete ve skriptu [1], véty
13.4 a 13.5.

¢ SmiSeny soucin
Nejméneé pouzivany je tzv. smiSeny soucin, ktery je kombinaci skalarniho a vektorového

soucinu. Je tedy opét definovdn pouze v prostoru R®. Zobrazuje trojici vektort na ¢islo,
konkrétné pro vektory @, v a w € R? je definovan jako

- (U x W),
coz je rozepsano do slozek rovno determinantu

Uy Uz U3
vy V2 V3|,
w; W2 w3

SmiSeny souéin se vyuziva pii vypocétu obsahu rovnobéznosténu v R,

Mezi tlohy, které fesime v geometrii v roviné a prostoru, patii v prvni fadé parametricky
nebo neparametricky popis geometrickych objektu jako jsou ptrimky roviny, kiivky, dvoj-
rozmeérné obrazce, trojrozmérna télesa a jejich plasté. Konkrétni piiklady prinaseji nasledujici
kapitoly.

Jakmile mame geometrické objekty popsany rovnicemi, muzeme fesit dalsi tlohy.

e Vzdalenost

Vzdalenost bodu A, B v prostoru R” lze spocitat jako normu vektoru, ktery ma body
A a B za pocatecni, resp. koncovy bod, tedy




Obecné je vzdalenost dvou libovolnych geometrickych objektt & a V' definovana jako

pU, V) = min {p(A,B) | AcU,B €V}, 2)

tedy nejmensi mozna vzdalenost bodu z prvniho objektu a bodu z druhého objektu.
Ztejmé, vzdélenost je nulova, pokud se objekty protinaji. Definice je velmi obecnd, pro
konkrétni tlohy hleddme jednodussi feseni. V néasledujicich kapitolach ukazeme nékolik
prikladu.

e Uhel

Uhel v, ktery sviraji dva vektory « a v € R je definovan jako

- v
© = arccos ————-. (3)
[l |1

Tuto definici lze vyuzit pii vypoctu tthlu mezi nékterymi objekty, viz dale.

e Vzajemna poloha geometrickych objekta

Vysetfovanim vzdjemné polohy geometrickych objektii rozumime predevsim zjistovani,
zda se protinaji a pokud ano, popsat jejich prunik. Déle néds zajima rovnobéznost, ta
maé vSak vyznam jen u nékterych objektu (pfimky a roviny a jejich ¢asti).

1.2 Geometrie v roviné

Uvazujme nyni pouze dvojrozmérny ptripad. Pfipomenime nejdiiv parametrickou a neparame-
trickou rovnici piimky. Pfimka p ddna bodem A = (a1, as) a smérovym vektorem @ = (uy, us)
ma4 rovnici

p: X=A+1tu, t eR, (4)
rozepsano do slozek

T = ay + tuq,

p'y:ag—l—tuQ,tER.

Je-li misto smérového zadan normélovy vektor 7 = (a, b), piSeme obecnou rovnici
p:ax + by = aa; + bas.

Vzdalenost bodu od primky lze spoc¢itat pomoci nasledujiciho vzorecku. Je-li primka p
déna obecnou rovnici p : ax + by + ¢ = 0 a bod X = (¢, yo), pak plati

_ laxy + byo + ¢

Obdobny vzorecek plati pro vzdélenost bodu od roviny (6), viz nasledujici kapitolu.

p(p; X)




Uhel mezi dvéma piimkami zadanymi smérovymi vektory w; a s, nebo normalovymi
vektory 71 a 7ig, se spocita jako

|y - o] |71y - 7o

(5)

Oproti vztahu pro thel mezi vektory (3) je v citateli absolutni hodnota, ktera zajisti, aby
byl vysledny tihel mensi ze dvou vedlejsich uhlui, tedy ten z intervalu <0, %>

(p = arccos nebo ¢ = arccos

[ [}z 7 [ 1722

Dalsimi zajimavymi objekty v roviné jsou kuzelosecky. Jednd se o ktivky, které lze
zkonstruovat jako prunik kuzelové plochy a rtzné naklonéné roviny. Pfipomeneme strucné
jejich geometrickou definici a stfedové a parametrické rovnice.

Kruznice
Kruznice je mnozina vSech bodu, které maji stejnou vzdéalenost r > 0 od daného stiedu,
bodu S = (m,n). Jeji stfedové rovnice je
(z—m)*+(y—n)*=r",

parametrické rovnice jsou pak napiiklad

T =m +rcost,
y=n-+rsint, t € (0,27).

Takto parametrizovana kruznice je orientovana kladné (proti sméru hodinovych rucek).

Elipsa

Obrazek 1: Elipsa s vyznacenym stfedem S, ohnisky F, F', délkami poloos a,b a excentrici-
tou e.

Jednd se o mnozinu vsech bodu, které maji stejny soucet vzdélenosti od dvou bodu,
tzv. ohnisek F, F. Stied elipsy S = (m, n) lezi uprostied mezi ohnisky. Piimka, na které lezi



stied a obé ohniska, se nazyva hlavni osa elipsy, pfimka na ni kolma prochéazejici pocatkem je
vedlejsi osa elipsy. Uvazujeme takové elipsy, které maji hlavni osu rovnobéznou s nékterou ze
soufadnicovych os x,y. Dalsi charakteristiky elipsy jsou pak excentricita e, tedy vzdalenost
sttedu od kazdého ohniska, a délky hlavni a vedlejsi poloosy, kladna ¢isla a, b, viz obrazek 1.
Pro jednotnost zapisu uvazujeme vzdy symbol a pro délku poloosy ve sméru osy x a symbol
b ve smeéru osy y. Stfedova rovnice elipsy je

(z ;27"1)2 i (y ;2”)2

= 17
parametrické rovnice jsou pak

T =m + acost,
y=mn+bsint, t € (0,27).

Piiklad 1. Je ddna krivka K : 92% — 18z + 4y* = 27. Popiste ji a nakreslete. Napiste
néjakou jeji parametrizaci. Vypocitejte whel mezi teénami ke kiivce K, které prochdzeji jejimi
pruseciky s osou y.

Resend:
Doplnime rovnici na uplny c¢tverec. Postupné dostaneme
92 — 182 + 4g* =27
I((z—1)>—1)+4y* =27
9(z — 1)* + 4y* = 36
-1 2 2
4 9
Jednd se o elipsu se stitedem S = (1,0), délkami hlavni a vedlejsi poloosy a = 2,b = 3.
Parametrizujeme ji jako

K‘le%—QCost,
"y = 3sint, t € (0,2m).

Pruseciky s osou y nalezneme tak, ze polozime z = 0. Dostaneme goniometrickou rovnici

2 4
14 2cost = 0, kterda ma v daném intervalu dvé feSeni, t; = — a ty = 3 Pro vypocet

uhlu mezi ptimkami potfebujeme pouze jejich smérové vektory, viz (5), postaci nam tedy
vypocitat tecné vektory ke kiivce odpovidajici volbé parametru t = tq, .

Obecny tecny vektor je roven #(t) = (—2sint, 3cost). Dosadime, #(t1) = (—V/3,-32) a
i(ts) = (V3,-32). Uhel mezi obéma teénami je roven

v(ty) - vt —3 1
arccos |2}( ) Uj 2)| = arccos 2—14 = arccos (——) = 98°.
[(E)[[[[(E2)] T 7

Sami si nakreslete obrazek.




Hyperbola

Obrazek 2: Hyperbola.

Pro hyperbolu plati, ze jeji body maji v absolutni hodnoté stejny rozdil vzdalenosti
od dvou ohnisek, £ a F. Stied hyperboly S = (m,n) lezi uprostied mezi ohnisky a jeho
vzdélenost od kazdého z nich je opét nazyvana excentricita e. VSechny tfi body lezi na
hlavni ose hyperboly, uvazujeme ji rovnobéznou s nékterou soufadnicovou osou. Pruseciky
hyperboly s hlavni osou jsou vrcholy hyperboly. Jejich vzddlenost od stredu je délka hlavni
poloosy, délka vedlejsi poloosy se pak pocitd pomoci excentricity, plati a® + b* = €2, viz
obrazek 2. Opét pro jednoduchost uvazujeme vzdy symbol a pro délku poloosy ve sméru osy
x a symbol b ve sméru osy y. Pak je sttedovou rovnici mozno zapsat jako

(r—m)® (y—n)®
a? e L
v piipadé hlavni osy rovnobézné s osou x,
(y=nf _-m?

b2 a?

v piipadé hlavni osy rovnobézné s osou y.

textu je vynechame.

Piiklad 2. Vysetrete vzdjemnou polohu primky p: x — 2y = 5 a kuZelosecky K : 2? — 2x —
2y% — 8y = 9. Kuzelosecku pojmenujte a popiste.



Reseni:
Pomoci doplnéni na tplny ¢tverec upravime rovnici kuzelosecky.

2?2 —2x —2y> — 8y =9
(x—1—=1-2((y+2)?7—4)=9
(x—1)72—-2(y+2)*=2
(v —1)?

2

Jedna se o hyperbolu s hlavni osou rovnobéznou s osou x, stredem S = (1, —2), délkou hlavni
poloosy a = v/2 a délkou vedlejsi poloosy b = 1.

U kuzelosecek nemé cenu mluvit o rovnobéznosti, hledame tedy jen prunik piimky a
hyperboly. Do rovnice hyperboly dosadime x = 2y + 5.

—(y+2)P2=1

2y + 4)?
Y+ 4y +3=0
Kvadraticka rovnice ma dvé feseni, y = —1 a y = —3. Dopocitame x—ové soutradnice. Prunik

dané primky a hyperboly je mnozina dvou bodu (—1,—-3) a (3, —1).

Parabola

Obréazek 3: Parabola omezend zdola.

Parabola je mnozina bodu. které maji stejnou vzdalenost od zadaného bodu, ohniska F', a
tzv. tidici piimky d. Tuto primku opét uvazujeme rovnobéznou s nékterou ze souradnicovych
os. Vrchol paraboly V' = (m, n) je bod lezici v poloviné vzdédlenosti mezi ohniskem a primkou.
Tuto vzdélenost znac¢ime 2p pro néjaké kladné p, viz obrazek 3. Parabola muze byt orien-
tovana ve smeéru osy x nebo y, muze byt omezena shora, zdola, nebo ,,zleva” ¢i ,,zprava”
(toto jsou pouze intuitivni, ne exaktni pojmy). Ziskdvame tak ¢tyfi mozné zapisy.



Je-li tidici primka rovnobéznd s osou x, je rovnice paraboly

(z —m)* = £2p(y — n),
kde znaménko urcime podle toho, zda je parabola omezena zdola nebo shora. Podobné
v ptipadé ptimky d rovnobézné s osou y mame

(y —n)? = £2p(x —m).

Parametrizaci paraboly provedeme tak, ze polozime parametr ¢t roven té proménné, ktera
je v prvni mocniné.

Piiklad 3. Je ddna kiivka
T = 242,

‘y=t—1,teR.

a bod A = (2,2). Popiste kiivku KC a nakreslete ji. Vypocitejte vzddalenost bodu A od krivky a
tuto vzdalenost vyznacte v obrdzku.

Reseni:

Kiivku si vyjadiime jako graf funkce = = f(y), protoze funkce t — 1 je prostd, zatimco
t?2 + 1 neni. Vylou¢enim parametru a dosazenim dostaneme

K:z=(@y+1)>%*+2, yeRrR.

Jednd se tedy o parabolu s fidici pfimkou rovnobéznou s osou y, s vrcholem V = (2, —1).
Obrazek si nakreslete sami.

Pro vypocet vzdalenosti vyuzijeme rovnici (2). Uvédomme si, Ze neparametrickd rovnice
i{kd, Ze kazdy bod paraboly lze psét jako X = ((y+1)2+2,y) pro n&jaké redlné y. Vzdalenost
tohoto bodu od bodu A je pak ddna funkei (viz (1))

9) =\ (w+ 17 +2 2P+ (y =27 = Vy + 4 + 777 + 5.

Zbyva najit minimum funkce g(y). K tomu pouzijeme prvni derivaci

AP+ 12+ 14y y(2P 46y +7)
VY AP T2 5 Y AP+ TR+
Kvadraticky polynom v ¢itateli ma zaporny diskriminant, jediny bod podeztely z extrému
je tedy y = 0. Dopocitame prvni souradnici, z = 3. Z logiky prikladu jde o minimum funkce
g(y), protoze maxima nenabyva, ale muzeme si to i ovéfit dosazenim do druhé derivace.
Nejblizsi bod paraboly K k bodu A je tedy bod B = (3,0). Hledand vzdélenost je rovna

V(3 =2)2+ (0 — 2)2 = v/5. Na obrézku zakreslete bod B, vyslednou vzdélenost dava délka
usecky AB.

9'(y)




1.3 Geometrie v prostoru

Vénujme se nyni trojrozmérného pripadu. Zacnéme rovnicemi piimky a roviny. Piimka p
ddna bodem A = (ay,as,a3) a smérovym vektorem 4 = (uy,us,u3z) mMa opét smérovou
rovnici (4), lis{ se jen rozepsani do slozek

T = aq + tuq,
Dy = az+ tus,
z=az+ tuz, t € R.

Obecné rovnice piimky v prostoru neexistuje (obecnou rovnici muzeme psat v Eukli-
dovském prostoru R™ pro tzv. nadrovinu, tedy objekt rozméru n — 1).

Smérovéa rovnice roviny p, kterd je uréend bodem A = (ay,as,a3) a dvéma linedrné
nezavislymi smérovymi vektory @ = (uq, us, uz) a v = (v, ve, v3), je

0: X =A+tu+sv, t,s €R,
rozepsano do slozek
T = ap + tu; + svy,

01 Y = ag + tug + sva,
z =ag + tug + svs, t,s € R.

Je-li misto smérovych vektoru zadan normaélovy vektor 7 = (a,b,c), piSeme obecnou
rovnici roviny

0:ax+ by + cz = aa; + bay + cas.
Vzdalenost bodu X = (zg, o, 20) od roviny p: ax + by +cz+d =0 je

’CMCO -+ byo -+ C2y —+ d’
X)) = . 6

Uhel mezi dvéma primkami zadanymi smérovymi vektory u; a iy se spocita stejné jako
ve dvojrozmérném piipadeé,

_ |y - Uy
= arccos ———————.
[ [[]] 2|

Navic muzeme spocitat ithel mezi dvéma rovinami pomoci jejich norméalovych vektoru
ﬁl a ﬁg,
_ |71 - 7|
( = arccos ———————.
172 [[[72:
Konecné, je-li dana primka smérovym vektorem « a rovina normélovym vektorem 7i,
jejich 1hel je dan rovnici
T |7 -

Y = = — arccos ————. (7)
2 73] 1]



Piiklad 4. Napiste rovnici roviny o, kterd prochdzi body A = (2,—1,1),B = (1,—2,0) a

C' =(0,2,3). Ddle je dana primka p prochdzejici bodem D = (2,2,1) se smérovym vektorem

= (7,2,3). Ovérte, Ze primka p je s rovinou o rovnobéznd a spocitejte jejich vzdalenost.
Resent:

Zvolime si dva smérové vektory roviny o napiiklad odec¢tenim soufadnic bodu B a C' od

bodu A. Smérové vektory jsou v = (1,1,1) a @ = (2, —3, —2). Parametrické rovnice roviny
jsou
T =241+ 2s,
0:y=—-1+4+1-—3s,
z=14t—2st,s €R.

Oveéreni, ze jsou rovina o a primka p rovnobézné, muzeme provést tak, ze vySetiime, zda
jsou vechny tii smérové vektory linedrné zavislé. Bud'to je napiseme do matice a Gaussovou
eliminaci ukazeme, Ze je hodnost dané matice rovna dvéma. Nebo spocitame determinant
této matice, ktery musi vyjit roven nule. Jelikoz ale chceme pouzit vzorecek (6) pro vypocet
vzdalenosti, musime nalézt normalovy vektor roviny p. Pak bude stacit ukazat, ze je smérovy

vektor primky kolmy na normadlovy vektor roviny (jejich skalarni soucin je roven nule).
Normalovy vektor 7 roviny p spocitame naptiklad vyuzitim vektorového souc¢inu,

n=uvxuw=(1,4,-5).
Pomoci néj mizeme napsat obecnou rovnici roviny,

0:x+4y—52+7=0.
Skalarni soucin vektoru « a 7 je roven

G-i=T+8—15=0,

tedy jsme ovérili rovnobéznost.
Nakonec si zvolime libovolny body primky p, napfiklad D, a dosadime ho do vzorecku (6)
(protoze vSechny body piimky lezi ve stejné vzdalenosti od roviny o).

C2+8-5+7 12
O V1+16+25 42

p(0.p)

Zobecnéni kuzelosecek v trojrozmérném prostoru jsou tzv. kvadratické plochy (kvad-
riky). Nebudeme zde vypisovat tplnou klasifikaci, tu najdete zjednodusené v [4], detailné
napiiklad v [5]. Zde uvedeme nékolik prikladu.

Kulova plocha, elipsoid
Kvadraticka plocha o rovnici

(z —an)2 i (y ;2")2 i (= ;Z)Q

10



Obrazek 4: Elipsoid.

je elipsoid, pfimé zobecnéni elipsy. Stied elipsoidu je S = (m,n, 1) a kladna ¢isla a, b, ¢ maji
vyznam délek poloos. V piipadé, ze jsou si dvé z ¢isel a, b, c rovna, jednd s o tzv. rotacni
elipsoid (vznikne rotaci elipsy vzhledem k nékteré ze souradnicovych os). Kulova plocha je
elipsoid takovy, ze a =b=c=r.

Parametrizaci kulové plochy umozni tzv. sférické soutadnice, které zname z kapitoly
Trojny integral. Jedna ze soutadnic, vzdalenost od stifedu, je konstantné rovna r. Mame
tedy

x=m+rsin¢ cosb,
y=mn-+rsing sinf,
z=Il+rcoso, ¢ €(0,m),0¢€ (0,2m).

Poznamka 1. Pokud bychom potrebovali pracovat s télesy, nikoli jen plochami, zménime
ve stredové rovnici rovnost za nerovnost, v parametrickém popisu priddme jeden parametr.
Napriklad koule se stredem S = (m,n,l) a polomérem r by byla

(x—m)*+ (y —n)*+ (2 = 1)* < r?,
parametricky pak
xr=m+ psin ¢ cosb,
y=mn+ psin¢ sinf,
z=1+pcoso, pe(0,r),0 € (0,7),0 € (0,2m).

a podobné pro ostatni kvadratické plochy.
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Piiklad 5. Je ddna kulovd plocha rovnici x* — 2x + y? — 4y + 22 = 4. Napiste rovnici tecné
roviny, kterd prochdzi bodem A = (3,1,2). Vypocitejte ihel mezi touto tecnou rovinou a
0sou .

Reseni:
Upravime zadanou rovnici doplnénim na ¢tverec.

2 —2r+yf —dy+ =4
(r—1)2—1+(@y—272—4+22=4
-1+ @y—2>+2"=9

Jedna se o kulovou plochu se sttedem v bodé S = (1,2,0) a polomérem r = 3. Tecnou
plochu ¢ ke kulové plose prochézejicim bodem A nalezneme tak, ze ur¢ime jeji normélovy
vektor. Ten je zfejmé mozno volit jako vektor spojujici body A a S, 7 = (2, —1,2). Muzeme
tedy psat obecnou rovnici roviny o,

0:2x —y+22=09.

Osa y ma smérovy vektor @ = (0,1,0). Pro vypocet dhlu pouzijeme vzorecek (7).
Dostavame

1
Y= g — arccos 3 =1947°.

Poznamka 2. V pripade vdlcové a kuZelové plochy a paraboloidu, kdyz mluvime o ose kvadra-
tické plochy, mdme tim na mysli primku, na které lezi stred kvadratické plochy a kterd slouzi
jako osa rotace v pripadé, Ze se jednd o rotacni, nikoli elipticky pripad. Osa kvadratické
plochy pak urcuje orientaci plochy v prostoru. Opét ji pro jednoduchost zdpisu uvazujeme
rovnobéznou s nékterou ze souradnicoviych os.

Valcova plocha

Obrazek 5: Rotacni valcova plocha.
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(Eliptickd) vélcova plocha je popséna rovnici

(x—m)*  (y—n)
a? * b2
Osa vélcové plochy je pifmka prochézejici bodem (m,n,0) se smérovym vektorem (0,0, 1),
tedy rovnobézna s osou z. Zaménou soutradnic x,y za jinou kombinaci dostaneme jinou
orientaci valcové plochy.
Je-li a = b = r, jedné se o rotaéni valcovou plochu. Tu muzeme parametrizovat pomoci

cylindrickych soutadnic,

= 1.

T =m+rcost,
y=mn-+rsint,
z=s, te€(0,2m),s€R

Priklad 6. Vypocitejte vzddlenost kvadratické plochy (x + 1) + (z — 3)? = 4 a primky p,

Resent:
Kvadraticka plocha je valcova plocha, jejiz osa je rovnobézna s osou y. Zadana piimka je
také rovnobézna s osou y. Ulohu si tak miiZeme znacné zjednodusit, kdyz se podivame na
situaci v roviné (napiiklad zvolime rovinu y = 0).

V tomto piipadé totiz hleddme pouze vzdalenost bodu P, pruseciku piimky a roviny
y = 0, a kruznice. Tato vzdélenost je rovna vzdalenosti bodu P od nejblizstho bodu leziciho
na kruznici. Tento bod bychom zfejmeé nasli jako prusecik kruznice a ptimky spojujici bod
P a stred kruznice S.

Konkrétné, mame P = (2,0,—1) a S = (—1,0, 3). Vzdélenost p(P, S) je rovna

p(P,S) =/(2+1)2 4 (-1 —3)2 = /25 = 5.

Zbytek vypoctu si jesté vic zjednodusime. Z definice plati, ze kazdy bod kruznice lezi
od stfedu ve vzdélenosti rovné poloméru, v tomto piipadé » = 2. Hledany nejblizsi bod na
kruznici je tedy od bodu P vzdalen p(P,S) —r = 5 — 2 = 3. Vzdélenost valcové plochy a
piimky je rovna 3.

Kuzelova plocha
Rovnice kuzelové plochy je

2 2 2
xr—m —n z—1
D S V) G ) Y
a b2 c?
Jeji stied je v bodé (m,n,l). V tomto piipadé je osa kuzelové plochy rovnobéznd s osou z,
jinou orientaci ziskame, zvolime-li jinou kombinaci souradnic. O rota¢ni kuzelovou plochu se
jedné, pokud a =b=r.

13



Obrazek 6: Rotacni kuzelova plocha.

Piiklad 7. Urcete kvadratickou plochu danou rovnici v +y? — 2° +2x — 4y +5 = 0. Popiste
krivky, které vzniknou prunikem této plochy s rovinami

a) z=2
b) y=2
c) r=3

V' pronich dvou pripadech napiste parametrické rovnice pruniku.
Resent:
Po upravé zadané rovnice dostaneme
(x+ 1)+ (y — 2)* = 22,
tedy kuzelovou plochu, jejiz osa je rovnobézna s osou z. Postupné dosadime jednotlivé roviny.

a) Prunik je popsan rovnici (z + 1)? + (y — 2)? = 4, coz je kruznice se stiedem v bodé
S = (—1,2) a polomérem r = 2. Jeji parametricky popis (trojrozmérny) je

r=—14 2cost,
y =2+ 2sint,
z=2, te(0,2m)
b) Prunik dany rovnici (z+1)? = 2% jsou dvé primky lezici v roviné y = 2. Obé prochézeji
sttedem kuzelu, tedy bodem (—1,2,0), jejich smérové vektory jsou (1,0, 1), (1,0, —1).
Muzeme tedy psat parametrické rovnice

r=—1+1, r=—1+s,
y =2, y =2,
z=1t,teR, z=—s5, s €R.
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c) Prunik je popsén 16 + (y — 2))? = 22, tedy po tipravé

2 =27 _ 1
16 16 ’
coz je hyperbola lezici v roviné x = 3, s hlavni osou rovnobéznou s osou z, s délkami

poloos a = b = 4.

Paraboloid
(Elipticky) paraboloid s osou rovnobéznou s osou z je dén rovnici
)2 )2
o onf
a b?

Opét plati, ze zaména soufadnic méni orientaci kvadratické plochy. Rotacéni paraboloid
vznikne, pokud a = b = r. Parametrizaci paraboloidu muzeme opét provést vyuzitim cylin-
drickych soutadnic, viz nasledujici priklad.

Piiklad 8. Je ddno téleso, které je ohraniceno plochou y = x? + 2° a rovinou y = 5.
Popiste, o jaké téleso se jednd a napiste néjakou jeho parametrizaci. Vysetrete vzdjemnou
polohu telesa a primky p,

=1,

pry=2+a,
z=1—a, a€R.

Resent:

Jedna se o téleso ohranicené paraboloidem, jehoz osa je osa y. Podstava télesa je kruznice
lezici v roviné y = 5. Uvédomme si, ze plati

x2+22§y§5 (8)

Téleso tak muzeme parametrizovat pouzitim tii parametru jako

T = 17Cost,
Yy =5,
z =rsint,

te(0,2m), re(0.v5), se(Vi5),

Prinikem télesa a primky muze byt prazdna mnozina, jeden bod nebo tsecka. O ktery
piipad se jedna zjistime tak, ze uré¢ime ptripustné hodnoty parametru a dosazenim paramet-
rickych rovnic primky p do nerovnice (8),

1+ (1—a)*<2+4a<5b.

15



Prvni nerovnost upravime na kvadratickou nerovnici a® —3a < 0, jejiz feseni je a € (0, 3).

Druhd nerovnost dava a < 3. Vysledny prunik je tedy usecka dand rovnicemi

r=1,
y=2+a,
z=1-—a, a€0,3).

Poznamka 3. Mezi dalsi kvadratické plochy patii parabolickd a hyperbolickd vdlcovd plocha,
hyperbolicky paraboloid, jednodilny a dvoudilny hyperboloid.
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Matematika B - seminar

Eva Jelinkova

1 Metrické a normované prostory

V kapitole o linearnich prostorech jsme se jiz setkali s tim, ze slovo ,prostor® byva v mate-
matice pouzivano nejen pro tfirozmérny prostor, ktery zname z naseho ptirozeného zivota,
ale také pro ruzné mnoziny uréitych vlastnosti, které s nasim prirozenym prostorem nemaji
mnoho spolecného.

Tak tomu je i u metrickych prostort — jedna se o abstrakei, ve které uvazujeme mnozinu
prvku, mezi kterymi néjakym zpusobem ,méfime vzdalenosti“. V nékterych piipadech si
dokazeme snadno vytvorit geometrickou predstavu takového ,prostoru®, v jinych ptripadech
je to tézké a nékdy to neni mozné vubec.

V Matematice B jsme pracovali s eukleidovskym prostorem R”, ve kterém je vzdéalenost
pro dva body X = (z1,22,...,2,) a Y = (y1,¥2, ..., Yn) definovina nasledovné:

p(X,Y) =/ (x1 —y1)>+ (22 — y2)® + -+ + (T — Yn)2

Tomuto zpusobu vypoctu vzdélenosti fikame eukleidovskd metrika. Méreni vzdalenosti 1ze
ovsem provadét i jinymi zpusoby. Predstavme si napriklad skupinu horskych vesnic, mezi
kterymi se 1ze pohybovat pouze po vyznacenych cestach. Potom dava smysl méfit vzdalenost
dvou vesnic jako délku trasy, kterou musime ujit, abychom dosli z jedné vesnice do druhé.
Eukleidovska metrika naproti tomu znamena méieni vzdalenosti vzdusnou ¢arou, coz by nam
mohlo dat vyrazné odlisny vysledek.

Jisté bychom vymysleli i dalsi prirozené piiklady, jak definovat vzdalenost. Pro autodo-
pravce, ktery se pobyhuje v rozmanitém terénu, by mohla byt vzdalenost dvou stanovist
vyjadiena cenou pohonnych hmot, které cestou spotiebuje. Dal by nam ale tento zpusob
meéreni dobrou definici vzdélenosti, jestlize cesta jednim smérem vede do prudkého kopce
a opa¢nym smeérem se jede z kopce, spotieba tedy bude v kazdém sméru ruznd?

V nasledujicim textu zavedeme formdalné metrické prostory a uvidime, jaké podminky
budeme na méfeni vzdalenosti klast.

1.1 Formalni definice

Ptipomenme, ze mame-li néjakou mnozinu M, potom kartézsky soucin M x M je mnozina
vSech usporadanych dvojic prvku mnoziny M, tj.

MxM={(z,y): x € M,y € M}.

Déle pfipomenme, ze symbol R} ozna¢uje mnozinu viech nezdpornych redlnych éisel. Nyni
muzeme pristoupit k definici metrického prostoru:



Definice 1. Metrickym prostorem nazyvame dvojici (M, p), kde M je libovolna neprazdna
mnozina a zobrazeni p: M x M — R{ splituje pro kazdé z,y, z € M nasledujici tii axiomy:

(M1) ,,axiom identity:“ p(z,y) =0, pravé kdyz z =y,
(M2) ,axiom symetrie:“ p(z,y) = p(y, z),
(M3) ,trojihelnikova nerovnost:* p(z,y) + p(y, z) > p(z, 2).

Prvky mnoziny M nazyvame body prostoru (M, p), zobrazeni p nazyvame metrikou na M
a ¢islo p(z,y) nazyvame vzddlenosti bodu x a y v prostoru (M, p).

Druhy axiom pozaduje, aby vzdéalenost z bodu x do bodu y byla stejnéa jako vzdalenost
z bodu y do bodu x. Vidime tedy, ze méteni vzdalenosti dvou mist pomoci ceny spotiebova-
nych pohonych hmot, jak jsme uvazovali v ivodu, tento axiom nespliiuje a neni proto met-
rikou. V dalsim textu budeme zkoumat ruzné priklady pomoci ovérovani platnosti axiomu
metriky.

1.2 Priklady metrickych prostoru

S nerovnosti nazvanou ,trojihelnikova nerovnost®, tedy stejné jako treti axiom metriky, jsme
se setkali uz na stfedni kole v souvislosti s trojithelnikem v R?. Ovéime proto, zda mnozina
R? spolu s eukleidovskou metrikou je opravdu metrickym prostorem, jak ndzev napovida,
a zobecnéme nas kol rovnou na R™ pron > 1.

Priklad 1 (Mnozina R" s eukleidovskou metrikou). Zopakujme, ze pro dva body X, Y € R",
kde X = (z1,29,...,2,) @Y = (y1,%2,...,Yn), mdme eukleidovskou metriku definovanou
nésledovné (pro vétsi prehlednost pridame pismeno E):

pe(X,Y) = V(@1 = y1)? + (22 = 92)* + .. (20 — y0)*.

Ovérme nejdrive axiom identity. Je zfejmé, ze pokud dosadime do vzorce dva stejné body,
dostaneme na pravé strané nulu, tedy vzdalenost bude nulova. Jestlize dosadime dva ruzné
body, bude aspoi pro jedno i ¢islo (x; — y;)? kladné, a protoze s¢itance pod odmocninou jsou
nezaporné, bude celd odmocnina kladna. Tim je prvni axiom ovéren.

Platnost axiomu symetrie je ziejmd z toho, ze (z; — y;)* = (y; — ;)% Zbyvéa ndm tedy
ovérit trojuhelnikovou nerovnost. Pomuzeme si obecnéjsi Minkowského nerovnosti.

Véta 2 (Minkowského nerovnost). Necht p je rediné cislo takové, e p > 1, necht n € N
a necht ay,as, ..., a,, b1,by, ..., b, jsou redind ¢isla. Potom plati

n 1/p n 1/p n 1/p
<Z|ai—l—bi|p) < (Z |a,-\p> + (Z\mp) :
=1 =1 =1

(Poznamenejme, ze Minkowského nerovnost plati i pro komplexni ¢isla, bez nich se vsak
obejdeme.) Dosadime-li p = 2, a; = (z; — y;) a b; = (y; — z;), dostaneme

n n n

D (i =22 <\ D (@ —w) A+ | D i — =),

i=1 i=1 i=1



a v této nerovnosti muzeme poznat
pe(X,2) < pp(X,Y) + pp(Y, Z),

coz je kyzend trojihelnikovd nerovnost. Dokazali jsme, ze dvojice (R", p) je opravdu met-
rickym prostorem. O]

Piiklad 2 (Diskrétni metricky prostor). Zatimco predchozi piiklad vyzadoval netrividlni
vypocet s n-ticemi ¢isel, nyni si ukdzeme tak trochu opac¢ny extrém — meéreni vzdalenosti,
které nam da vzdy pouze nulu nebo jednicku. Nulu dostaneme pro dva totozné body a jednic-
ku v jakémkoliv jiném piipadé.

Necht M je libovolnd neprazdna mnozina. Funkei pg: M x M — {0, 1} definujeme takto:

pa(X, X) =0 pro vsechna X € M,
pa(X,Y) =1 pro véechna X, Y € M, X #Y.

Tuto funkci nazyvame také diskrétni metrika.
Snadno nahlédneme, Ze pro nasi funkci py plati axiom identity i axiom symetrie. Pokud
jde o trojihelnikovou nerovnost, uvazme tii prvky X, Y, Z € M a rozliSme dva ptipady.

1. X = Z. Potom v nerovnosti pg(X, Z) < pa(X,Y) + pa(Y, Z) mame na levé strané nulu
a na pravé strané soucet dvou ¢isel, ktera jsou vétsi nebo rovna nule. Nerovnost tedy
plati.

2. X # Z. V tomto piipadé plati py(X, Z) = 1. Protoze body X a Z jsou ruzné, bod Y
nemuze byt totozny s obéma z nich, proto plati X # Y nebo Y # Z (a nebo oboji).
V souctu pg(X,Y) + pa(Y, Z) bude tedy aspon jeden séitanec roven jedné, a nerovnost
opét plati.

Dokazali jsme, ze i dvojice (M, pq) je metrickym prostorem. Poznamenejme jesté, ze u diskrét-
niho metrického prostoru se o geometrickou predstavu nebudeme pokouset.

Piiklad 3 (Manhattanskd metrika). Predstavme si nyni zjednoduseny model newyorského
Manhattanu — severojizné vedou avenues, kolmo na né vedou streets. Dohromady vytvareji
pravidelnou ¢tvercovou sit, ve které kazdou kiizovatku muzeme jednoznacné identifikovat
pomoci ¢isla avenue a Cisla street, na jejichz pruseciku se nachézi. Body naseho metrického
prostoru jsou prave tyto kiizovatky reprezentované dvojicemi ¢isel (i, 7), kdei,j € {1,..., k},
dvojice (i, 7) znamend kiizovatku i-té avenue a j-té street.

7 pohledu taxikéte, ktery v takovémto modelu Manhattanu vozi zakazniky, bude délka
cesty mezi body (a,as) a (by,be) definovana poctem silni¢nich tseku mezi kiizovatkami,
které musi na dané cesté projet.

Na obrdzku 1 mame vyznacené dvé cesty z bodu X = (1,1) do bodu Y = (4, 3), obé
délky 5. Snadno nahlédneme, ze kazda nejkratsi cesta z X do Y musi sestavat ze tif useku,
kdy taxi jede po street a prvni souradnice jeho polohy se zvysi o 1, a ze dvou tseku, kdy
taxi jede po avenue a druha soutadnice se zvysi o 1. Poradi téchto tiseku muze byt ruzné,
ale délka nejkratsi cesty z X do Y bude vzdy 5.

Timto zpusobem muzeme mérit vzdalenosti mezi kiizovatkami a zavést takzvanou taxikdr-
skou metriku:

pe((z1,22), (Y1, 92)) = ly1 — 21| + |y2 — 2.
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Obrazek 1: Zjednoduseny model Manhattanu.

Ponechame ¢tenari jako cviceni k rozmysleni, ze dvojice

({1, k} x {1,... .k}, p)

je opravdu metrickym prostorem. Spolecné vysetiime rovnou zobecnény piipad, kdy mnozina
krizovatek neni dvojrozmérnd mnozina izolovanych bodu, ale rovnou R™, a metrika je priroze-
nym zpusobem zobecnénd (v R™ se obvykle nazyva souctovd a znaci spise p;):

X:(Qfl,...,l’n),yz (yla-"7yn)

P (X,Y) =y — ail.
i=1

Ovéreni axiomu identity a axiomu symetrie je snadné. Pro ovéreni trojihelnikové nerov-
nosti si muzeme pomoci uz zminénou Minkowského nerovnosti (Véta 2). Tentokrdt dosadime
p=1,a;, = (x; —y;), b; = (y; — 2z;) a dostaneme

Z |zi — 2| < Z |z — yil +Z Y — 2l
i=1 i=1 i=1
coz je presné naSe trojuhelnikova nerovnost
pl(X7 Z) < pl(Xv Y) + p1<Y, Z)
Tedy také dvojice (R™, p1) je metrickym prostorem. ]

Piiklad 4 (Maximdlni metrika). Bez dikazu a pouze intuitivné uvedeme fakt, ze pokud
bychom z Minkowského nerovnosti ,,udélali limitu®“ pro p jdouci do nekonecna, jednotlivé
sumy v zavorkach by se ,zménily* v maxima (to proto, Ze nejvétsi z ¢isel by ,prevlddlo®).
Timto zpusobem bychom dostali nasledujici nerovnost:

max |z; — 2| < max |z; —y + max |y — 2,

i=1,...,n i=1,...,n i=1,...,n
ktera je trojuhelnikovou nerovnosti pro tzv. maximdlni metriku na R", kterda také splnuje
vsechny axiomy:

Poo(X,Y) = max ly; — 4.



1.3 Normované linarni prostory

Zatimco v piipadé metrického prostoru (M, p) muze mnozinou M byt takika libovolna
,divoc¢ina® (stac¢i nam, aby mnozina M byla neprazdnd), v pfipadé normovanych prostoru
budeme kléast vice pozadavku — zakladem pro nas bude linedrni prostor, na kterém budeme
zavadét zobrazeni zvané ,norma’.

Definice 3 (Normovany linedrni prostor). Necht V je linedrni prostor nad R a necht pro
kazdé x € V je definovéano &islo ||x|| € Ry (toto zapisujeme také jako zobrazeni || - ||: V —
Ry). Déle predpokladame, ze:

(N1) Vx € V: ||x|| = 0, prave kdyz x = 0,
(N2) Va € R)vx € V. [ax|| = |of||x]],
(N3) Vx,y € V: lx+yll < [Ix]| + [l¥].-

Potom fikdme, ze dvojice (V.|| - ||) je normovany linedrni prostor a zobrazeni || - || fikdme
norma. Pfipomenme, ze 0 oznacuje nulovy vektor.

Norma je tedy néco podobného metrice, ale zatimco metrika méii ,,vzdalenost” dvou
bodu, norma méii ,,velikost“ jednoho prvku (vektoru). Z definice je také mozno vidét, proé¢
se norma nespokoji s ni¢im jednodussim nez s linedrnim prostorem — v prvnim axiomu
jsme potiebovali existenci nulového vektoru 0, dale jsme pouzivali linedrni operace souctu
a nasobeni realnym cislem.

Se slovem ,norma‘“ jsme se setkali uz v Matematice B, kde jsme pouzivali eukleidovskou
normu pro x = (1, xa,...,T,) € R™

Il = o+ a3 4t a2,

Pozdéji si ukdzeme, ze tato norma opravdu spliuje axiomy (N1), (N2) a (N3). Z Matematiky
B si také pamatujeme pravidlo, které jsme pouzivali pro prvky x,y eukleidovského prostoru
R™:

Ix =yl = p(x,y).

Z geometrického pohledu (napifklad v R?) je snadno piedstavitelné, Ze vzdalenost dvou bodu
se rovna velikosti vektoru, ktery vede z jednoho bodu do druhého. Vyse uvedené pravidlo
lze pouzit i obecnéji, dokonce plati nésledujici tvrzeni, které uvadi do souvislosti metrické
a normované prostory.

Tvrzeni 4. Necht (V)| - ||) je normovany linedrni prostor a necht x,y € V. Definujme
zobrazent p(x,y) = ||x — y||. Potom dvojice (V, p) je metrickym prostorem.

Metrika z Tvrzeni 4 se nazyva metrika indukovand normou. Tvrzeni 4 si nyni dokazeme.
Protoze prvky mnoziny V' jsou vektory, budeme je i nadédle znacit tuénymi pismeny, prestoze
nam pujde ,pouze* o metriku.



Dukaz. Protoze V je linearni prostor, mnozina V' obsahuje nulovy vektor a je tedy neprazd-
né. Déle ovéiime, ze zobrazeni p spliuje axiomy (M1), (M2) a (M3). Pro pohodli ¢tenare
zde axiomy pripomeneme — pro vSechna x,y,z € V ma platit

(M1) p(x,y) =0, praveé kdyz x =y,
(M2) p(x,y) = ply,x),
(M3) p(x,y) + p(y.2) > p(x, 2).

Dokazme nejprve platnost axiomu (M1). Axiom (N1), jehoz platnost predpokladdme, nam
zarucuje, ze ||[x —y|| = 0, pravé kdyz x —y = 0. Déle vime, zZe rozdil vektoru x a y je nulovy,
pravé kdyz jsou vektory x a y totozné. Muzeme tedy psat, ze

|x —y|| =0, prave kdyz x =y.

Protoze vyraz na levé strané ||x — y|| je tentyz jako v definici metriky p(x,y), muzeme nasi
ekvivalenci prepsat takto:

p(x,y) =0, pravé kdyz x =y,

coz jsme chteli dokazat. Dale dokazeme platnost axiomu (M2). Pomoci jednoduché arimetiky
s vektory dostaneme, ze

y—x=-x+y=(-1)(x—y)

Na vyraz na pravé strané muzeme aplikovat normu a pouzit axiom (N2) pro a = —1,
dostaneme:

(=D& =y)l =1-1llx-yl,
pticemz vyraz na pravé strané je ziejmeé roven ||x — y||. Pokud toto vse ddme dohromady,
dokazali jsme, ze
ly =l = llx =yl

coz je presné axiom (M2). Zbyva ndm axiom (M3). Polozme a = x—y, b = y—z a pouzijeme
axiom (N3) pro a a b:
lal| + [[b]| > [la+ bl

po dosazeni
[x =yl +lly —zl| =[x — =],

coz jsme chtéli dokazat. O]

Vidime, ze kazdy normovany linearni prostor nam snadno d& také metricky prostor po-
moci hesla ,vzdalenost dvou vektoru je velikost jejich rozdilu“. Nabizi se otdzka, jestli to
funguje také opacné. Odpovéd je bohuzel zdpornd — uZ proto, Ze ne kazdy metricky pro-
stor je také linearnim prostorem. Kdyz uvazime ptiklad horskych vesnic z ivodu, tak ziejmé
nedava smysl hledat ,nulovou vesnici®, pri¢itat k vesnici nasobek jiné vesnice atd. Na druhou
stranu nékteré z prikladu, které jsme si uvedli pro metrické prostory, jsou také normovanymi
linedrnimi prostory, jak uvidime v néasledujici podkapitole.



1.4 Priklady normovanych linearnich prostori

Piiklad 5 (Mnozina R” s normami ||-|| g, || |1, ||*||ec)- JiZ vime, ze R™ je linedrnim prostorem.
Také jsme jiz zminili eukleidovskou normu, kterou budeme pro piehlednost znacit || - ||g —

Il = /o + a3+ + a2,

Z metrik, které jsme si zadefinovali v Piikladu 3 a v Piikladu 4, také lze udélat normy:

n
el =D Jail,
=1

[xlloc = max |z;].
i=1,...n

Diukaz, Ze jsou axiomy normy opravdu splnény, ponechdme ¢tenaii k rozmysleni (postaci
elementarni ivahy, piipadné uziti Véty 2, jejiz tvar je dokonce vice ,,§ity na miru® pro normu
nez pro metriku).

Piiklad 6 (Komplexni ¢isla). Dalsim piikladem normovaného linedrniho prostoru je mnozina
C vSech komplexnich ¢isel s normou, kterou zndme mozna jiz ze stiedni skoly:

|la + bil]| = Va? + b2

Pii blizsim pohledu vidime, Ze se komplexni &isla chovaji stejné jako vektory z R? s euklei-
dovskou normou, dokazovat tedy nic nemusime.

1.5 Nekoneéné-dimenzionalni prostory

S pojmem dimenze linedrniho prostoru jsme se jiz setkali — jde o pocet prvku baze. Existuji
viak také linedrni prostory, pro které konec¢na baze (ani konetnd mnozina generdtoru) nee-
xistuje. Jak uvidime, s nékterymi jsme jiz v matematice pracovali, aniz bychom veédeéli, ze se
jedné o nekonec¢né-dimenzionalni linedrni prostor.

Piiklad 7 (Spojité funkce na intervalu). Uvazme mnozinu vsech realnych funkei, které jsou
spojité na urc¢itém pevné zvoleném uzavieném intervalu [a,b] C R, a tuto mnozinu ozna¢me
Cla, b]. Pro funkce f € C[a,b] definujme tzv. integrdlni normu

17l = / ()] da.

Ctenéfe moznd potési, ze nasim cilem nyn{ nebude hledat slozité primitivni funkce, spokojime
se s Riemannovym pojetim integralu, tj. norma || - ||; uréuje obsah plochy mezi grafem funkce
f a osou z (piiklad vidime na obrézku 2).

Bez dukazu ponechdame, ze takto dostaneme linearni prostor, pricemz nulovym vekto-
rem je funkce, kterd se na celém intervalu [a,b] rovnd nule, a linedrni operace s funkcemi
provadime po jednotlivych bodech, tj. napiiklad

(af + Bg)(x) = af(z) + By(x).
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Obrazek 2: Spojitd funkce na [a, b] s integralni normou.

Pro¢ je tento linearni prostor nekonecné-dimenzionalni? Abychom to nahlédli, uvazme
mnozinu vSech polynomu — ty jsou jisté spojité na intervalu [a, b], tvoii tedy podmnozinu
prostoru C|a, b]. Pfitom i nejjednodussi polynomy

R A e A N L
jsou vzajemné linedrné nezavislé, a je jich nekoneéné mnoho. Se vsemi prvky Cla, b] to tedy
jisté neni snazsi a také nemohou mit koneénou mnozinu generatoru.
Ovéfme nyni, Ze integralni norma spliuje axiomy. Platnost axiomu (N2) dostdvame
okamzité ze zdkladnich vlastnosti primitivnich funkei. Platnost axiomu (N3) zase plyne
z toho, ze pro kazdé f,g € Cla,b] plati |f(z) + g(x)| < |f(z)| + |g(x)]|, takze také

b b

/If($)+g(l“)| dxé/(lf(fﬁ)lﬂg(fr)l)dw-

a a

Piekvapivé nejvice prace budeme mit s axiomem (N1). Potfebujeme dokazat, ze

b
/|f(x)| de =0, prave, kdyz Vo € [a,b] f(z) =0.

Je ztejmé, ze pokud je funkce f na celém [a,b] nulovd, integrdl na levé strané vyjde
nulovy. Predpokladejme déle, ze nulova neni, tj. existuje zo € [a,b] takové, ze f(xq) # 0.
Chceme dokazat, ze integral na levé strané vyjde nenulovy.
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Obrazek 3: Iustrace k dukazu platnosti axiomu (N1).

Ze spojitosti funkce f plyne, ze musi existovat okoli O(zy), na kterém mé vyraz |f(z)|
kladnou hodnotu vétsi nez néjaké ¢islo € > 0. Necht [z, zo] je néjaky interval lezici v O(xy)
a obsahujici xy (viz obrazek 3). Potom na celém intervalu [z, xo] musi také platit |f(x)| > ¢,
a z vlastnosti Riemannova integralu dostavame, ze

b

/ @) de > (22— 2)e > 0,

a

coz jsme chtéli dokézat.

Piiklad 8 (Posloupnosti ¢isel). Uvazme mnozinu P posloupnosti redlnych cisel {a;}°2, ta-
kovych, ze navic jenom konecny pocet prvku v kazdé posloupnosti je nenulovy. Lze snadno
ovérit, ze mnozina P tvoii linedrni prostor (pficemz nulovym vektorem je pousloupnost, jejiz
vechny prvky jsou rovny nule). Na tomto prostoru muzeme definovat normu

e}l = max Jail.

Oveéreni, ze tato norma je skuteéné normou, ponechame ¢tenari také jako cviceni. Za-
mysleme se nad tim, pro¢ tento prostor nema konecnou dimenzi — podobné jako v pripadé



polynomu, i posloupnosti

{1,0,0,0,0,0,0...}

{0,1,0,0,0,0,0...}

{0,0,1,0,0,0,0...}

{0,0,0,1,0,0,0...}

{0,0,0,0,1,0,0...}
jsou navzajem linedrné nezavislé, pritom je jich nekonecné mnoho, takze mnozina P nemuze
mit koneénou mnozinu generatoru.

Poznamenejme jesté, ze tento ptiklad by Sel zobecnit také na ptipad vSech posloupnosti
realnych cisel, které jsou omezené. Pro nekoneéné mnozstvi prvka bychom ale nevystacili
s maximem, museli bychom pouzit supremum, tzv. ,nejmensi horni mez“. Jako zavérecnou
tresinku na dortu uvedeme jesté pro zajemce definici suprema.

Definice 5 (Supremum). Nechf M C R je néjakd mnozina redlnych cisel (v nasem piipadé
mnoZina prvkiu posloupnosti) a nechf s € R. Rekneme, Ze s je supremum mnoZiny M

(znacime sup M), pokud
Vee M:x<s

a zaroven
Vso <sder e M: x> ss.

Supremova norma vypada takto:

Hai}Zills = sup |,
1<

1<00

Protoze pro omezenou posloupnost je vyse uvedené supremum realné ¢islo (nikoliv 400),
norma || - || je dobie definovana. @

1.6 Cviceni

Cviceni 1. Méjme metricky prostor (M, p) a redlné ¢islo a.. Definujme funkci p, (z) = a-p(z).
Je potom také p, metrikou na mnoziné M7 Zavisi to na volbé ¢isla a?

Cviceni 2. Méjme metricky prostor (M, p) a redlné ¢islo 8. Definujme tentokrat funkci
ps(x) = B+ p(z). Je potom také pg metrikou na mnoziné M? Zavisi to na volbé ¢éisla 57

Cviceni 3. M¢jme linearni prostor V' a na ném dvé rizné normy. Je soucet téchto dvou
norem také normou na V7

Cviceni 4. Nechf P je mnozina vSech desetiprvkovych posloupnosti redlnych ¢isel {a;}12,.
Navrhnéte nékolik prikladi normy pro mnozinu P tak, aby spliiovaly vSechny axiomy.

Cviceni 5. Dokoncete dikaz, ktery byl v Prikladu 5 ponechan k rozmysleni.

Cviceni 6. Dokazte to, co bylo vynechano v Prikladu 8 v jednodussi verzi s mnozinou P
a normou || - |-

Cviceni 7. * Dokazte rozsitenou verzi Piikladu 8 s mnozinou vsech posloupnosti realnych
¢isel a se supremovou normou.
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Vybérovy seminar k matematice B

Drahoslava Janovska

1 Numerické reSeni nelinearnich algebraickych rovnic

Numerické feSeni nelinedrnich algebraickych rovnic patii spolu s feSenim linearnich alge-
braickych rovnic k dulezitym problémum numerické analyzy. Nelinedrni rovnice se vyskytuji
v nejruznéjsich inzenyrskych aplikacich, jmenujme napf.

e vypocet slozité chemické rovnovahy,

e feseni protiproudych separacnich zafizeni, jako jsou napt. rektifika¢ni ¢i absorpéni ko-
lony,

e vypocet stacionarni simulace systému zafizeni,

e nahrada parabolickych nebo eliptickych rovnic metodou koneénych diferenci,

e vypocet staciondrnich stavi dynamickych modelt popsanych oby¢ejnymi diferencialnimi
rovnicemi.

1.1 Reseni rovnic o jedné neznamé

Pro teseni rovnice

flz) =0 (1)
bylo vyvinuto mnoho ruznych itera¢nich metod. Podstata téchto metod je nasledujici:
Predpokladejme, ze zndme dostatecné maly interval, ve kterém lezi jediny koten x = 2 rov-
nice (1). Zvolime v tomto intervalu poc¢atecni odhad z (blizky k 2*) a sestrojime posloupnost
bodu z1, xs,...,2,,... podle rekurentniho predpisu

T = Op(To, T1, ., Tp_1). (2)

Rekurentni predpis (2) budeme konstruovat tak, aby za jistych predpokladu posloupnost
{z,} konvergovala k x*.

Ruznou volbou funkce ¢y, (zavisejici na funkei f) dostavame ruzné iteraéni metody.



1.1.1 Volba funkce ¢

Funkei ¢(x) volime ¢asto tak, aby hledané teseni 2* bylo také pevnym bodem funkce ¢, tedy
aby bylo fesenim rovnice

r = ¢(x), (3)

pticemz posloupnost {z} konstruujeme podle vztahu
Tl :gb(Tk,l), k= 12 . (4)

Funkce ¢ se zde se vzrustajicim indexem iterace neméni; metody tohoto typu nazyvame
stacionarni.

Je-li funkce ¢ diferencovatelnd, plati-li
|0/(a")] < K <1 (5)

a je-li ¢ spojitd, je |¢'(x)| < 11 pro ngjaké okoli feSeni x* a postupné aproximace (4) budou
konvergovat, zvolime-li xy blizko x*. Cim mensi bude K, tim rychlejsi bude konvergence.
Chceme-li feseni z* s presnosti €, potom pro ukonéeni iterac¢niho procesu (4) lze pouzit

kriteria
K

1-K

‘Lk — SL’kfl‘ < €. (6)

Meritkem rychlosti konvergence iteracniho procesu (4) muze byt také rad konvergence.
Piipomenme, ze iterace (4) je radu m, jestlize

Pat) = ¢'(a7) = - = g V(@) =0, o™ (a®) £0. (7)

Ma-li funkce ¢(z) v okoli z* m spojitych derivaci, potom zbytek po (m — 1)—nim ¢lenu
Taylorova rozvoje dava:

(po1 — 7)™ (&)

1
Tp— 2= —
m!

Ozna¢me M, = max |¢(™ (x)| v okolf *, pak
* Mm *|m
|z — @ |§W\xk,1—x : (8)
Jestlize je
* Mm *
lzg — 2" <1 a ——|zg— 2" =w < 1,
m)!

potom (po upravach) dostaneme

mk—

|z — 2| <w mT | (9)

coz predstavuje vysokou rychlost konvergence x; k z*.



1.2 Newtonova metoda

Jednou z nejuzivanéjsich metod pro feseni nelinedrni rovnice o jedné neznamé f(z) = 0 je
Newtonova metoda — metoda tecen.

Ptipomenme nejprve separac¢ni interval:

Interval (a, b) se nazyva separacnim intervalem pro rovnici f(x) = 0, jestlize v tomto intervalu
lezi pravé jeden koten x = x* této rovnice.

Predpokladejme, ze funkce f je spojité a dvakrat spojité diferencovatelnd na intervalu (a, b).
Necht déle

(a) f(a)- f(b) <O,

(b) f'(z) # 0V € (a,b),

(c) ["(x) # 0V € (a,b),

(d) za nultou aproximaci xy kofene x* volime ten z krajnich bodu a, b, pro ktery plati

f(xo) - f(x0) > 0.

Poznamenejme, Ze interval (a,b) je separacni, pravé kdyz jsou splnény podminky (a) a
(b), podminky (c) a (d) zarucuji konvergenci Newtonovy metody ke koteni x*.

Zvolme tedy nultou aproximaci zy. Geome- Newtonova metoda - metoda
tricky lze Newtonovu metodu popsat takto: tecen
V bodé [zo, f(zo)] sestrojime teénu ke grafu a

funkce f(x). Prvni iterace je pak prusecik této
tecny s osou x. Tedy pro prvni iteraci mame

1 = Ty — f(l’())
(o)
Nyni sestrojime tetnu v bodé [z, f(z1)] a
prusecik této tecny s osou x bude aproximace Predepfieme-li si piedem piesnost
xo kofene x*, atd. Obecné pro (n + 1)—ni ite- vypoctu, napitklad e = 1074, pak
raci je skonéime tehdy, bude-li
f(@n) n=1.2 |Zpi1 — T,] < const- 1071,

In+1zflfn—m7’/ gLy

1.2.1 Kvadraticka konvergence Newtonovy metody

Hleddme teseni rovnice f(z) = 0 a necht « je tento koren, tedy f(a) = 0.
Pocatecni aproximace ... xg
S (@)

f'(zr)

Chyba vypoctu v k—tém kroku: e, = a —xp, = a =1, +¢5.

(k4 1)—ni krok ... zp 1 = a2 —

k=12,



Provedme Tayloruv rozvoj funkce f v bodé zy:

”(-/Ek)

2!

F(2) = ) + F )@ — o0 + 8 () 1 O — a0,

Polozme x == ax —x, = a — x5, = e, . Pak

0=F(0) = Flrx + ) = Flw) + £/(w) - ex-+ 1 /() -k + O(e)

) = F@) -+ 5 @)+ O | ) £ 0

S (@) Lf (k) 5 3
— =er+ = er, +O(e
Fa) 2 g O
——
Ther = k= F1E

Dostaneme

=

L G () RN oy
€k

flaw) _ o 1)
Frlag) — " 2 ()

Ck+1 = €k T ’ 6% + 0(6%)

Tedy
el — _lf”(xk)
2 ()

metoda konverguje kvadraticky, tj. pocet spravnych desetinnych mist se s kazdou iteraci
zdvojnéasobi.

-6%—{—0(62)7 =

Poznamka
Pripomenme, ze O(e}) charakterizuje zbytek Taylorova rozvoje funkce f v bodé wy:

Jkonst. a > 0,A > 0 : |zbytek| < A-e} V|ey < .

1.3 Priklady k procviceni
1. Ovéite, ze interval (1;4/3) je separacnim intervalem pro fesenf rovnice
r+arctgr —2=0

a ze v tomto intervalu lze k feSeni pouzit Newtonovu metodu. Zvolte nultou aproximaci
T a vypoctéte alespon jednu dalsi aproximaci feseni.

Resenf Funkce f(z) = = + arctg 2 — 2 je spojitd, dvakrat spojité diferencovatelnd na
D(f) =R. Interval: a = 1, b =+/3.



a) Separacni interval: f(1) = —0.2146018365, f(v/3) = 0.779248359.

Tedy f(a) - f(b) <0.
flle)=1+ 25 >0VzeR

Interval (1;/3) je separacnim intervalem.

b) Lze aplikovat Newtonovu metodu?
(@)= —Fqe <0 Ya>0

zo = 1, protoze f(1)- f(1) = —0,5- (=1 + %) > 0. Na intervalu (1;v/3) lze
aplikovat Newtonovu metodu.

o faa 5 =«
=l E T3

Pro zajimavost xo = 1.146468154, 3 = 1.146469886 a chyba |z3 — 25| = 1,6 - 1075.

= 1.143067891 .

. .. ™ . o . e e .
. Ovérte, ze interval (5, 7) je separacnim intervalem pro feseni rovnice
r=06sinx

a ze v tomto intervalu lze k feSeni této rovnice pouzit Newtonovu metodu. Zvolte
nultou aproximaci xg a vypoctéte jednu dalsi aproximaci Newtonovou metodou. Kolik
dalsich realnych feseni ma tato rovnice?

Reseni Funkee f
R. Interval: a =

) = 6sin o —x je spojitd, dvakrat spojité diferencovatelnd na D(f) =

(x
s
99 = T.

a) Separacni interval: f(7) = 6 — T = 4.429203673, f(7) = —7 = —3.141592654.
Tedy f(a)- f(b) <O0.
f(x) = 6cos(x )—1<0V$€<g' )
Interval (3;m) je separacnim intervalem.

b) Lze aplikovat Newtonovu metodu?

f7(x) = —6sin(z) < 0 Vzx € <g;7r), ale f(m) = 0. Pozadavek, aby f”(z)
bylo nenulové na uzavieném intervalu (g;ﬂ neni splnén. Zvolime-li xy = m,
r, = 2,692793703. Zvolime-li toleranci 1072, metoda konverguje uz v dalsfm

kroku, z3 = 2,678823382. Kdybychom zadali toleranci 1072, potfebuje Newto-
nova metoda ke konvergenci celkem 5 kroku. Rovnice méa celkem 3 realné koreny.



-6

6sin x

Plot 6sin x-X, X in <Pi/2, Pi>|

-104

-154

Plot 6sin x-x, X in <-10, 15>

6sin x te¢na v bod¢ (Pi,-Pi)

tecna v bodé (Pi/2, 6-Pi/2)

Pomoci vhodného obrazku zjistéte, kolik kofentt méa rovnice

zInz—-3=0

a pro nejveétsi kofen urcete separacni interval o délce nejvyse 1 a poc¢atecni aproximaci
xo pro Newtonovu metodu. Vypoctéte alespon jednu dalsi aproximaci Newtonovou

metodou.

Reseni Funkce f(x) = zln x — 3 je spojitd, dvakrat spojité diferencovatelna na D(f) =

(0; 00).



Rovnice ma jeden koten. Separac¢ni interval o délce jedna: a = 2,5; b=3,5.

Jeden koten 101

4.2
4.0
3.84 6
3.61
3.44 41
3.2
3.0

2.81 0

2.61 .
2.44 -24

26 28 3.0 32 34

graf funkce f

a) Separacni interval: f(2,5) = —0,709273170, f(3,5) = 1,384670388.
Tedy f(a)- f(b) <O0.
fl(x)=In(z)+1 >0V e (25;3,5). Interval (2,5;3,5) je separacnim interva-
lem.

b) Lze aplikovat Newtonovu metodu?
ff@)=2>0 Ve (253,5)

xo = 3,5, protoze f7(3,5)- f(3,5) = % -1,384670388 > 0. Na intervalu (2, 5; 3, 5)
Ize aplikovat Newtonovu metodu.

F(z0) 1, 384670388
=Xy — =3,0 — ———————— = 2,885345725.
TR ) T T 2252762968
Zkuste si spocitat, ze xo = 2,857456747, tedy chyba vypoctu |z — z1| = 0.027888978 ,
je 2-1072. Kdybychom chtéli vétsi piesnost, mohli bychom poéitat dAl:

xo = 3,5; x1 = 2,885345725; x9 = 2,857456747; x3 = 2,857390784; x4 = 2,857390784 .
V tomto piipadé je |z4 — x3| = 0. Zvysime-li pocet platnych cifer napf. na 20, je

r9 = 2,8574567470792581720;
r3 = 2,8573907838857832686;
x4 = 2,8573907835143656793;
x5 = 2,8573907835143656793.

Pak |z, — 3] = 3,714175893 - 10719 a |5 — x4] = 0. Vypocet je tedy velmi piesny.
Povazujeme-li x5 za presny vysledek, pak xo ma tfi spravnd mista, ale z3 mé spravnych
uz devét mist.



2 Bazény atrakce

Doposud jsme se zabyvali hlavné otazkou konvergence pro jednotlivé pocateéni aproximace.
Nyni rozsiifime nasi teorii o funkce s vice kotfeny. Konkrétné jde o nalezeni pocatecnich
aproximaci, které vedou ke konvergenci aproximaci k urc¢itému kotenu.

Predpokladejme, ze funkce f je spojitda a dvakrat spojité diferencovatelna na intervalu

(a,b). Oznacme N(z) Newtonovu funkei pro funkei f(x), N(z) =z —

f(x)
frx)

Pak 7, = N (), 22 = N(x;) = N(N(x9)) = N?(xg), obecné

Ty, = N"(xp),

kde N™ znamena, ze jsme N aplikovali n—krat.
Uvazujme funkci f(z) = z® — 2x. Pak Newtonova funkce pro funkci f(z) je N(z) =

_ x°—2
3z2-2 "

X

Posloupnost konverguje.

Zo
T
T2
T3
Ty
Ts
Tg
Z7

Zvolime-li pocateéni aproximaci xy = 1, dostaneme nasledujici iterace:

=1
= 2

1,6
1,442253521
1,415010637
1,414214235
= 1,414213562
= 1,414213563

Nyni pro hledani kofene stejné funkce f(z) = 23 — 2z zvolme zy = 0,7. Dostaneme

nasledujici posloupnost iteraci:

Zo
T
T2
T3
Ty
Ts
Le
T

0,7
—1, 294339623
—1,433222702
—1,414585178
—1, 414213709
—1,414213563
—1,414213563 . . .
—1,414213563 . ..

Posloupnost konverguje k jinému koteni této funkce. Dokonce i kdyz zvolime pocéateéni apro-
ximace relativné blizko, jejich posloupnosti iteraci konverguji k iplné jinym kofentum. Zda
se tedy, ze pocatecni aproximace urcuje koren funkce, ke kterému Newtonova metoda kon-

verguje.

Definice 2.1. Je-li v koren funkce f(z), pak bazén atrakce korene r, B(r), je mnoZina vsech
bodi takovijch, e Newtonova metoda s pocdteéni aproximaci xqy, konverguje k r, [4]. Tedy

B(r) = {xo, z, = N"(x¢) konverguje k r}.



Pro nase tcely potifebujeme védét, ze je-li kofen atrahujici pevny bod funkce N(x), pak
Newtonova metoda konverguje k tomuto bodu.
Poznamka Je-li r kofenem ndsobnosti k& funkce f(z), pak f(z) muzeme zapsat ve tvaru

f(z) = (z —r)*G(z), kde G(r) £ 0.

Veéta 2.2. Newtonova véta o pevném bodu
Necht f je funkce a N je prislusnd Newtonova iteracni funkce. Pak r je kofen f ndsobnosti
k > 0 prdave kdyz r je pevnym bodem funce N. Navic je tento pevny bod vidy atrahujict.

Tlustrujme si bazény atrakce pro funkci f(z) = x® — x. Tato funkce ma kofeny —1,0, 1.

Nejprve si ukdzeme, ze tyto body jsou atrahujici pevné body.

Ptipomenme, ze bod r je pevny bod funkce N(z), je-li N(r) = r. Podle Newtonovy véty
jsou pevné body N(z) vzdy atrahujici pevné body. Vypoctéme Newtonovu funkei k funkei
().
flz) @ —x 28

@) " 3a2—1 322-1
Ovéite si, ze N(—1) = —1, N(0) = 0 a N(1) = 1. Tedy koteny f(x) jsou atrahujici pevné
body N(z).

N(z) =

6 3
4 2
21 1
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
X X
_2< _1<
_4< _2<
-6 -3

graf funkce f(x):x/\3-x| graf funkce N(x)

Na obrazku vlevo je graf funkce f(x), vpravo je graf odpovidajici Newtonovy funkce
N(z).

Z grafu je videt, ze je-li xg > 1, pak {x,} bude konvergovat k 1, tedy (1;00) C B(1).
Zkoumejme definiéni obor funkce N(z): 322 — 1 = 0 <=> |z| = ‘/73 Tedy D(N) =
(—oo,—*/?g) U (_\/Tg; ‘/?3) U (‘/?g,oo). Kritické body jsou :t%? Je-li zy € (\/Tg,
iterace 1 vétsi nez 1, x, budou také konvergovat k 1. Tedy (\/Tg,oo) C B(1). Zvolime-li

1), je prvni

To = \/T‘a’, Newtonova metoda selze, protoze \/?3 kritickym bodem funkce N, funkce N(x) neni

v tomto bodé definovana. Interval (\/?g, 00) je nejvetsi otevieny interval “kolem”bodu z = 1.
Tento interval je tzv. lokalni bazén atrakce nebo nejvétsi bazén atrakce pro bod x = 1.
Vzhledem k tomu, Ze nase funkce je lichd, tedy graf je soumérny podle pocatku, je i lokalni
bazén atrakce symetricky: (—oo; —\/?g) C B(-1).



Nakonec uvazujme posledni koren f(x), x = 0. Iterujeme-li f(z) napfiklad s poc¢atecni
aproximaci xy = 0, 3, zda se, ze iterace osciluji kolem 0. Dostaneme posloupnost

o = 07 3

r; = —0.0739726027
re = 0.00082305937

r3 = —1.1152-107°

Ty = 0.

Oscilace naznac¢uji, ze bychom meéli hledat cyklus s periodou 2 pro N(z). Cyklus s periodou
2 je takovy bod x, pro ktery plati N?(x) = x. Potoze f(z) je lich4, je také N(x) lich4. Tento
fakt velmi zjednodusi hledani periodickych bodu N(z). Protoze N%(z) = N(N(z)), je

N(N(z)) = N(-z) =z,

Musime tedy Fesit rovnici N(x) = —x.
22° 3 V5
Body j:\/?‘?’ jsou periodické body s periodou 2 a lokalni bazén atrakce pro z = 0 je interval
(-, )
5075 /)¢
Zbyvaji intervaly (—‘/Tg, —\/?‘?’) a (‘/?5, \/?g) Na téchto intervalech se Newtonova metoda

chova tplné jinak. Vime, ze v bodé zy = ‘/Tg, N(zp) neni definovand a tecna ke grafu N(x) v

bodé xq je kolmé na osu z, te¢na ke grafu f(z) je rovnobéznd s osou x. Je-li zy néjaké éislo

o malo mensi nez \/?37 pak tecna v tomto bodé protne osu x v néjakém velkém zaporném

bodé. Tedy N(xq) je velké zaporné ¢islo a xg lezi v B(—1).

-

B(O) B(-1) B(1) B(-1) B(1)
_/L\ \
1 1 1 1 41
] ) T T 1
bu=1 b3 by b bp=1
V5 V3

Na obrazku jsou lokalni bazény atrakce pro funkci 2% — .

Jestlize naddle zmensujeme zg, zustane xy v B(—1) dokud neni N(zg) = _\/Tg . 'V tomto
kritickém bodeé je sklon te¢ny nulovy a N(N(xg)) neni definovany. Nasli jsme maly interval,
1

ktery lezi v bazénu B(—1). Tento interval muZeme aproximovat fesenfm rovnic N(z) = —3

10



a N(z) = s pro neznamou x. Zjistime, ze tento interval je ptiblizné (0,465601;0,577350).
Vzhledem k symetrii grafu funkce, lezi interval (—0,577350; —0,465601) v bazénu B(1).
Nyni zmensime o mélo xy pod 0,465601 tak, ze x; = N(xy) je vétsi, nez —\/Lg. Tecna v

Wl

bodé (x1, f(z1) protne osu z ve velkém kladném bodé, tedy N(z1) je velké kladné éislo a
N(z1) C B(1). Jak déle klesa x¢ pod 0, 465601, =1 bude dokonce vétsi, nez —\/Lg axe = N(xy)
klesd k \/Lg Kdyz z9 = N(x1) = \/%:, sklon te¢ny je opét nula a N(N(xg)) neni definovano. Je-
li aproximace N(z) = —0,465601 pro z, je g = 0,450202 a interval (0,450202;0,465601) C
B(1).

( ())becné najdeme posloupnost ¢isel by = \% > by = 0,465601 > by =~ 0,450202 > b3 > ...,
takovou, ze

(bi;0; — 1) C B(—1) pro liché i

(bi;b; — 1) C B(1) pro sudé i.
Cisla b; najdeme postupnym fesenim rovnic N (b;) = b;_,. Bazény B(—1) a B(1) se skladaji
z nekone¢né mnoha intervalu, jejichz délka klesd priblizné geometricky.

Uved'me si jesté priklad chovani Newtonovy metody pro funkci 2 + 1, kterd nemd redlny
koren. V tomto pripadé iterace osciluji:

o = 3, 00 5 = 0, 84
r1n = 1,33 ¢ = —0,17
ro = 0,29 z; = 2,80
rg = —1,07 || zg = 1,22
ry = —0,47|| 29 = 0,20

Ty = —2,40

3 Newtonova metoda v komplexni roviné

Newtonovu metodu Ize pfimo zobecnit pro hledédni kofenu v komplexni roviné.
Necht N(z) = z — ]{,((ZZ)), a zo je komplexni ¢islo. Pak iterace N™(zp) obecné konverguji
kvadraticky ke koteni funkce f.

Uvazujme komplexni polynom f(z) = z? + 1. Poznamenejme, 7ze odpovidajici redlnd
funkce f(x) = 2%+ 1 nem4 realné kofeny. Ale komplexn{ funkce f(z) = 2%+ 1 ma dvé Fesent:
z =1 a z = —i. Zvolime-li zy na realné ose (y = 0), pak se Newtonovy iterace N(z) chovaji
tiplné stejné chaoticky jako Newtonovy iterace pro redlnou funkci f(x) = x? + 1. Zvolime-li
vsak 2y mimo realnou osu, Newtonova metoda konverguje.

2o = 140,5 zo = 0,5—1

2 = 0,1+ 0,4500i 2 = 0,05 —0,9000i

zg = —0,1853+41,2838¢ || 22 = —0,0058 —1,0038¢
z3 = —0,0376 41,0038t || 23 = —1

zg = —0,0009 + 0, 99961

5 = 1

Zkoumejme nyni bazény atrakce pro komplexni polynomy.
Bazény atrakce pro komplexni Newtonovu metodu zkoumal poprvé Artur Cayley, V roce
1879 publikoval néasledujici vétu.

11



Véta 3.1. Cayleyova. Necht komplexni kvadratickyj polynom f(z) = az?+bz+c md koreny a
a B v komplexnd roviné. Necht L je primka kolmd na tsecku z bodu o do bodu 3. Aplikujeme-

li Newtonovu metodu na funkci f(z), pak poloroviny, na které rozdéli primka L komplexni
rovinu, jsou B(a) a B(B), bazény atrakce koteni o a 3, [4].

B(o)

B(5)

Obrazek 1: Newtonovy bazény atrakce pro komplexni kvadraticky polynom.

Obrazek 2: Bazény atrakce: vlevo pro funkei 22 + 1, vpravo pro funkei 2% — 1.

Cayleyova véta uplné popisuje bazény atrakce pro komplexni Newtonovu metodu pro kva-
dratické komplexni polynomy. Zvolime-li pocateéni aproximaci zy, komplexni Newtonova

12



metoda konverguje k a prave kdyz |zo — o < |20 — (]. Pokud ale lezi zy na kolmé pifmce L,
komplexni Newtonova metoda nebude konvergovat a bude se chovat chaoticky.

Uvazujme jesté jednou komplexni kvadratickou funkci f(z) = 2% + 1. Spojime kofeny.
V komplexni roviné je jeden koten (0;4) a druhy (0; —¢). Piimka L kolm& na jejich spojnici
je primka z = 0, neboli redlna osa. Body nad redlnou osou budou konvergovat ke koteni
i, body pod redlnou osou ke koteni —i. Pokud zvolime pocatecni aproximaci na redlné ose,
Newtonova metoda nebude konvergovat.

Jak tedy najit bazény atrakce pro danou komplexni funkci?
(1) Vypoctéete f'(z) a N(z).
(2) Vypoctéte koteny f(z) rozkladem nebo piiblizné numericky.

(3) Zvolte pocatecni aproximaci zy a vypoctéte vzdalenost mezi zg a kofeny f. Pokud je
vzdalenost mensi nez néjaké malé € vyberte barvu kofene a obarvéte z.

(4) Neni-li vzdélenost mensi, iterujte dokud vzdélenost mezi aktudlni iteraci a kofeny f
nebude mensi nez €. Obarvéte barvou korene.

(5) Opakujte pro vsechny pocdteéni aproximace.

Priiklad 3.1. Newtonovy bazény atrakce mohou mit nadhernou strukturu. Nebudeme se
strukturami podrobné zabijvat. Jen pro zajimavost uwvazujme komplexni polynom z* — z.

Obrézek 3: Newtonovy bazény atrakce pro komplexni polynom 2% — z.
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4 Numerické TreSeni soustavy nelinearnich rovnic
Velmi castou tlohou vznikajici pti feseni praktickych problémt chemického inzenyrstvi je
uloha nalézt n neznamych zq, xo, ..., x,, které vyhovuji nelinedrnim rovnicim

fl(l‘l,ZEQ,...,l‘n> = O
fQ(Il,ZEQ,...,ZEn) =0

(10)
folzy, 29, ... 2,) = 0.
Pro teseni soustav nelinearnich rovnic byla vyvinuta celd fada itera¢nich metod typu
Xk+1 :®(Xk>, ]{]:O,l, y (11)
kde x;, je k-t4 aproximace vektoru neznamych x = (xy, s, ..., z,)T. Nejpouzivangjs je

Newtonova metoda.

4.1 Newtonova metoda

Oznacme f = (f1,..., fu)%, fi :R" =R, i =1,...,n. Definujme Jacobiho matici funkei f;
(parcidlni derivace vy¢islujeme v bodé x) :

ofi  9f of1
ox1 Oxo e Oxn
o . o
Ix)=| o= oz, | . (12)
O Ofa 0fn
o1 Oxre 7" OTn

Pro Newtonovu metodu volime v rovnici (11) & jako
d(x) = x — A H(x)f(x).
Tedy
Xk+1 = X — )\kJ_l(Xk)f(Xk). (13)

Po vynasobeni matici J(x;) médme konecné tvar Newtonovy metody, v jakém je prakticky
pouzivana:

Xk+1 — Xk —+ )\kAXk (15)
Poznamka 4.1. o Vztah (14) predstavuje soustavu n linedrnich algebraickych rovnic pro

n proménnych (prirustki) Axy, kterou tesime metodami linedrni algebry.

e Hodnotu A\, volime obvykle rovnou jedné, testujeme vsak, zda doslo ke sniZeni rezidu,

5. zda plati
D FEn) < Y ().
i=1 i=1

Neni-li tato podminka splnéna, A\p zmensime.
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e Newtonova metoda pro systém rovnic je také metodou druhého radu. Metoda konverguje
ke korenu x*, pro néjz je J(x*) reguldarni, bylo-li zvoleno pocatecni priblizend xog uZ
dostatecné blizko tomuto korenu x*.

o Geometrickd predstava v R%: Mé&jme soustavu dvou rovnic o dvou nezndmyjch x,y:

filz,y) =
fa(z,y) =

Na obrdzku jsou nulové vrstevnice funkci

— ["Nulova vrstevnice funkce fix v)=x"2+y"2-2"]
— ["Nulova vrstevnice funkce flx v)=x"2-v"2-1"]

Obréazek 4: Nulové vrstevnice funkei fi; a fo. Soustava ma 4 koteny.

filz,y) = 2=y —=1=0
folz,y) = 22 +¢y*—2=0.

Necht (xy, yx) je aprozimace korene (av, ). Body (zx, Yk, fi(wr, yk)) @ (Tk, Y, fo(Tr, yr))
vedeme tecnou rovinu ke grafum funkce fi(x,y) a fo(z,y). Teéné roviny protnou rovinu
z = 0 ve dvou prusecnicich, jejichz prusecik je dalsi aprorimact (i1, Yr+1) korene

(@, B).

4.2 Priklady k procviceni

1. Newtonovou metodou feste danou soustavu rovnic. Proved'te jeden krok.
Jako pocatecni aproximaci volte bod x(© = (2, 5o, 20) = (1,0, 1).
2yt = 22
I R |
6r —3y+22 = 1

15



Reseni Hleddme kofeny funkce

f(ll}',y, Z) = (fl(a:ay?’z)uf2(x7y7z)7f3<x7y7 Z))T = 07 fl : R3 — R7 1= 172737 kde
fl(xvyaz) = x2+y2—z2
folzyy,2) = 2 +y* +272 -1
f3(l'7y,2) = bz _3y+22 -1

Jako pocateéni aproximaci volime bod x(® = (1,0,1). Ozna¢me x = (z,y, z) € R3.

Vypocteme Jacobiho matici zobrazeni f:

20 2y —2z
Jx)= |2z 2y 2z |. (16)
6 —3 2
Oznacme
2 0 -2
Ay=J(1,01)=]2 0 2
6 -3 2

AAx? = —f(x©)

Nejprve vypoéteme Ax(?) Gaussovou eliminaci:

2 0 2| 0 1 0 -1] 0 1 0 -1] 0

[Ag| —fxP)]=]2 0 2|-1|~|0 0 4|-1|~]|0 =3 8|7
6 -3 2|-7 0 -3 8|-7 0 0 4|-1
15 1 353

Tedy Ax© = (= 2 = W (222),

ey e (4’3’ 4)“ (4’3’4)

Volili jsme \g = 1.

. Vypoctéte prvni iteraci Newtonovy metody pro soustavu nelinearnich rovnic
fi(x) = 1627 + 1625 + x5 — 16 = 0,

fo(x) = 22 +a25+25—-3=0,

f3(x) = a8 —a5 =0,
kde x = (21, 3, 23) € R3. Potéteén aproximaci volte x@ = (2% 20 2y = (1,1,1).
Reseni  Vypocteme Jacobiho matici zobrazeni f:

6423 64x5 43
J(X) = 23]1 2&32 21’3 . (17)
3z3 -1 0
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Vypocteme

64 64 4
JA,1, )= 2 22|, f1,1,1)=
3 -1 0

Pro prvnf iteraci x®") Newtonovy metody pak fesfme rovnice

J(X(O))(AX(O) — _f(x(0)>
<D — 3O ¢ Ax©®

64 64 4|—17 1 11 0 1

2 22 0|~|64 64 4|17 |~ |0 —60

3 =10 0 3 -10] 0 0 —4

17 17 17\ "

Tedy Ax© = [ —— —— — M = (0,93;0,79;1,28)" .
e y X ( 2407 80’ 60) a‘x ( ) ) ) ) ) )

. Vypoctéte prvni dvé iterace Newtonovy metody pro soustavy nelinearnich rovnic

4yt —-1 = 0,
24yt —1/4 = 0,
Y +22-3/4 = 0,

jako pocdtecni aproximaci zvolte xo = (1;1;1).

Reseni  Opét hleddme kofeny funkce

F(l’,y, Z) = (fl(x7y72)7f2('r7y7z>7f3(x7y7 Z))T - 07 fl : R3 — R7 1= 172737 kde

fl('rayVZ) = $2+y2+22_1

1
f2($7yaz) = $2+y2—1

3
fS(Iayaz) = y2+22_1

o O =
S = =
W

D
=}

Jako po¢atecni aproximaci volime bod x(® = (1,1,1). Oznaéme x = (z,y, z) € R®.

1 3
Zde umime spocitat i presné reSeni: X, = (5, 0; %_)T
Vypocteme Jacobiho matici zobrazeni F'
20 2y 2z
Jx)=12z 2y O
0 2y 2z
Pak
2 2 2
JL1L,)=12 2 0], Fx9)=
0 2 2

17

e~ OUs T N
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Pro k—tou iteraci x*), k = 0,1, ..., Newtonovy metody pak fesime rovnice

JxAx® = —F(x®)
KB ) Ax®)

a) Prvni iterace: Gaussovou eliminaci po¢itame nejprve Ax(® : [J(x@)| —F(x()]

2 2 9| -2 11 1] -1 11 1] -1 111
22 0|1 11 0|1 00 -1| L
02 2/-2 01 1|2 01 1]-2 0
1 8 8
3 1 1\" 51 7\
Ted AxO = (2 _Z ) . m_(22=L
ey ex (8’ 9’ 8)’ x 828

13 25 17

Vypoéteme jeste  F(xM) = (3—2, 61 64

F(xW).

F(x) =294, Fx")=0,62 > F(x")-Fx")=232.

Norma F se opravdu zmensila.

b) Druhd iterace: Uz zndme x(") a F(x(V). Vypoéteme J(x™M)) a Gaussovou eliminaci

AxD
-517_13- -51 T 137 -51 7| 13
4 4| 32 4 4| 392 4 41 32
5 25 7 1 71 17
~ 1 |~ S — | ~ 1 —
4 0 64 00 4| 64 0 4| 64
7117 7117 7 1
1 - —= 1 - == — | =
0 41 64 | 0 41 64 . [ 00 41 64
9 T 41 1 97\*
Tedy A B @) — =) =(0,51;0,25:0,87).
edy AxV = | g5, —7, 112) ax 80’4’ 112 (0,51;0,25;0,87)
Konecné F(x?)) = (0, 08 0,08;0,06)T, [F(x®)| =0,13. Pro normy plati:

IFx®)|| - [|[F(x™)|| =0,62 0,13 = 0,49,

zase jsme se vice priblizili ke kofeni.
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Vybérovy seminar k Matematice B

Pavla Pavlikova

1 Vazané extrémy funkce vice proménnych

V hodindch Matematiky B jste se naucili hledat lokalni extrémy funkce dvou proménnych
(vétsinou v celém jejim definicnim oboru). Pfipomenime si vétu popisujici nutnou podminku
pro existenci lokalntho extrému, kterou jste si dokazali:

Véta 1. Necht G C R? je oteviend mnozina a necht f € CY(G). Md-li funkce f v bodé
(x0,%0) € G lokdlni extrém, je nutné

0 0
a—i(ﬂco,yo) =0, 6_5(%’%) =0.

Skutecnost, zda funkce f ma ve stacionarnim bodé opravdu extrém, jste posuzovali pomoci
Hessovy matice a jejiho determinantu. V praxi ovSem casto hledame extrémy funkce za
jistych omezujicich (vazbovych) podminek. Uvedeme struéné alespon jeden piiklad: v teore-
tické mechanice vazby zpravidla odpovidaji podminkam omezujicim pohyb. Napf. pti popisu
pohybu matematického kyvadla (viz obr.) lze vazbu vyjadfit rovnici 22 4+ y? = I?, kde [ je
délka zaveésu.

[ I
X

Nejprve si zadefinujeme vazany lokalni extrém:

Definice 1. Necht je funkce f definovand na mnoziné A C R?. Necht M je mnozina bodi
(z,y) € R? vyhovujicich rovnici g(x,y) = 0. Lokdini extrémy funkce, kterd je uréend funkci f
na mnoziné ANM , nazjvdme vazanymi lokalnimi extrémy funkce f. Rovnici g(z,y) = 0,
kterda urcuje mnozZinu M, nazyjvame vazbou.

V dalsim textu nastinime i ptipadné zobecnéni pro funkce n proménnych, kde n > 2, a vice
vazbovych podminek.



1.1 Pripad, kdy jsme schopni vazbu vyjadrit explicitné

V nékterych jednoduchych piipadech je mozné z rovnice g(x,y) = 0 explicitné vyjadrit
proménnou x nebo y, coz ndm umozni ulohu prevést na problém hledani extrému funkce
jedné proménné (umime z kurzu Matematika A).

Piiklad 1. Najdéte extrémy funkce f(x,y) = 2y na mnoziné M = {(x,y) € R*: z+y = 1}.

Funkce f je definovand a spojitd na R*. Z podminky vazby x +y = 1 lze snadno vyjddrit
y =1—x, odkud dosazenim do predpisu funkce f obdrzime funkci jedné redlné proménné

F(z)=f(z,1 —z)=2(1—x), r € R.

Pro jeji derivaci plati F'(z) = 1 — 2z, x € R. Funkce F muze mit lokdlni extrém pouze
v bode, kde F'(x) =0, tedy v bodé xg = 5. Vzhledem k tomu, ze F"(3) = —2 < 0, md funkce
F v bodé zy = % lokdln? mazimum s funkéni hodnotou }l. Funkce f md proto v bodé (%, 3)

272
vzhledem k mnoziné x + y = 1 lokdlni maximum s funkcni hodnotou f(%, %) = }1.

Zkusme si danou tlohu predstavit geometricky. Grafem funkce f je plocha v R®, na niz
hledame body s nejvétsi ¢i nejmensi funkcni hodnotou, pricemz se zamérujeme jen na ty body,
které lezi v rezu dané plochy urceném rovinou o rovnici x +y = 1, viz obr.

Obrazek je prevzat ze stranek mathonline.fme.vutbr.cz.

& Cviceni 1: Najdéte extrémy funkce f(x,y) = 2>+ y*> na mnoziné

M={(z,y) € R*: 2 +y=1}.

Piiklad 2. Najdéte lokdlni extrémy funkce f(x,y) = 8z + 2y — 10 na mnoziné

M={(z,y) € R?:y=—1z*+1}.

Funkce f je definovand a spojitd na R*, dosadime-li do jejiho predpisu y z podminky vazby,
dostaneme funkci jedné redlné promenné

F(z) = f(z, 50" +5) = =52’ + 80— F, 2 € R.

Jeji derivace F'(x) = —22% + 8 je nulovd pro v = £2. Ddle plati F"(x) = —4x. V bodé
r = =2 je F"(=2) > 0, funkce F' zde tedy md lokdlni minimum. V bodé x = 2 je F"(2) < 0,
coZ svédct o lokdlnim maximu.



Zavérem muzeme shrnout, Ze funkce f md na mnoziné M lokdlnd minimum v bodé (—2, 3)
s funkéni hodnotou —20 a lokdlni mazimum v bodé (2,—7/3) s funkéni hodnotou 4/3.

Podivejme se nyni, jak by situace vypadala zakreslend v roviné xy. V nasledujicim obrdzku
Jsou zndzornény vrstevnice grafu funkce z = f(x,y) pro hodnoty zy = —20, —10, 4/3, 10 spolu
s krivkou o rovnici g(z,y) = —1/3x% —y + 1/3 = 0. Povsimnémé si, Ze v bodech, kde jsme
objevili lokdlni extrémy, jsou vektory grad f(x,y) a grad g(z,y) linedrné zdvislé. Plati totiz
grad f(—2,3) = (8,2) a grad g(—2,3) = (—4,—1), podobné grad f(2,—7/3) = (8,2) a grad
9(2,-7/3) = (—4,-1).

Je to ndhoda? V bodé (xg, yo) udava vektor grad f(xo,yo) smér nejvétsiho rustu funkce
f, vektor grad g(zo, yo) urcuje normalu ke kfivce o rovnici g(z,y) = 0. Kdyby vektor grad f
nebyl v bodé (xg,yo) kolmy ke kiivce g(z,y) = 0 (jinymi slovy linedrné zavisly s vektorem
grad g(xg, o)), pak by pii posunu z bodu (xg, y9) po dané kiivce funkéni hodnoty funkce f
jednim smérem rostly a na druhou stranu klesaly. To by ovSem znamenalo, Ze v bodé (zg, yo)
neni extrém. V bodé lokdlniho extrému proto musi existovat redlné ¢islo A, pro které plati

grad f + Agrad g = 0.

Toto nase pozorovani zobecnime v dalsim odstavci.

1.2 Metoda Lagrangeovych multiplikatori

V situaci, kdy nejsme schopni z podminky g(z,y) = 0 explicitné vyjadiit ani proménnou x,
ani y, muzeme pro hledani vazanych extrému vyuzit Lagrangeovy multiplikdtory.

Véta 2. (Lagrangeova metoda pro podminku jedné vazby) Predpoklidejme, Ze funkce f(z,y)
a g(x,y) maji v okoli krivky g(x,y) = 0 totdlni diferencidl a ddle v kazdém bodé krivky
g(z,y) = 0 je alespon jedna z derivaci %, g—g ruznd od nuly. Potom plati: mad-li funkce
f(z,y) v bodé (xo,y0) krivky g(z,y) = 0 lokdlni extrém na této krivce, pak existuje takovd
konstanta A, Ze pro funkci

L)\(xvy> = f(x7y> + >\g($,y)

Jsou v bodé (xo,yo) splnény rovnice

oL oL
a_;(SCOJJo) =0, a—y)\(i’fo,yo) =0.



Pozndamka: Vyse zkonstruovand funkce Ly(x,y) byvé ¢asto nazyvana Lagrangeovou funkei.

Nastin dukazu:
Predpokladejme, ze funkce f(z,y) mé v bodé (xg, o) lokdlni extrém vzhledem ke kiivce o
9g

rovnici g(z,y) = 0 a alespon jedna z derivaci 32 (o, yo), g—Z(ZL’(],yo) je nenulova. Bez djmy

na obecnosti predpoklddejme, ze napi. g—g(xo,yo) # 0. Podle véty o implicitni funkei (viz
napf. skripta Matematika II ve strukturovaném studiu, str. 144) tedy existuje funkce y =
¢(x) definovand na néjakém d-okoli bodu xy s hodnotami v néjakém e-okoli y, takova, ze
g(x,p(x)) = 0 pro kazdé x € Os(xg). Navic plati, ze y = p(z) je jednoznacné urcend
hodnota y € O.(yo), pro kterou plati g(x,y) = 0. Dosadme dale y = ¢(z) do predpisu
funkce f; dostaneme funkei jedné redlné proménné, oznacéme ji napi. f (x) = f(z,p(x)).

Ma-li funkce f v bodé (zg,yo) lokalni extrém vzhledem k vazbé g(z,y) = 0, ma funkce
f v bodé zo rovnéz lokdlni extrém. Protoze je ale f spojité diferencovatelnou funkef na
okoli Os(xg), musi platit f (x9) = 0. Podle pravidel pro derivaci implicitni a slozené funkce
dostavame

0= f(z) = g_i@o, Yo) + g_g(%,yo) /(o) =

— of of 8_5(1’073/0)
- G G- (FER). o

Pokud zvolime

N — _3—3(950,90) ’
a_y(%, Yo)
pak budou splnény rovnice
0 0
a—i(%, Yo) + A~ 8—i($0,yo) =0 ()
! af 0
a_y($0,y0)+)\' 8_5(%’%) =0, (% % %)

coz bylo nasim ikolem dokazat.

Poznamka: Zvlastni pozornost musime vénovat tém bodum kiivky ¢(z,y) = 0, v nichz je
vektor gradient funkce ¢ nulovy, nebot v téchto bodech nejsou splnény vsechny piedpoklady
vyse uvedené véty, viz jednoduchy piiklad:

Piiklad 3. Uvazujme funkci f(x,y) = = a hledejme jeji extrémy na mnoziné M = {(x,y) €
R? . y? = 2%},

Funkce [ je definovand a spojitd na R*. Pro jeji gradient plati grad f(x,y) = (1,0).
Oznacime-li g(z,y) = y* — 23 = 0 podminku vazby, dostaneme pro Lagrangeovu funkci

Ly(z,y) =z + A(y* — 2%



soustavu

1—-32%2- X = 0,
2u- A = 0,
y' -t =

Druhd rovnice by platila v pripadé y = 0 (odtud by z treti rovnice plynulo x = 0, coZ by
ovsem bylo ve sporu s proni rovnici) nebo A = 0 (tato moznost je vyloucena platnosti pruni
rovnice). Soustava tedy nemd Zddné teseni, a to by znamenalo, Ze f nemd na mnoziné M
zZadny lokdlni extrém. Snadno si rozmyslime, Ze tomu tak ale neni (staci si uvédomit, Ze
mnozina M je sjednocenim grafi funkeiy = 232 ay = —2*? pro x > 0) — funkce f md na
mnoziné M evidentné lokdlni (dokonce globdlni) minimum v bodé (0,0). V tomto bodé neni
splnén jeden z predpokladu vety o Lagrangeovych multiplikdtorech, a sice nenulovost vektoru
grad g.

Je tfeba si uvédomit, za véta o Lagrangeovych multiplikatorech formuluje
nutnou, nikoliv postacujici podminku pro existenci extrému, ani nam neposky-
tuje navod, jak rozhodnout, zda v nalezeném podezielém bodé extrém nastava!
K tomu je tfeba hlubsi vySetfovani presahujici rdmec naseho seminare. Muze se napriklad
stat, ze ackoliv Lagrangeova funkce v podezielém bodé extrém nemad, puvodni funkce f v ta-
kovém bodé extrém ma. My se proto dale omezime na hledani globdlnich extrému spojitych
funkci na omezenych uzavienych mnozinach.

Priklad 4. Najdéte mazimdlni a minimdlni hodnotu funkce f(x,y) = xy na mnoziné

M = {(z,y) € R* : 2* + vy + ¢y* = 1}.

Funkce f je definovand a spojitd na R*. Tentokrdt oviem nejsme schopni (jako v prikladu 1)
z rovnice vazby explicitné vyjadrit proménnou y. Oznacme tedy g(x,y) = 2> +zy+y*—1=10
a wvazujme funkci

La(z,y) = zy + AMa® + 2y +y° — 1).

Pro pripadné lokalni extrémy musi platit soustava rovnic

y+A2r+y) = 0
r+ANzx+2y) = 0
P 4ay+y? = 1.

Vynasobime-li pruni rovnici proménnou y a druhou rovnict promeénnou x, dostaneme po
odectent obou téchto rovnic podminku

(y* —2*)(1+A) =0,

kterd bude splnéna v pripadech v =y, x = —y, resp. A = —1.
a) V pripadé x = y dostaneme po dosazeni do rovnice vazby kvadratickou rovnici 3z* = 1

_ V3

s koreny x1 = ?3, Ty = —%°.



b) V pripadé x = —y dostaneme po dosazeni do rovnice vazby kvadratickou rovnici x? = 1
s koreny x3 =1, x4y = —1.

c¢) Po dosazeni A = —1 do proni a druhé rovnice plyne x = 0, y = 0, coZ je ovsem ve sporu
s treti rovnict.
Rowvnice g(x,y) = 0 je rovnici elipsy, tedy omezené a uzaviené mnozZiny, na niz spojitd

funkce f nabjvd svého mazima a minima. Vektor grad g je nulovy pouze v bodé (0,0), ten
ovsem nendlezi mnozine M. Jedinymi body, kde proto muZe dochdzet k extrému, jsou na

zakladé naseho vysetrovdni pouze body (‘/737 \/Tg)’ (—‘/Tg, _\/Tg); (1,-1) a (—1,1). Vypoctenim
funkénich hodnot v téchto bodech zjistime, Ze f(1,—1) = f(—1,1) = —1 je minimdini a
f(‘/Tg, \/T?:) = f(—‘/Tg, _\/T§> = 1 je mazimdlni hodnota funkce f na mnoziné M.

Pro zajimavost dodejme, Ze vdzané extrémy muzeme snadno hledat © s pomoci vhodného
matematického softwaru. Napt. v programu Maple bychom body, v nichZ md funkce f v tomto
prikladu vazané extrémy, nasli s pouzitim prikazu extrema:

> fri=xxy; gi=x"2+x*xy+y~2-1=0;
> extrema(f,g,{x,y}, body’);
> body;

Jako vysledek bychom obdrzeli seznam bodi:
{fo=-ty=1{r=ly=-1}{o=—PLy=—Fh{z="FLy="F}}

ki

MiN-
>

.m\%‘

V obrdzku jsou zndzornény vrstevnice grafu z = f(x,y) = xy pro zo=1,—1,1/3,-1/3 a
krivka o rovnici x® + xy + y* = 1 spolu s body, v nichZ f nabiyjvd extrémai.

& Cviceni 2: Najdéte extrémy funkce f(x,y) = 2%+ 2y? na mnoziné M = {(x,y) € R*:
x? — 22 + 2y* + 4y = 0}. Vysledek si prekontrolujte v Maplu pomoci pifkazu extrema.

1.3 Globalni extrémy

V predmétu Matematika A jste se zabyvali otdazkou hleddni extrému funkce jedné realné
proménné na uzavieném intervalu. Vite, ze spojita funkce na takové mnoziné nutné nabyva
své nejvetsi i nejmensi hodnoty. Nyni muzeme rozsitit problém hleddni globalnich extrému
i pro funkce vice proménnych:



Globélni extrémy funkce f, ktera ma spojité parcidlni derivace na uzaviené omezené mnoziné
M, hledame takto:

e Najdeme lokalni extrémy funkce f ve vSech vnitinich bodech mnoziny M.

e Najdeme vdzané extrémy funkce f na hranici mnoziny M (hranice zde odpovida
podmince vazby).

e Vybereme nejmensi a nejvétsi hodnotu z takto uréenych funkénich hodnot.

Postup si predvedeme na konkrétnim piikladu:

Priklad 5. Najdéte mazimdlni a minimdlni hodnotu funkce f(z,y) = 2* + y*> — 12z + 16y
na mnoziné M = {(z,y) € R* : x* + y* < 25}.

Funkce f je spojitd a diferencovatelnd na R?, tedy konkrétné i na mnoziné M, kterd od-
povidd kruhu o polomeéru 5 se stredem v pocdtku soustavy souradné. Mnozina M je uzavrend
a omezend (Rozmyslete si sami, proc.), a proto funkce f nabyjvd na této mnoziné globdlniho
maxima & minima.

Podivesme se nejprve na pripadné lokdlni extrémy uvnitr mnoZiny M. Pro staciondrni
body musi platit nutnd podminka pro existenci lokdlnich extrémai

g—i(x,y):2x—12:(), g—i(x,y):2y+16:0.
Obé rovnice spliiuge pouze bod (6,—8), jenz ovsem nelezi v mnoziné M — uwvnit mnoZiny M
proto nenajdeme Zadny lokdlni extrém.

Nyni vysetrime hranici mnoZiny M popsanou podminkou g(z,y) = 2?> + 3> — 25 = 0
metodou Lagrangeovijch multiplikdtori. Pro gradient funkce g plati grad g(x,y) = (2x,2y).
Tento vektor je nulovy v bodé (0,0), coz ovsem neni bod hranice mnoziny M. Hleddme tedy
resent soustavy rovnic:

of dg
L = 22— 124N -20 =
8x+/\8x z +A-2x=0
08 1399 _ 5 164 0-2y—0
dy Oy

g(z,y) = 2 +y*-25=0.

Z proni rovnice plyne (1 + \) = 6, tedy jisté bude x # 0 a X\ # —1 (jinak by tato rovnice

neméla smysl), a muzeme odtud vyjadrit v = T Zcela analogickou vvahou dostaneme z

-8
druhé rovnice y = T Dosazenim do podminky vazby pak mame kvadratickou rovnici
6\ -8 \?
— — ) =25

<1 + A) * (1 + A) ’
jejimiz koreny jsou A\y = —3 a Ay = 1. Pro A\ = —3 dopocitame souradnice

6 -8

T 1-3 a hn 1-3 )



pro Ao = 1 podobné

ST
Celkem jsme nasli dva "kandiddty”na globdlni extrémy, pricemz f(—3,4) = 125 a f(3,—4) =
—75. Srovndanim téchto hodnot snadno zjistime, Ze funkce f md na mnoziné M globdlni ma-
zimum v bodé (—3,4) s funkéni hodnotou 125 a globdlni minimum v bodé (3,—4) s funkénd
hodnotou —75.

Tim bychom mohli resent dané ulohy ukoncit. Pro zajimavost ale muzeme srovnat s vysetre-
nim hranice “klasickym”zpusobem. Pro body “horni”pulkruznice ohranicujici mnoZinu M
plati y = /25 — a2, x € (=5;5). Dosazenim do predpisu funkce [ dostaneme funkci jedné
redlné proménné

G(z) = f(x,vV25 — 22) =25 — 122 + 16V/25 — 2.

Pro jeji derivact plati

16x
G(z)=-12 — ——.
() V25 — 22
Podminka G'(x) = 0 je splnéna pro x = —3 (Ovérte sami!), ddle G'(x) neni definovdna

pro x = £5. Mdme zatim celkem tri body podezrelé z extrému: (—3,4), (5,0) a (—5,0),
pricemz f(—3,4) =125, f(5,0) = =35 a f(—5,0) = 85. Podobné pro body ”dolni”pulkruznice
ohranicujici mnoZinu M plati y = —v/25 — 22, © € (—5;5). Dosazenim do predpisu funkce
f dostaneme funkci jedné redlné promenné

H(z) = f(x,—Vv25 —2?) = 25 — 122 — 16V25 — 22.

Pro jeji derivaci plati
16z

V25 — a2

Podminka H'(x) = 0 je splnéna pro x = 3 (Ovérte sami!), krajni body intervalu (—5;5)
jgsme jiz diskutovali v predchozim pripadé. Dalsim bodem podezrelym z extrému tedy bude
bod (3,—4), kde f(3,—4) = —75. Porovndnim viech funkénich hodnot v podezrelijch bodech
dojdeme ke stejnému zdvéru jako pri pouZiti metody Lagrangeovych multiplikdtor.

H'(z) =—-12+

& Cviceni 3: Najdéte maximélni a minimélni hodnotu funkce f(z,y) = 2zy na mnoziné

M = {(z,y) € R* 2% +y* < 4}.

Véta 3. (Rozsireni Lagrangeovy metody pro n proménngjch a k vazbovijch podminek) Necht
je ddna funkce f: A— R, A C R". MnozZina M je ddina soustavou rovnic

gl<xlax2)"'7'xn) =0
g2<$1,$2,...,$n) = 0
ge(T1, 29, ..., x,) = 0,k <n.

8



Ma-li funkce f(xy,29,...,2,) v bodé (Z1,Ta,...,%,) lokdlni extrém vzhledem k AN M a
jsou-li vektory

grad g1 (1, Za, ..., Tp), grad g (T1, To, .. ., Tpn), - - -, grad gp(ZT1, Tay - . ., Tny)

v tomto bodé linedrné nezdvislé, pak existuji takové konstanty A1, o, ..., g, Ze pro funkci

k
L)\l’m’)\k<l‘1, To, ... ,iL‘n) = f(l'l, To, ... ,ill'n) + Z )\jgj(l‘l, To, ... ,.Z'n)

Jj=1
jsou v bodé (1, o, ..., T,) splnény rovnice
0L, OLy,,..A
15Nk [~ ~, ~ 1yesN\k [~ ~, ~,
— R (T Ty By) = 0,0, —=E (B, T, .., D) = 0.
8.271 axn

Piiklad 6. Najdéte extrémy funkce f(x,y,z) =2y +yz na mnoziné

M={(z,y,2) ER*:2* + >+ 22 =1 Ao +y+z=1}

Funkce f je definovand a spojité diferencovatelnd na R®. Podivejme se na mnozinu M.
Podminka g,(x,y, z) = 22 +y? + 22 — 1 = 0 definuje body na sfére se stredem v bodé (0,0, 0)
a s polomérem rovnym jedné. Podminka gs(x,y,z) = x+y+ 2z — 1 =0 popisuje body roviny
urcéené napr. trojici bodu (1,0,0), (0,1,0) a (0,0,1). MnoZina M jako prunik téchto dvou
mnoZin je kruznice v R®, tudiz mnoZina omezend a uzaviend. Spojitd funkce f tedy na M
jisté nabyvd svého mazxima ¢ minima. K nalezeni bodu, v nichZ f nabyvd téchto hodnot,
pouzijeme metodu Lagrangeovych multiplikdtoru. Pro gradienty funkci g1, go mdme

gradgl('ruyVZ) = (21:7 2y,22), gmdgg(x,y, Z) = (17 17 1)

Tyto vektory jsou v pripadé, kdy x = y = z, linedrné zdvislé (Rozmyslete podrobné sami!).
Musime proto overit, zda néktery bod mnoziny M nesplniuje tuto podminku (v takovém
pripadé by nebyly splnény predpoklady pouzité véty). Dosazenim x =y = z dostaneme sou-
stavy

322 =1 A3z =1,

kterd nemd Zddné reseni. MuzZeme proto pristoupit k TeSeni soustavy o péti nezndmych:

y+)\1-2x+)\2 = 0
T+z+ A2+ =
Y+ A 224+ X =
Pyt 4+ -1 =
r+y+z—1 =

o o o o

Odectenim pruni a treti rovnice dostaneme podminku A\yx = A1z splnénou v pripadé Ay = 0,
resp. x = 2.



o Pri )\ =0 plati \y = —y = —x—2, odkud po dosazeni do posledni rovnice plyne y = % a
dalsim dosazenim do cturté rovnice dostaneme kvadratickou rovnici :rz—i-}l—i—(%—m)z =1,
jegimiz koreny jsou cisla x1 9 = %5 Celkem tedy obdrzime dvojici podezielijch bodu

Al = <1+4\/§7 %7 174\/5); AZ = (174\/57 %7 1+4\/5)'

o Vpripadé x = z vyjadrime z posledni rovnice y = 1—2x, a po dosazeni do cturté rovnice
Fesime kvadratickou rovnici 22% + (1 — 2x)% = 1. Opét ziskame dva koreny, a to x3 =0
a Ty = %, vedouct k dalsi dvojici podezreljch bodu: A3 = (0,1,0) a Ay = (%, —%, %)
Srovndnim funkcnich hodnot ve vsech podezrelijch bodech zjistime, Ze funkce f nabyvd své
maximdlni hodnoty 411 v bodech Ay, As a minimdlni hodnoty —g v bodé Ay.

& Cviceni 4: Najdéte maximum a minimum funkce f(z,y,z) = zy + 2z na mnoziné

M = {(z,y,2) € R®: 2” +9* + 2> < 1}.

& Cviceni 5: Najdéte globdlni extrémy funkce f(x,y,z) = x + y + z na mnoziné

M ={(z,y,2) € R®: 2” +9* + 2* = 4}.

1.4 Aplikaéni tlohy

Priklad 7. Urcete délky hran a, b, ¢ kvddru vepsaného do polokoule o poloméru R tak, aby
mel tento kvddr mazimdlni mozny objem.

Hledame mazximum funkce V(a,b,c) = abc. Nyni musime popsat podminku vazby: snadno
nahlédneme, Ze jedna sténa kvadru bude leZet v roviné ohranicugici danou polokouli a vzhle-
dem k symetrii ulohy bude stred koule i stredem této stény.

e =T ) R =2+

Pomoci Pythagorovy véty (viz obr.) odvodime podminku pro vazbu:

a2 b2
T + T +¢® = R?, neboli a*+b*+4¢* = 4R?,

pricemz z geometrické povahy ilohy plyne a,b,c > 0.
Funkce V (a,b, c) je spojitd a mnoZina, na které hleddme extrém, je uzaviend a omezend,
a proto jisté hledané mazimum existuje. UvaZujme funkci

Lx(a,b,c) = abc + Aa® + b* + 4c* — 4R?)
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a pouzigme metodu Lagrangeovych multiplikdtori k nalezeni podezrelych bodu.:

bc+2 a = 0
ac+2Xb = 0
ab+8\c = 0

a’> + b +4c¢ = 4R2.

Pokud by alespori jeden z rozmeéri a, b, ¢ byl roven nule, funkce V (a,b,c) by nabyjvala nulové
hodnoty (slo by o jeji minimum). MiZeme proto ddle predpoklddat, Ze a,b,c > 0. Délime-li
navzdjem pruvni a druhou rovnici, dostaneme podminku a = b. Podobné délenim druhé a
treti rovnice odvodime rovnost b = 2c. Dosazenim do posledni rovnice obdrzime kvadratickou
rovnici b + b* + b* = 4AR?, odkud plyne 30> = 4R, tedy b = 2\/3R, a ddle a = 2\/3R,
c= %\/gR Kvadr o mazimdlnim objemu gx/gR?’ vepsany do polokoule o poloméru R bude
mit rozmeéry a = %gR =b,c= ‘/TgR.

& Cviceni 6: Najdéte minimum funkce f(z,v,2) = 2* + y* + 2% na mnoziné
M={(r,y,2) ER* 2 +y+2=0Ax+2y+3z=1}.

Jak lze tlohu interpretovat geometricky?

& Cviceni 7: Najdéte na sfére x?+y*+2% = 4 bod, ktery lezi nejdale od bodu A = (1, —1,1).

Piiklad 8. Nutna podminka pro termodynamickou rovnovahu soustavy slozené
z s slozek f fazi pfi konstatnim tlaku a objemu! Termodynamzcke chovdni soustavy
popiseme pomoci Gibbsovy energie G v zdvislosti na poctech n( molu i-té slozky v j-té fazi,

1=1,2,...,8,7=1,2,...,f:
G = G(nl 7”21)a"-7ng1)7--'angf)angf)""7ngf))'

Hledame nutnou podminku pro to, aby funkce G méla minimum, pricemZ ocekdvame, Ze
celkovyj pocet molu libovolné slozky ve vsech fazich zustane konstantni — jde tedy o nutnou
podminku extrému funkce G vdzaného podminkamsi

n 4 n® 4l = gy,
()+ng)+"'+ngf) — k2’

GO NI O BRI €

kde ky, ..., ks jsou konstanty. UvazZujme proto funkci
F(ngl),ng),...,ngl),...,ngf),ngf),...,ngf))—G( (1),n§1),...,ngl),...,ngf),ngf),...,ngf))—l-
A @ e k) a8 40 o nd) — k)t
o A 0@ D k)

Viz Kolda S., Krajiidkova D., Kimla A.: Matematika pro chemiky I, SNTL Praha, 1989.
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Pro jeji staciondrni body plati

oG
——|—>\1 - O,
on'
oG ‘
W—F)\Q = 07 j_1727"'>f7
oG
—— 4+ = 0
ony)
L : oG - -
spolu s danymi s vazbami. Vzhledem k tomu, Ze W mda vyznam chemického potencidlu
mn.:

1-té slozky v j-té faz, plyne odtud nutnd podminka zlfermodynamické rovnovahy: Chemicky
potencidl dané slozky je ve vsech fdzich stejny, nebot
oG
On(-j) o

1

—Ai, 1=1,2,...,s.

Piiklad 9. Napiste dané kladné ¢islo x jako soucet k kladnijch cisel tak, aby byl soucet jejich
druhyjch mocnin minimdlnd.

Oznacéme si jednotlivé sc¢itance jako x1, x4, ..., xp. Hleddme minimum funkce
k
2
f(z1, 29, ..., 28) = E T
i=1

vzhledem k podmince x1 4+ x9 + - - - + xx, = x. PouZitim metody Lagrangeovych multiplikdtori
dostaneme soustavu rovnic

21‘1 + A= O,
2(132 + A= O,
2l‘k + A= O,
1 +Tog+- -+ = X
Odtud plyne x©; = —% = Ty = .-, pricemZ z posledni rovnice odvodime \ = —Qf, tedy
Ty = X9 = =11 = {. V takovém pripadé bude soucet vSech druhyjch mocnin téchto cisel
roven x—,:

12



Vysledky cviceni k této kapitole:

1. Funkce f nabyva na pfimce o rovnici x +y = 1 v bodé (%, %) minimalni hodnoty %

2. Funkce f ma globalni maximum v bodé (2, —2) s funkéni hodnotou 12 a globalni minimum
v bodé (0,0) s funkéni hodnotou 0.

3. Funkce f ma na mnoziné M globdlni maximum v bodech (\/5, \/5) a (—\/_ , —\/§) s funkent
hodnotou 4 a globaln{ minimum v bodech (—v/2,v/2) a (v/2, —v/2) s funkén{ hodnotou —4.
Pozn. stacionarni bod (0,0) je sedlovym bodem.

4. Funkce f m4 globdlni maximum v bodeé (0,0, 1) s funkéni hodnotou 1 a globdlni minimum
v bodé (0,0, —1) s funkéni hodnotou —1.

5. Funkce f méa globalni maximum v bodé (%g, %g, %g) s funkéni hodnotou 2v/3 a globaln{

minimum v bodé (—2£2, 22 —2%3) ¢ funkéni hodnotou —2v/3.
6. Funkce f nabyva na mnoziné M miniméln{ hodnoty 1 v bodé (—1,0, 1). Geometricky lze
ulohu chapat jako hledéni takového spole¢ného bodu dvou zadanych rovin, jehoz vzdalenost

od bodu (0,0,0) je minim&lni.
7. Nejvzdalenéjsim bodem od bodu A je bod X = <—&3 2v3 —%)

13



Vybérovy seminar k matematice B

Miroslava Dubcova

1 Metoda nejmensich ¢tvercu. Jeji pouziti pri zpra-
covani nameérenych dat.

Pfi feseni inzenyrskych problému jsme obvykle schopni odvodit model procesu nebo déje
probihajiciho v zafizeni. Na zakladé pouze teoretickych tivah vSak nejsme casto schopni urcit
numerické hodnoty parametru, které v modelu vystupuji. Aby se tyto parametry mohly
urcit, je zapotiebi provést vhodny typ experimentu. Modely byvaji z matematického hle-
diska nejruznéjsi povahy - jde obvykle o linedrni ¢i nelinearni algebraické rovnice, obyc¢ejné
diferencialni rovnice nebo o parcidlni diferencidlni rovnice. My se omezime na linearni a
nelinedrni algebraické rovnice.

1.1 Obecna linearni metoda nejmensich ¢tverciu. Jeji pouziti pri
zpracovani namérenych dat.

Predpokladejme hledanou zavislost ve tvaru

y= Z a; fi(x),
i=1

kde = (z1,...,x,) je vektor nezdvisle proménnych, a = (ay,...,a,) je vektor para-
metru, jejichz hodnoty je tfeba urcit, a y je zdvisle proménna (odezva). Predpokladejme,
7e naméifme hodnoty nezavisle proménné x* a zavisle proménné y* pro k = 1...,m. Hod-
noty nezavisle proménné x¥ se méif s prakticky zanedbatelnou chybou ve srovnani s chybou
méfeni zavisle proménné y*. Metody uréovani hodnot parametri jsou zalozeny na extrema-
lizaci néjaké ucelové funkce S(a), kterd charakterizuje shodu mezi namérenymi hodnotami
zavisle proménné a hodnotami zavisle proménné vypoctenymi z modelové predstavy. Na
zakladé predpokladu o chybach méreni, kterych se dopoustime, se pouziva ruznych kritérii
- ucelovych funkci. Nejcastéji vyuzivanou metodou, je metoda nejmensich ¢tverci. Metoda
nejmensich ¢tvercu spo¢iva v minimalizaci souctu ¢tvercu odchylek, tj. ucelova funkce ma

tvar
m
=1

N 2
st =3 (- L) 0
k i=1
Nutnd podminka pro minimum souctu ¢tvercu odchylek je

grad S(a) = 0. (2)
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9S(a)
8(1,]‘

Pro j-tou slozku gradientu ( ) to znamena

Z (yk - Za,fl(azk)> fg(mk) =0, 7=0,1,...,n.

i=k i=1

Dostavame tedy soustavu (n + 1) x (n + 1) linearni algebraickych rovnic

Na=b, (3)
kde
(FrF) Fuf) oo (Fuf) (v. 1)
w | Gor) G | | "
(Fif)) oo e (Fanf) (v £.)

kde jsme oznacili

(fify) = D fila") fi(=h), (5)

(W, f;) = D _yfiah). (6)
k=1

y = ('...y") (7)

fi = (fil@h),... fi(z™) (8

Oznac¢ime-li matici

file™) folx™) fa®™) ..o fale™)
muzeme rovnici (3) prepsat do tvaru
F'Fa =F'y, (10)
Reseni soustavy (3) a*, které minimalizuje tcelovou funkei S(a), lze ziskat podle vztahu
a* = (F'F)"'FTy. (11)

Matice FTF miize byt §patné podminénd, coz muze vést pii vétsim rozméru n k vysledkiim,
které jsou silné ovlivnény zaokrouhlovacimi chybami.

Priklad 1. V tabulce jsou uvedena naméiend data teploty a tepelné vodivosti pro zelezo.
Predpokladejme, ze zavislost tepelné vodivosti na teploté je kvadratickd. Odhadnéte para-
metry modelu, ktery odpovida témto datum, a zakreslete krivku i namérena data.
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teplota [K] 100 200 300 400

200

600 700 800 900

1000

vodivost [K%] 1.32 094 0.835 0.803 0.694 0.613 0.547 0.487 0.433

0.38

Resent: Zévislost tepelné vodivosti A na teploté T bude

Ma,b,c) = a + bT + cT?.

Oznacme vektory namérenych hodnot

A = {100,200, 300,400, 500, 600, 700, 800, 900, 1000},
T = {1.32,0.94,0.835,0.803,0.694,0.613,0.547,0.487,0.433, 0.38}.

Sestavime si matici F:
1 100

1 200
1 300
1 400
1500
1 600
1 700
1 800
1900

—_

Soustava (10) mé pak tvar

10 5500 3850000

5500 3850000 3025000000
3850000 3025000000 2533300000000

10000
40000
90000
160000
250000
360000
490000
640000
810000

1000 1000000

a
b

C

Vyftesime-li soustavu linearnich rovnic, dostaneme:

7.052
= 3148.7
1.95905 x 10°

{1.3888,-0.001872,9.0 - 1077} .

Zavislost tepelné vodivosti na teploté tedy je

A = 1.3888 — 0.0018727 + 9.0-1077"72.




Nakreslime graf této zavislosti:

Zavislost tepelné vodivosti na teploté

e Namérena data

0.2

—— QOdhadnuta zavislost

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 T
200 400 600 800 1000

1.2 Metoda nejmensich ¢tvercil pro nelinearni zavislost

Predpokladejme nelinearni matematicky model
y=f(x,a), x=cR", acR’. (12)

Mame-li odhadnout parametry aq,as, ..., a, v tomto modelu metodou nejmensich ¢tevred,
musime minimalizovat soucet ¢tvercu odchylek
m m

S(a) =" (f(@',a) ')’ = ¢a).

j=1 j=1

Reziduum j-tého méfeného bodu jsme oznacili g;.
Ozna¢me minimum souctu ¢tverct odchylek a*. Toto minimum hledame jako limitu posloup-
nosti a” tak, aby stale platilo:
S(a"™) < S(ab).
Odvod’ime si nyni tzv. Gaussovu-Newtonovu metodu. Udélame Tayloruv rozvoj funkce f se
zanedbanim kvadratickych a vyssich élent v bodé a* vzhledem k a:
P
0f (z,a")
~ k ) k

f(x,a) ~ f(z,a )‘i‘ZT(%’ - a;).

j=1

Dosadime do ptvodn{ formule (12) za f(x,a**t)

v = faa) + 3T E D gy
=1 /
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Vyhodnocujeme nyni misto puvodni formule aproximativni formuli

p k
y—f(w,ak):Z%Aa? k=0,1,2,... (13)
J

j=1
pro nové neznamé parametry Aaf, ve kterych je uz ale formule (13) linedrni.

Na levé strané vztahu (13) je nova zavisle proménnd y — f(x, a*). Hodnoty df(x, a*)/da;
zndme vzhledem k tomu, Ze zndme a”.

Novy odhad parametru a*+!' dostaneme

a"!t = a" + Ad”.
Oznac¢ime-li Jakobiho matici
of(x',a) Of(x', a) of (z', a)
6@21 0(12 o 8an
of (z°, a)
I'(a) = Ja,
of (™, a) of (™, a)
—8a1 . . —&zn

Hledéni minima tcelové funkce pro ulohu (13) s vyuzitim této matice predstavuje feseni
soustavy linearnich rovnic zapsané maticoveé

I'"(a")T'(a*)Aa* = T (a*)q(a”), k=0,1,2,...
rozméru p x p, kde jsme oznacili g7 = (q1, qo, - - . , @)
Vysledkem soustavy linearnich rovnic je ptirustek
Aak = — (T7(a*)T(a*)) " TT(a")q(a*), k=0,1,2,...

Tohoto vysledného Aa* pouzijeme pro vypoécet nasledujictho prvku minimalizujici posloup-
nosti {a'} podle vztahu

a"' =a"+ A \Aad", k=0,1,2,...

kde vétsinou budeme volit A rovno 1, nékdy vsak z intervalu A € (0,1).

Tato "pojistka” A slouzi k tomu, aby byla v kazdém kroku splnéna podminka
S(a**!) < S(a"),

nebot Taylortuv rozvoj plati jen pro blizké okoli bodu a*. Pokud podminka neni splnéna
A

volime \ = 5

Proces ukonéime, jestlize ||Aa*|| je mensi nez zadand presnost e nebo je-li ||S(a*™)|| < e.



Piiklad 2. Astronomicka sledovaci stanice zaznamenala data o poloze objeveného asteroidu
obihajiciho kolem Slunce. Data jsou redukovéna na méteni radidlni vzdélenosti r od Slunce
(v milionech kilometru) a tihlové polohy ¢ komety podél orbity (v radidnech), na zdkladé
znalosti polohy Zemé vzhledem ke Slunci. Teoreticky by tyto hodnoty mély odpovidat polarni
soufadnicové rovnici elipsy

L
r=—— (14)
2(1 4 ecosyp)
kde € je ¢iselnd vystfednost (excentricita) eliptické orbity a L je sitka elipsy v ohnisku.
Nameérend data jsou v nasledujici tabulce

@ [rad] -0.1289 -0.1352 -0.1088 -0.0632 -0.0587 -0.0484 -0.0280
r[10°km) | 42.895 42911 42.851 42.779 42.774 42.764  42.750
@ [rad] -0.0085 0.0259 0.0264 0.1282
r[10%km] | 42.744 42.749  42.749  42.894

Odhadnéte parametry €, L modelu (14), ktery odpovida témto datum, a zakreslete kiivku i

naméfena data.

Reseni:

Nejdiive si napiseme Jakobiho matici I'(7), €) a vektor ¢(7), €) obecné:

1 _ Tcos(p!)
2(ecos(pl+1) 2(ecos(pl)+1)2
1 _ Tcos(¢?)
2(ecos(p?)+1) 2(ecos(p?)+1)2
1 _ Tcos(¢?)
2(ecos(p3)+1) 2(ecos(p3)+1)2
1 _ Tcos(ph)
2(ecos(p?)+1) 2(ecos(p?)+1)2
1 _ Tcos(¢%)
2(ecos(p®)+1) 2(ecos(p®)+1)2
1 _ Tcos(¢9)
2(ecos(pb)+1) 2(ecos(pb)+1)2
1 __ Tcos(p")
2(ecos(p?)+1) 2(ecos(p?)+1)2
1 _ Tcos(¢®)
2(ecos(p8)+1) 2(ecos(p8)+1)2
1 _ Tcos(¢?)
2(ecos(p9)+1) 2(ecos(p9)+1)2
1 __ Tcos(pl9)
2(e cos(p10)+1) 2(e cos(p10)+1)2
1 __ Tcos(p')
2(ecos(pll)+1) 2(ecos(pll)+1)2

q(T,e)

2(ecos(pl0)+1)

2(ecos(pll)+1)

T
2(ecos(p8)+1)
T p—
2(ecos(¢?)+1)

T

T

79

10

-
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Volime Ty = 100.0, ¢g = 1.0 a pozadovanou ptesnost € = 0.00001.

k=0
a(Ty, ) = (—17.7909, —17.7964, —17.7769, —17.754, —17.7525, —17.7494, —17.7451, —17.7435,
—17.7448, —17.7446, —17.791) "

0.251041 —12.4998
0.251146 —12.4997
0.250741 —12.4999

0.25025 —12.5 . 0.689859 —34.4337
' (Ty, €0) I'(To, €0) = ;
0.250215 —12.5 —34.4337 1718.73
[(Ty,e0) = | 0250146 —125 |,
0.250049 —12.5 —48.931
FT(T07 EO) q(T07 60) -
0.250005 —12.5 2442.35

0.250042  —12.5
0.250044  —12.5
0.25103 —12.4998

Resime soustavu

0.689859 —34.4337 ATy —48.931
—34.4337 1718.73 Aéq 2442.35
Resenim je
(AT, ANep) " = (46.6578, —0.486261) " .

Odhad parametru
(Th,€1) = (146.658,0.513739) .

S(Ty, e1) = 356.515 < 3470.63 = S(Tp, ¢) -



q(T1,¢) = (5.684,5.68172,5.68863, 5.69607, 5.69656, 5.69749, 5.69867, 5.69882,

F(Tl, 61) =

Resime soustavu

Resenim je

0.331241 —31.9157
0.331334 —31.907
0.330972 —31.9406
0.330532 —31.9811
0.330501 —31.984
0.330439 —31.9897
0.330352 —31.9977
0.330312 —32.0013
0.330346 —31.9983
0.330347 —31.9981
0.331231 —31.9166
1.20293 —116.281
—116.281 11240.3

Odhad parametru

S(Ty, €3) = 4.05142 < 356.515 = S(T%,€1) .

5.69874,5.69896, 5.68352) "

FT(T1,€1)F(T1,€1) =

1.20293
—116.281

—116.281
11240.3

20.7089

FT(T1,€1)€1(T1,€1) =

ATy

—2001.84

20.7089

Neq —2001.84

(ATy, Aer)" = (0.283779,0.18103) " .

(T, €2) = (146.942, 0.694768) .



k=2

q(T>, e2) = (0.604448,0.603296, 0.605846, 0.608017, 0.608139, 0.608329, 0.608475, 0.60815,

F(TQ, 62) =

0.296032
0.296133
0.295742
0.295267
0.295234
0.295167
0.295073
0.29503
0.295066
0.295068
0.296021

Resime soustavu

Resenim je

0.960132
—83.0777  7188.53

Odhad parametru

0.608469, 0.608701,0.603843) "

—25.5408
—25.5369
—25.5521
—25.5704
—25.5716
—25.5742
—25.5778
—25.5794
—25.5781
—25.578
—25.5413

—83.0777

0.960132 —83.0777
—83.0777  7188.53

FT(T27 e2) [(Ty, €2) =

1.97226
—170.656

FT(T2, 62) Q(TQaEQ) =

AV 1.97226
Ney —170.656

(ATy, Aes) " = (2.57838,0.0535384) " .

(Ts, €5) = (149.52,0.748307) .
S(Ts, e3) = 0.00378569 < 4.05142 = S(Ty, €5) .



k=3
q(T3,€3) = (0.01873,0.0180258, 0.0188442,0.0189199, 0.0188951, 0.0187924, 0.0185237, 0.0180095,
0.0184877,0.018727,0.0180759) "

0.28701 —24.429
0.287112 —24.426
0.286717 —24.4376

0.286236 —24.4517 . 0.90234 —77.019
L' (Th,e) (T, e) = ;
0.286202 —24.4526 77019 6573.96
[(Ts,e3) = | 0.286134 —24.4546 |,
0.286039 —24.4573 0.0584361
FT(T?” 63) CI(T3,€3) =
0.285995 —24.4586 —4.98787

0.286032 —24.4575
0.286034 —24.4575
0.286999 —24.4293

Resime soustavu

0.90234 —77.019 AT 0.0584361
—77.019  6573.96 Ney —4.98787
Resenim je
(ATs, Aes)" = (0.152522,0.00254565) " .

Odhad parametru
(T4, e4) = (149.672,0.750852) .

S(Ty, e4) = 1.16416 - 1075 < 0.00378569 = S(T5, €3) .

Protoze
S(Ty, e4) < 0.00001

muzeme itera¢ni proces ukoncit a odhadnout parametry

(T*, €)= (Ty, e4) = (149.672, 0.750852) .
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Nakreslime si ktivku i namérena data v polarnich soutradnicich:

Odhad drahy asteroudu kolem slunce Cela draha asteroidu
v zavislosti na uhlové poloze ¢
v polarnich souradnicich

5L
‘ ‘ ‘ ‘ - -250 -200 -150 -100
10 20 30 40
-5F R
e Naméfena data
— Odhadnuta zavislost
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Vybérovy seminar k Matematice B

Lucie Borska - purmoval@vscht.cz

1 ReSeni linearnich diferencialnich rovnic 2. radu me-
todou variace konstant.

Diferencidlni rovnice, v nichz hledana funkce vystupuje ve druhé ¢i vyssi derivaci, nazyvame
diferencialnimi rovnicemi druhého a vyssiho radu. Analogicky jako u rovnic 1. fadu pro né
muzeme definovat obecné a partikuldrni feseni. V této kapitole se zamérime na linedarni dife-
rencialni rovnice 2. radu s konstantnimi koeficienty. Vyuzijeme piitom poznatku ziskanych
v Matematice A.

1.1 Uvod

Pripomenme si nékteré poznatky ziskané v Matematice A z teorie diferencidlnich rovnic.
Linearni diferencialni rovnice (kratce LDR) 2. fadu je rovnice tvaru

ao(x)y" + a1 (x)y" + az(2)y = b(x) , (1)

kde o funkcich ag(x), a1(z), az(x), b(z) predpoklddame, ze jsou spojité na néjakém intervalu
I, ap(z) # 0 pro vSechna = € I a y = y(z) je hledand funkce. Funkce ag(z), a1(z), as(x)
nazyvame koeficienty LDR.

Jsou-li v rovnici funkce ag(z), a1 (), as(z) konstantni, tj. pro vSechna x € I plati

CLQ(QT):/C()?AO s al(:v) :k’l s a2($):k:2 s

dostavame rovnici
koy" + k1y' + koy = b(x),

kterou nazyvame LDR s konstantnimi koeficienty.

Je-li b(x) nenulova funkce, nazyvame rovnici (1) nehomogenni LDR (krdtce NLDR).
Je-li b(z) nulové funkee, tj. b(x) = 0 pro v8echna z € I, nazyvame rovnici (1) homogenni
LDR (kratce HLDR).

Resenim rovnice (1) rozumime takovou konkrétni funkci y = y(x) definovanou na
intervalu I, ze po dosazeni do rovnice (1) za y, y', y” dostaneme rovnost platnou pro
vsechna z € [. V teorii diferencidlnich rovnic mnozinu vsech teseni dané diferencialni rov-
nice nazyvdme obecné feseni. Jednotlivd feseni (tj. prvky obecného feseni) se nazyvaji
partikularni resSeni diferencialni rovnice.



Pro diferencialni rovnici 1. fadu stacila k urceni partikuldrniho feseni jedna pocatecni
podminka y(zg) = yo. K urceni partikularniho feseni linedrni diferencidlni rovnice 2. fadu
potiebujeme dvé podminky napft. :

(o) = Yo, Y'(z0) = y1 - (2)

Vztah (2) se nazyva pocatec¢ni podminky pro feseni diferencidlni rovnice. Diferencidlni
rovnice (1) spolu s podminkami (2) se nazyva pocatecni tloha.

Véta 1. O existenci a jednoznaénosti feseni. Necht jsou funkce ag(z), ar(x), as(z), b(x)
spojité na intervalu I, ag(x) # 0 pro viechna v € I a necht xo € I. Potom pro libovolné
Yo, Y1 € R existuje prdve jedno teseni diferencidlni rovnice (1) y = y(x), které vyhovuje
pocdtecnim podminkdm (2) a které je definovdno na intervalu I.

1.2 Reseni nehomogennich LDR 2. #4du metodou variace konstant
Z Matematiky A vime, ze obecné feseni nehomogenni LDR (1), ozna¢me ho yy, mé tvar
yv (@) = yu () + yp(2),
kde yy(x) je obecné teseni prifazené HLDR, tj. rovnice tvaru
ao(2)y" + ai(z)y’ + ax(z)y =0, (3)

a yp(z) je néjaké partikuldrnf feseni NLDR (1).

Obecné teseni homogenni LDR (3) je tvaru

yu(z) = Cryi(z) + Caya(x), x €1,

kde (', (5 jsou libovolné realné konstanty a yi,y» jsou dvé linearné nezavisla feseni této
rovnice.

Poznamka: Funkce yy, 1o jsou linearné nezavislé, jestlize pro vSechna x € I vztah
Cryi(z) + Caya(z) =0

plati jen, kdyz C; = Cy = 0. V opacném pripadé jsou funkce linearné zavislé. Napriklad
funkce y;(z) = e, y2(x) = 2e7*,z € R jsou linedrné zavislé, protoze

2.+ 1-227%=0

pro viechna z € R. Zatimco funkce y;(x) = 22, 42(x) = x,2 € R jsou linedrné nezavislé,
protoze
Cl 5(72 + CQ r=0

plati pro viechna x € R jen tehdy, kdyz C; = Cy = 0. Grafem funkce C; 2%+ C5 x je parabola
a ta splyne s osou z jen, kdyz C = Cy = 0.



Partikularni feseni y,(z) nehomogenni rovnice (1) hleddme metodou variace konstant,
tj. ve tvaru

yp(x) = cr(@)yr(2) + ca(x)ya(2),
kde ¢;(z) a co(z) jsou nezndmé funkce. Partikuldrni feseni tedy vzniklo z obecného fesent
prifazené HLDR zdménou konstant C, Cy za funkce ¢ (), ca(z). Odtud ndzev metody. Z Ma-

tematiky A tuto metodu zndme pro LDR 1. fddu. Funkce ¢ (z), co(z) uréime tak, ze funkei
yp(z) a jeji derivace dosadime do rovnice (1). Postupné dostavame

, —_—

Y, = C1y1 + 1y + chya + cayy,
kde pokladame
iy + cyye = 0. (4)
Pak
Y, = c1y; + o
a
Yy = 1 + iy + Cyyy + cayly.

Po dosazeni do rovnice (1) dostaneme
ao(z)(ciyn + ey + s + cay) + an () (cryy + o) + an(w) (cryn + caya) = b(x)
a po uprave

crlag(2)yy + ar(x)yy + az(x)y1] + colao(2)yh + ar(x)ys + az(x)ya)+
+ ao() (1Y) + chys) = b(x).

Vyrazy v hranatych zdvorkach jsou identicky rovny nule, nebot y; a y» jsou feSenimi homo-
genni LDR (3), takze druhd rovnice pro hledané funkce c¢;(x), co(x) ma tvar

(5)

@)y () + & ()ys(x) =
Ziskali jsme soustavu dvou rovnic pro ¢} (z) a ch(x):

@)y (z) + (2)ya(z) = 0

(D) (@) + @) = b(x)> , (6)

kterou vyfesime bud dosazovaci metodou ¢i Gaussovou eliminaci. Integraci funkef ¢ (), cj(x)
obdrzime ¢;(x) a ca(x), které dosadime do vzorce pro partikularni feseni.

Poznamka: Vratme se jesté k rovnici (4). Jeji vyznam spo¢ivd v tom, Ze jeji splnéni pod-
statné zjednodusuje vypocet y; a vede k tomu, ze se v (5) vyskytnou jen prvni derivace
neznamych funkci ¢; a cs.

Poznamka: Pokud bychom znali pojem Wronského determinant, snadno bychom ukazali,
ze soustava (6) ma pravé jedno reseni.



1.3 Resené piiklady

P1i hleddni obecného teseni LDR (1) postupujeme tak, Ze nejprve nalezneme obecné teseni
pritazené homogenni rovnice a pak se snazime ziskat jedno feSeni rovnice nehomogenni.
K nalezeni obecného feseni homogenni rovnice staci najit dvé linedrné nezavisla feseni, coz
neni ¢asto jednoduché.

V Matematice A jsme se dozvédéli, ze obecné feseni yy homogenni LDR umime vzdy
urcit pro konstantni koeficienty. Dvé linedrné nezavisla feseni jsou v tomto piipadé znama.
Pripomenme si, ze feseni diferencialni rovnice

koy" + kiy' + kay =0, ko #0 (7)

predpokladame ve tvaru
y(x) = e,

kde se snazime urcit konstantu \ tak, aby funkce e*® spliiovala rovnici (7). Odtud plyne, Ze
¢islo A musi byt kofenem tzv. charakteristické rovnice LDR (7), tj. rovnice

ko2 4+ Ky + ko = 0.

MA&-1i charakteristickd rovnice
(i) dva redlné ruzné koteny Aq, Ao, pak

yr(x) = C1eM® 4 Cye?2®,
(ii) jeden realny dvojnasobny kofen A, pak
yr(r) = C1e™ + Cowe;
(iii) dva imaginarni komplexné sdruzené koteny A\; = a + ib, \y = a — ib, pak

yu(x) = C1e* cosbx + Cee sin b .

Piiklad 1. Najdéte obecné teseni diferencidlni rovnice

y' 43y + 2 =

1+er’

ResSeni: Obecné fesen{ bude tvaru

yn () = yu () + yp(2),

kde yu(x) = Ciyi(x) + Coya(x), C1,Cy € R, je obecné feseni pritazené HLDR, tj. rovnice
tvaru
y' 4+ 3y +2y =0,

a y(x) je partikularni (jedno néjaké) feseni dané NLDR, které uréime metodou variace
konstant. Charakteristicka rovnice prifazené HLDR je

M 4+30+2=0
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a jeji kofeny jsou \; = —1, Ay = —2. Odtud
yH(a:) = C’le_x + CQG_QI, 01, Cg cR.

Zaménou konstant C, Cy za funkce v obecném feseni pritazené HLDR dostaneme tvar hle-
daného partikularniho feseni. Tedy

Yp(@) = cr(w)e™ + ca(z)e ™™,

kde funkce ¢} (z), ¢y(z) jsou Fesenim soustavy (6), v nasem piipadé soustavy:

d(x)e ™ + dy(x)e > = 0,
1
. e _9 / e—2x — .
ci () () T
Z prvni rovnice osamostatnime c,(z) = —c|(x)e” a dosadime do druhé rovnice
1
. e—a: 2 / e—m — .
ci () + 2¢}(z) 1+ ev
Odtud .
e
¢ (z) =
()= 1
a nasledné .
e’ -e
cy(z) = —
()=~

Tudiz

pouzili jsme substituci t =1+ ¢”, a

02(:17):—/;_{;; dx:/(lj_ex—egc) dz =In(1+€") —e”.

Pro primitivni funkce c¢;, ¢, nepiSeme integraéni konstantu, nebot hleddme jedno pevné par-
tikuldrn{ feseni. Dosadme za c¢;(x), ca(x)

Yp(z) =In(1+e") - e+ (In(l+e") —e”) e =In(1+e")- (e +e ) —e ™
Pak
yn(z) = Cre™™ + Che ™ + (efx + e’Qm) In(1+e%) —e ™, C1,Cy€R, z €R.

Posledni s¢itanec 1ze s vyhodou zahrnout do prvniho, tedy obecné feseni dané diferencialni
rovnice je

yn(x) = Cre™™ + Coe™ 2" + (e_x + e_zx) In(1 + %), C,Cy€R, z€R.

Jelikoz funkce na pravé strané dané diferencialni rovnice e je spojita na R, je defini¢ni
e

obor feseni cela mnozina redlnych cisel.



Priiklad 2. Najdéte reseni diferencidlni rovnice
zy// + y/ — eCE + e—x)

které vyhovuje pocdtecnim podminkdam

Poznamka: V piipadeé, ze kg # 1, je uzitecné na zacatku obé strany dané diferencialni rovnice
hodnotou ky vydeélit. Vyhneme se pozdéjsimu opomenuti vydélit hodnotou kg pravou stranu
druhé rovnice soustavy (6).

Reseni: Nejprve obé strany rovnice vydélime konstantou dvé, tedy

,,+1 ,_e“3+e_’”
Yy =7

V prvnim kroku najdeme jeji obecné feseni. Toto feSeni obsahuje dvé konstanty Cf, Co,
jejichz hodnoty pak uréime z danych pocateénich podminek.
Charakteristicka rovnice ptirazené HLDR je

1
N4+-A=0
* 2
a jeji kofeny jsou \; =0, Ay = — % Odtud

yu(z) =Ci + 026_%, Ci,C5 €R.

Nésledné partikularni feSeni hledame ve tvaru

NI

Yp(x) = c1(x) + cax)e 2,

kde funkce ¢} (z), ¢ (x) jsou Fesenim soustavy:

—_z
d(x)+dy(z)e”2 = 0,
e’ +e "
1 7 -z _
3¢ (r)eT2 = 5
. . ‘ 3 _z . . .
Z druhé rovnice mame c,(x) = —ez” —e~z . Po dosazeni za c,(x) do prvni rovnice dostaneme

c(z) =e"+e™.

Tudiz



Dosadme za ¢1(x), co(z) do vzorce pro partikuldrni fesen{ NLDR, t;.

2 1
=" —e - -+ 207 ="+
yp(x) 3 3

Obecné teseni dané diferencialni rovnice je
1
yN({L‘) = Cl + 026_5 + g e’ + e_x, 01,02 € R, z € R.
Jeho definiéni obor plyne ze spojitosti funkce e*+e™* na R. Zbyva vypocitat konstanty C7, Cs

tak, aby partikularni feSeni vyhovovalo danym pocatecnim podminkam. Nejprve musime
obecné teseni zderivovat.

1 1
yy(z) = — 5026_5 + 3 e —e’
Po dosazeni pocatec¢nich podminek do yy a yj dostdvame rovnice pro Cy, Cs:

4 4
Ci+Co+ ===
1+ 0o+ 373

10 9 B 1 1 ) 2
2% 3 3

Hledané partikularni reseni tedy je

= 1
yn(x) =2—2e"2 + gegc +e ", zeR.

Poznamka: Obecné feseni dané diferencidlni rovnice lze nalézt dalsimi dvéma metodami,
které znate, snizeni fadu nebo modifikovanou metodou odhadu.

Piiklad 3. Najdéte reseni diferencidlni rovnice

2x

y' — Ay + 5y =

cosx’

které vyhovuje pocatecnim podminkam

y(0) =4, ¢'(0)=8.

Reseni: Pravi strana dané diferencidlni rovnice md smysl pro = # (2k + )3, k€ Z. Na
intervalech I, = (— Stkm 5+ kﬂ') , k € Z, je spojita. Vzhledem k poc¢atecnim podminkam
za defini¢ni obor hledaného teseni volime ten interval, ve kterém lezi nula. Tedy x € (— 5 g)
Charakteristickd rovnice ptirazené HLDR je

N —4X+5=0
a jeji kofeny jsou \; =2+, Ay =2 — 4. Odtud

yu(z) = Cre** cosx + Che** sin, C1,Cs €R.
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Nyni partikularni feseni NLDR hledame ve tvaru

2 2

yp(z) = c1(z)e™ cosx + ca(x)e“ sinx,

kde funkce (), ¢y (x) jsou Fesenim soustavy:

ci(z)e*® cosx + dy(z)e** sinz = 0,
e2z
c(x)e**(2cosx — sinx) + ch(x)e®**(2sinx + cosx) = .
[ (r)e( )+ chlaets ) = =
Obeé rovnice vynasobime funkef e=2* a dostaneme soustavu
di(x)cosx + chy(x)sine = 0,
1
ci(x)(2cosx —sinx) + cy(x)(2sinx + cosx) = :
L) )+ ) ) =
Z prvni rovnice osamostatnime ¢ (z) = —c4(z)tgz a dosadime do druhé rovnice
1
—cy(x)tgx(2cosx — sinx) + ch(x)(2sinx + cosx) = .
() tg ol )+ ) )= —
Po upravé obdrzime
cy(x)(tgxsinz + cosx) = !
2 & ~ cosw
a odtud
() = 1.
Pak
d(x)=—tgzx.
Tudiz .
—sinx
cl(a:):/ dz =1In|cosz],
cos

pouzili jsme substituci t = cosz, a

co () :/1 de ==x.
Dosadme za ¢1(x), co(z)
yp(z) = In|cos z|e* cosz + xe* sinx = e**(coszIn | cos x| + zsinz).
Pak
yn(z) = eQw(Cl cosx + Coysinx + coszIn(cosz) + xsinx), Ci,Cy R, x € <— g, g) )
Zbyva vypocitat konstanty C7, Cy tak, aby partikularni feseni vyhovovalo danym pocateénim
podminkam. Nejprve musime obecné feseni zderivovat.

yn(x) = e (2C cosz + 2Cy sinx + 2 cos z In(cos ) + 2z sinz — Oy sinx + C cos z—

—sinz In(cos z) — sinz + sinx + x cos )



Po dosazeni pocatec¢nich podminek do yy a ) dostavame rovnice pro Cy, Cy:

Cy =4

201+02:8 - 01:4, 02:0

Hledané partikularni feseni tedy je

yn(z) = e (4dcosz + coszIn(cosz) + xsinz), z € <— g, g) :

Priklad 4. Rozhodnéte, zda funkce yi(z) = x, yo(x) = 2%, x € (0,00) jsou linedrné
nezavisld Teseni diferencidlni rovnice

2?y” — 2y’ +2y = 0.

Najdéte obecné Fesent rovnice x?y” —2zxy' +2y =x Inz, = > 0.

Presvédcéime se, zda vy, yo jsou feSeni. Spocteme:

y(r) ==, vi(z) =1, yi(x) =0,
() =2

<
[ V]
=
I
8
s
S
2
I
[\
B
=
[\

Pak
Li=2>0-20-1+2-2=0,
Ly=22-2—2¢-20+222=0.

Tedy L; = P, Vx € (0,00) a Ly = P, Va € (0,00). Funkce y;(z) = x, yo(x) = 2%, z € (0, 00)
jsou Teseni dané rovnice. Jsou linearné nezavislé, protoze

01$2+CQZL‘:0

pro vSechna z € (0,00) jenom, kdyz C; = Cy = 0. Rovnice je linedrni, tedy obecné teSeni
bude tvaru
yn () = yu () + yp(2),

kde yy () = Cryi(x) + Coya(x), C1,Cy € R, je obecné teseni prifazené HLDR, pFicemz y1, yo
zname, tedy
yH(CC) =Cix + CQ!L‘2, Ol, Cy e R7

a yp(z) je partikularni feseni dané NLDR, které uréime metodou variace konstant. Parti-
kularni reseni hledame ve tvaru

yp(x) = c1(7) + ()2,



kde funkce ¢} (z), ¢y (x) jsou FeSenim soustavy:

c(z)x + dy(z)z? = 0,

1
d(z) + 2 (2)r = %
Z prvni rovnice osamostatnime ¢ (z) = —c4(x)z a dosadime do druhé rovnice
1
—cy(x)x + 2¢5(z)r = e
x
Odtud |
nx
ch(x) = 2
Pak l
) = — 2T
ci(z) = -
Tudiz
(2) Inz In?
cle)=— [ — dex=—
1 T 9 )
Inx Inz 1
e
ca(x) / poal . .
Dosadme za ci(x), co():
L2
yp(x):—g In“z —xzlnz —x.

Pak
yn(z) = Cra + Cox® — gln2:r: —zlnz —x, C1,Cy €R, z € (0,00).

Posledni s¢itanec 1ze s vyhodou zahrnout do prvniho, tedy obecné feseni dané diferencialni
rovnice je

yn(z) = Cro + Cox® — gln2x —zInz, C1,Cy €R, z € (0,00).
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Matematika B - seminar

Pavel Pokorny
Ustav matematiky, VSCHT Praha
Pavel.Pokorny@vscht.cz

1 ReSeni autonomnich soustav linearnich diferencialnich
rovnic s konstantnimi koeficienty.

1.1 Uvod

~ v/

matika muze nabidnout. Nez se zaméifme na soustavy diferencidlnich rovnic, pojdme si
pripomenout, jak se TeSi ne soustava, ale jedna diferencialni rovnice.

1.2 Jedna linearni diferencialni rovnice prvniho radu

Priklad 1
Najdéte obecné teseni diferencialni rovnice
/
Yy = —2y.
Reseni
Nezavisle proménnou budeme znacit t. Carkou znac¢ime derivaci iy’ = ‘;—?Z. Ukazeme si dva

zpusoby Teseni této diferencidlni rovnice: metodu separace proménnych a pomoci charakte-
ristické rovnice.

e Metoda separace proménnych
Uvazme dva ptipady.

Je-li y = 0, je rovnice splnéna, tedy funkce y(t) = 0 je feSenim této rovnice.
Je-li y # 0, rovnici prepiSseme do tvaru

dy _

_ 9
dt y

a vydélenim y a vynasobenim dt separujeme proménné a dostaneme

d
YW _out.

Y



Obé strany zintegrujeme
d
/ LA / —2dt
Y

Infy| = =2t +c

a dostaneme

|y = exp(=2t + ¢) = exp(c) exp(—2t).

Exponencidlni funkeci e* budeme psét exp(x). Nyni chceme odstranit absolutni hod-
notu. Musime uvazit tii pripady

— Je-li y > 0, absolutni hodnotu odstranime, zustane pouze y, zavedeme
k = exp(c)

a dostaneme
y = kexp(—2t).

— Je-li y < 0, absolutni hodnotu odstranime, ztustane —y, zavedeme

k = —exp(c)
a dostaneme opét
y = kexp(—2t).
— Je-li y = 0, zavedeme
E=0
a dostaneme opét
y = kexp(—2t).

Tedy ve vsech tfech pripadech dostaneme obecné reseni

y(t) = kexp(—2t).

Jaky je vyznam integracéni konstanty k7 Pro t = 0 dostaneme y(0) = k. Muzeme tedy
psat
y(t) = y(0) exp(—21).
Pouziti charakteristické rovnice
Charakteristicka rovnice se vétsinou pouziva pro diferencialni rovnice vyssich radu,

protoze tam nelze pouzit metodu separace proménnych. Ale Ize ji pouzit i pro rovnici
prvniho fadu. Pro nasi rovnici mé charakteristické rovnice piimo tvar

a feSeni je pak opét



Priklad 2
V obecnéjsim pripadé muzeme mit rovnici
Yy = ay.

Reseni
Podobnym zptisobem najdeme obecné reseni

y(t) = y(0) exp(at).

Zde funkce y = 0 je stacionarni feseni. Pro a > 0 je nestabilni, pro a < 0 je stabilni.

1.3 Soustava linearnich diferencialnich rovnic prvniho radu

Zacneme piikladem soustavy dvou diferencialnich rovnic, kde rovnice nejsou provazané.
Priklad 3

¥ = 4dx
!

y = —5.

Postupem z minulé kapitoly 1ze najit feseni
x(t) = x(0)exp(4t),  y(t) = y(0) exp(=5t).

1.3.1 Ruzna vlastni ¢isla

V ptipadé, ze jsou rovnice provazané, tento zpusob vypoctu nestaci. Ukazeme si dvé metody
feSeni, prevodem na jednu rovnici druhého fadu a pomoci vlastnich ¢isel a vlastnich vektoru

matice.

Piiklad 4

¥ = 3x+2y
y = —3r—4y.

e Pievod na jednu rovnici druhé radu.
7 prvni rovnice vyjadiime y
2y =2’ — 3z
' —3x
2

y:

a dosadime do druhé rovnice, abychom se zbavili y. (Nebo bychom mohli z druhé
rovnice vyjadiit x a dosadit do prvni rovnice, abychom se zbavili z.) A dostaneme

jednu rovnici druhého fadu

" — 32’ 3 4:B’ — 3z
—_— = —J3 —
2 2




" — 32 = —6x — 42’ + 12z
2"+ 1 — 62 =0.
Tuto rovnici vyfesime pomoci charakteristické rovnice
NMH+A-6=0

A =2, Ay = —3.

Takze partikularni feseni jsou
1 = exp(At) = exp(2t), x9 = exp(Aat) = exp(—3t)
a obecné Teseni je
x = C exp(2t) + Cy exp(—3t).
Pro nalezeni funkce y si ptripravime derivaci
x' = 2C) exp(2t) — 3Cy exp(—3t)

a dostaneme ]
y= §($/ —3x) =

1
= 5(201 exp(2t) — 3Cy exp(—3t) — 3C, exp(2t) — 3Cy exp(—3t)) =
= %Cl exp(2t) — 3C5 exp(—3t).

Obrazek |1 ukazuje trajektorie feSeni pro ruzné pocatecni podminky:.

Vyuziti vlastnich ¢isel a vlastnich vektoru matice.
Soustavu rovnic

¥ = 3r+2y
y = -3z —4y
zapiseme ve vektorovém tvaru
Z = AZ,

kde

je vektor nezndmych funkci a

je matice koeficientu.

Proc jsou vlastni vektory matice uzitecné pro reseni soustavy linearnich diferencialnich
rovnic? Ukaze se jako uzitecné, kdyby existoval realny nenulovy vektor v, ktery matice

4



Obrazek 1: Trajektorie feSeni soustavy dvou diferencidlnich rovnic pro ruzné pocatecni
podminky pripominaji hyperboly.

A neotéci, tedy i po vynasobeni matici A zleva zustava ve stejném smeéru, tedy pro
ktery plati
AU || 7,
tedy
AU = v,

kde A je ¢islo neboli skalar. Takovy vektor ¢ se nazyva vlastni vektor matice (anglicky
eigenvector) a takové ¢islo A se nazyva prislusné vlastni ¢islo (anglicky eigenvalue).
Pak pro pocatecni podminku lezici na piimce urcené takovym vektorem v bude vektor
rychlosti 2/ miFit stejnym smérem a bod Z = ((t), y(t)) neopusti tuto pifmku. Pouze
se muze priblizovat nebo vzdalovat od pocatku. Takze muzeme psat

2(t) = a(t)7,



kde «(t) je skalar imérny vzdélenosti od pocatku a ¥ je vektor udavajici smér. Pak po
dosazeni do rovnice
2= AZ,

dostaneme

Takze
a(t) = Aa(t).

To je ale skalarni rovnice, kterou umime vytesit a dostaneme
a(t) = Cexp(At)
a partikularni feseni diferencialni rovnice pak je
Z(t) = a(t)v = C exp(M)7T.

Kdyz najdeme dva linearné nezdavislé vlastni vektory v7 a v3, tak obecné feseni je
linearni kombinace téchto partikularnich reseni

2 = Cyexp(Ait)v] + Co exp(Aat)v3.

Pojdme se tedy podivat, jak najdeme vlastni vektory a vlastni ¢isla matice.

Vlastnim vektorem matice A nazyvame nenulovy vektor v, ktery spliuje
AU = M.

Cislo A pak nazyvédme vlastnim éfslem pifslusnym k vlastnimu vektoru ¢. Postupné
upravujeme

A= AT=0
(A= \E)7 =0,

kde E je jednotkova matice, kterda mé na hlavni diagonéle jednicky a vSude jinde nuly

- (42)

Dostali jsme rovnici ,,¢tvercova matice krat vektor rovna se nulovému vektoru“. Ta ma
vzdy nulové feseni. Nenulové feSeni ma prave tehdy, kdyz je matice singularni, tedy
kdyz

det(A — A\E) = 0.
Tato rovnice se nazyva charakteristicka rovnice. Na levé strané je mnohoclen proménné
A. Pro matici 2x2 je to kvadraticka rovnice. Pokud mé dva ruzné koreny, oznacme je

A1 a A9, pak k nim najdeme prislusné vlastni vektory o] a v a obecné feseni soustavy
diferencialnich rovnic je

Z= Cl exp()\lt)?71 + CQ eXp()\gt)UQ.



Pro nasi soustavu dostavame charakteristickou rovnici

det(A—AE)=0

3\ 2
‘ 34— ':0
(B3=A)(—4—X)—6=0
NM+A-6=0

a vlastni ¢isla

A =2, A2 = —3.

K témto dvéma ruznym vlastnim ¢islum najdeme prislusné vlastni vektory takto. Pro

A1 = 2 ma rovnice
I 2\, =
(5 )0

nekonecné mnoho teseni. Nam staci zvolit jedno nenulové Teseni. Protoze kazdy nenu-
lovy néasobek vlastniho vektoru je opét vlastni vektor. Pro vétsi matice bychom tuto
soustavu fesili napt. Gaussovou eliminaci. Pro matici 2x2 staci uvazit, ze hledame vek-
tor, ktery je kolmy na fadky matice. Sta¢i tedy vzit prvni nebo druhy radek matice,
obé cisla prohodit a jedno z nich vynasobit -1. Tak dostaneme napf.

s 2).

Muzeme ovérit, ze toto je opravdu vlastni vektor matice A takto

(3 3) () (2) () e

Stejnym postupem najdeme pro druhé vlastni ¢islo Ay = —3 prislusny vlastni vektor

(A—)\QE)UQZG
6 2\. -

(—3 —1>“2—O
A

Vg = _3 .

Pak obecné teseni soustavy diferencialnich rovnic je

Z= 03 exp()\lt)ffl + 04 eXp()\Qt)UQ =

— Cyexp(21) ( _? > + Cyexp(—31) ( B ) .

To je stejny vysledek jako vysledek, ktery jsme dostali metodou prevodu soustavy dvou
rovnic prvniho fadu na jednu rovnici druhého fadu, jen s tim rozdilem, Ze je trochu
jind role integracnich konstant. Konkrétné

Cl - 203, 02 - 04.



1.3.2 Diagonalizace

Ukazme si, jak zle matici, kterd ma vSechna vlastni ¢isla ruzna, rozepsat na uziteény soucin
tfech jinych matic. Napt. pro nasi matici

s vlastnimi cisly

a vlastnimi vektory

Oznacéme

= ()

diagondlni matici, kterd ma na hlavni diagondle vlastni ¢isla matice A a oznacme

()

matici, jejiz sloupce jsou vlastni vektory ptislusné vlastnim ¢islim na diagonale matice A ve
stejném poradi. Pak tyto dva vztahy

Aty = My

ATy = AUy

lze zapsat jednim vztahem

AV =VA.

A po vynéasobeni zleva inverzni matici k matici V' dostaneme uziteény rozklad matice A
A=VAV
Napi. pro nasi matici dostaneme
( 3 2):( 2 1)(2 ())(_1)(—3 —1>
-3 —4 -1 -3 0 -3 5 1 2

Jak lze tento rozklad souvisi se soustavou diferencialnich rovnic

-

= AZ?

Pouzijeme A = VAV !

zleva vynasobime matici V! a dostaneme

Vg = AV Tz



Nyni se nabizi substituce
ktera prevede soustavu na tvar

Pesimista muze namitnout, Ze jsme si nepomohli. Méli jsme rovnici ve tvaru ,,derivace vektoru
rovna se matice krat vektor a mame rovnici ve stejném tvaru. Ale dulezité je, ze matice A
je diagonélni, tedy ma nenulové prvky pouze na hlavni diagonale a jinde nuly. Takze tato
soustava diferencialnich rovnic se rozpada na nezavislé rovnice, podobné jako soustava v

pitkladu [3|
1.3.3 Exponenciala matice

Pro libovolné realné nebo komplexni ¢islo x plati

[e.e] n

exp(x) = Z %

n=0

Vsechny operace na pravé strané lze provést i pro ¢tvercovou matici, tedy nasobeni mezi
sebou, nasobeni redlnym cislem % a scitani. Takze je mozné uvazovat exponencialu matice,
kde roli jednicky hraje jednotkova matice.

Na co je to dobré? Reseni soustavy diferencialnich rovnic

2= A7

lze zapsat ve tvaru

Z(t) = exp(tA)Z(0).

To lze ovérit tak, ze provedeme zkousku

L =2 = (exp(tA)Z(0)) = A (exp(tA)Z(0)) = AZ = P.

1.3.4 Nasobna vlastni c¢isla

Tuto komplikaci si podrobné ukazeme pro matice 2x2.

1.3.5 Diagonalizovatelna matice

Priklad 5

¥ = 2

/

Yy o= 2.

Snadno najdeme feseni

2(t) = x(0)exp(2t),  y(t) = y(0) exp(2t).



Pojd'me se podivat, jak to dopadne, kdyZ budeme feseni hledat pomoci vlastnich vektoru a

vlastnich ¢isel matice
A 2 0
N0 2/

Charakteristickd rovnice je

a ta ma dvojnasobny kofen

Vlastni vektor hleddme jako nenulové feseni rovnice

(A= AE)7 =0.

(A—)\E):(g 8)

nulova. M4 hodnost 0. Proto existuji dva linedrné nezavislé vlastni vektory, napi. vektory

(1) a-(1)

Z= Cl exp()\lt)ﬁl -+ Cz eXp()\Qt)'l_fg =

— Oy exp(21) < ; ) + Cyexp(20) < ! ) .

V tomto ptipadé je matice

Obecné teseni pak je

tedy
x(t) = Cyexp(2t), y(t) = Cyexp(2t)

v souladu s feSenim ziskanym predchozi metodou.
Podivejme se podrobnéji, pro kterou matici 2x2 s dvojnasobnym vlastnim ¢islem A\; = Ay
bude mit matice

A—-MFE

hodnost 0, tedy bude nulova.
Oznacme si pro prehlednost prvky matice A jako a, b, ¢, d, tedy

A:(iz).

A hleddme podminky na tato 4 ¢isla a, b, ¢, d, aby matice A méla dvojndsobné vlastni ¢islo
a aby matice A — A\{ E byla nulova. Z podminky

(72 )-(32)

10



plyne

Pak
a z podminky

plyne

Takze matice A musi byt ve tvaru

A:(g g)zaE,

tedy musi to byt nasobek jednotkové matice. A obracena implikace je zfejma, tedy je-li
matice A nasobkem jednotkové matice, pak ma shodna vlastni ¢isla a matice A — \E je
nulova. Dostavame tedy ekvivalenci. Matice ma shodna vlastni ¢isla a matice A — AE je
nulova praveé tehdy, kdyz matice A je ndsobkem jednotkové matice. A v tom piipadé existuji
dva linearné nezavislé vlastni vektory.

Zavadime pojem algebraicka ndsobnost vlastniho ¢isla, coz je nasobnost vlastniho ¢isla
jako korene charakteristické rovnice. A pojem geometrickd nésobnost vlastniho ¢isla jako
pocet piislusnych linedrné nezavislych vlastnich vektoru. Zde je algebraicka i geometrické
nasobnost vlastniho ¢isla 2. Ukazme si pripad, kdy je geometrické nasobnost mensi nez
algebraicka nasobnost.

1.3.6 Nediagonalizovatelna matice

Situace, kdy matice s ndsobnymi vlastnimi ¢isly je nasobkem jednotkové matice je zvlastni
piipad. V typickém piipadé nebude mit matice A — AE hodnost 0, ale 1. Nebudou tedy
existovat dva linedrné nezavislé vlastni vektory. Osobné povazuji tuto skutecnost za snad
jediné osklivé misto matematiky. Pojdme se podivat, jak to vyfesit. Budeme muset zavést
zobecnény vlastni vektor. Ukazme si to na dvou piikladech.

Piiklad 6

r = 2x+4vy
2y.

VyfeSme tuto soustavu nejdiive bez pouziti vlastnich vektoru. Pro druhou rovnici lze napsat
feseni

y(t) = y(0) exp(2t).
To dosadime do prvni rovnice a dostaneme

z' =2z 4 y(0) exp(2t).

Homogenni rovnice

=2z

11



ma feSeni x = kexp(2t). Nehomogenni rovnici lze vyfesit metodu odhadu nebo metodou
variace konstanty. Pti pouziti metody odhadu hledame teseni ve tvaru

x = at exp(2t).
Hodnotu konstanty a najdeme dosazenim tohoto tvaru do rovnice. Pripravime si derivaci
' = aexp(2t) + 2ta exp(2t)

a dostaneme
aexp(2t) + 2ta exp(2t) = 2at exp(2t) + y(0) exp(2t)

a odtud
a = y(0).

Takze teseni je
r = y(0)texp(2t) + kexp(2t)
= y(0) exp(2t),

kde integrac¢ni konstanta k mé vyznam pocateéni podminky z(0), takze muzeme psat

x = y(0)texp(2t) + x(0) exp(2t)
y(0) exp(2t)

nebo ve vektorovém tvaru

7= 2(0) ( : ) exp(2t) + y(0) (t ( : ) + ( ! >) exp(20).

Prvni ¢len je (az na nasobivou konstantu z(0)) roven
vexp(At),

kde v je (jak ukazeme déle) vlastni vektor matice A. O tomto ¢lenu vime, ze je fesenim. Ale
co ten druhy ¢len? Ten je (opét az na nasobivou konstantu y(0)) ve tvaru

(t7 + W) exp(At).

Skoda. Kdyz existuji dva linedrné nezavislé vlastni vektory matice A, tak tento druhy ¢len
je prosté v exp(Aqt). Ale kdyz dva linedrné nezéavislé vlastni vektory neexistuji, tak mame
tento tvar Teseni. Jaké jsou podminky na vektor w? Dosazenim vyrazu

7 = (tU + W) exp(At),

kde

do rovnice



dostaneme po tpravach podminku na vektor w
((t7 + @) exp(At))" = A(tv + @) exp(At)

U+ MU+ M = tAT + AW

AW = N\ + 7
AT — M = &
(A= \E)w = 7.

Takovy vektor w se nazyva zobecnény vlastni vektor. Pravé jsme dokazali, ze pokud takovy
vektor W najdeme, tak vyraz Z = (tU' + W) exp(At) je feSenim nasi soustavy diferencidlnich
rovnic. A protoze se nejedna o nasobek feseni vexp(At), tak jsou to dvé linedrné nezavisla
feSeni. A jejich obecnd linedrni kombinace je obecné feSeni.

Zbyva otazka, jestli ma rovnice

(A= \E)iw = 7

feseni. Ukazeme to pro matici 2x2. Je-li matice A matice 2x2, tak matice A—\E je také 2x2.
Muze mit hodnost 0, 1 nebo 2. Hodnost 2 nemuze nastat, protoze jsme vlastni ¢islo A nasli
pravé z podminky det(A — AE) = 0. Hodnost 0 znamen4, Ze matice A — AE je nulova, tedy
matice A je nasobkem jednotkové matice, to jsme diskutovali v oddile diagonalizovatelna
matice. Zde uvazujeme piipad, kdy hodnost matice A — AE je 1.

Oznacme si opét pro pirehlednost prvky matice A jako a,b,c, d, tedy

a b
A:(Cd).
a— A b
A—/\E:( Cd_A).

N —(a+d)X+ad —bc=0

Pak

Charakteristickd rovnice je

a jeji diskriminant je
D = (a —d)* + 4bc = 0,

aby méla dvojnasobny kotfen
a+d
/\1 - )\2 - 9

tedy
22 =a+d.

Muzeme volit vlastni vektor

Pak rovnice pro « zni



Matice na levé strané je singularni, jeji sloupce jsou linearné zavislé. Aby tato rovnice méla
feseni, musi byt a staci, aby vektor na pravé strané byl nasobkem druhého sloupce matice.
Ale protoze se rovnaji prvni slozky, museji se rovnat i druhé slozky

d—X=\—d,

coz plati, protoze je to ekvivalentni se vztahem 2\ = a+d. Tim jsme dokazali, Ze zobecnény
vektor 0 existuje.

Je jednoznacny? Neni. Kdyz k zobecnénému vlastnimu vektoru w pricteme libovolny
nasobek vlastniho vektoru v, tak dostaneme opét zobecnény vlastni vektor spliujici podminku

(A= \E)w = 7,

protoze jsme pricetli vektor, ktery je v jadie matice A — AFE, tedy vektor, ktery tato matice
zobrazi na nulovy vektor.
Ukazme si to na jesté jednom piikladé. Priklad 7

¥ = br+2y
"= 2x+y.

Vytesime tuto soustavu opét dvojim zpusobem. Prevodem na jednu rovnici druhého radu a
pak pomoci vlastnich vektoru a zobecnénych vlastnich vektoru.

e Pievod na jednu rovnici druhého fadu. Budeme postupovat podobné jako pii feseni

pitkladu [
2y =2’ — bx
' =5z
YT
Y x' — bx
— =22+

2
2" — 52 = —dx + 2’ —bx
" — 62"+ 92 =0
A —6A+0=0
M=3, A =3
x = Cy exp(3t) + Cat exp(3t)
2’ = 3C) exp(3t) + Cy exp(3t) + 3Cyt exp(3t)

&

Yy = (—Cl + 7 - Cgt> €Xp<3t).
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e A nyni vyfeSime stejnou soustavu pomoci vlastnich vektoru a zobecnénych vlastnich

vektoru. Matice je
5 2
a=(32).

5— A 2
-2 1-A

Charakteristickd rovnice je

det(A — AE) = ':A2—6A+9:0.

Ta mé dvojnasobny koren
AL =3, A2 = 3.

Najdeme ptislusny vlastni vektor ¥ z rovnice

napr.

().

Druhy vlastni vektor, ktery by byl s timto vlastnim vektorem linearné nezavisly, nee-
xistuje. Hleddme tedy zobecnény vlastni vektor w z rovnice

a obecné teseni pak je
7=0321+Cy+ %

a jednotlivé funkce TeSeni jsou

o= (crren(i+ 1)) omis
= (cevven (o 1)) ooisn

To je stejny vysledek jako ten ziskany predeslou metodou, s tim, ze integrac¢ni konstanty
jsou svazany vztahy

1
Ci =03+ 104, Cy = Cy.
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1.3.7 Jordanizace
A co diagonalizace nediagonalizovatelné matice? Pro matici s ruznymi vlastnimi ¢isly jsme
si ukazali, ze je mozné ji rozlozit na soucin

A=VAV,

kde slupce matice V' jsou vlastni vektory matice A a diagonalni matice A je tvorena vlastnimi
¢isly matice A.

Ale co kdyz neexistuje druhy linedrné nezavisly vlastni vektor? I v tom piipadé muzeme
sestavit matici V' tak, ze jeji prvni sloupec bude vlastni vektor ¢ a jeji druhy sloupec bude
zobecnény vlastni vektor « matice A. A vztahy

AV = \T

AW = v+ Mo

muzeme zapsat obdobou vztahu AV = VA, totiz jednim vztahem
AV =V J,
kde matice J neni bohuzel diagondlni, ale je to tzv. Jordanova matice
(03)
0 X )~

Proto jsme tento rozklad matice nazvali Jordanizace. Kdyz tento vztah vynasobime zprava
matici V!, tak dostaneme
A=VJv1

(3,

>\1:37 /\2:3)

Pro nasi matici

jsme nasli dvojnasobné vlastni ¢islo

prislusny vlastni vektor

a zobecnény vlastni vektor

Takze



—a AN

—N AN

oo

a Jordanuv rozklad je

A=VJv

—n AN

— | <<
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Vybérovy seminar k matematice B

Lenka Cathova

1 Trojny integral a jeho geometricky vyznam

V predmétech Matematika A a Matematika B se seznamujeme se zaklady integralniho poc¢tu
funkci jedné a dvou proménnych. Definice tzv. dvojného integralu vychézi ze zobecnéni
Riemannovy konstrukce urc¢itého integralu. Trojny integral se pak zkonstruuje analogicky:.
Pripomenme tedy nejdiiv velmi struéné jednorozmérny a dvourozmérny ptipad.

Vsechny obrazky v textu jsou prevzaty z [1], piiklady jsou inspirovéany ilohami z [1, 3].

1.1 Jednoduchy integral

Definice:
Uvazujeme funkci f definovanou na intervalu (a,b) C R. Tento interval rozdélime na n
stejnych dilkta délky Ax a oznacime x; krajni body téchto podintervalu, tedy plati

a=xg < - <Ty - <Ty=>0b.

Riemannuv integral funkce f na intervalu (a,b) pak je limita (pokud existuje)

b n
/a floyds = Jim 5, = Jim 3 f(a1)r,

kde 2z} oznacuje libovolny bod lezici uvnitf intervalu (x;_i,z;). Vyraz S, nazyvame Rie-

mannuv integralni soucet. Takto definovany integral existuje a jeho hodnota nezavisi na

konkrétni volbé bodu z}, pokud funkce f spliiuje dalsi podminky. Postacujici podminkou je

napiiklad to, ze je funkce f na intervalu (a, b) spojita, nebo ze je na tomto intervalu omezena

a ma pouze konecny pocet bodu nespojitosti.

Geometricky vyznam:

V piipadé, ze je funkce f na intervalu (a,b) nezdpornd, ma hodnota urcitého integralu
vyznam obsahu plochy, ktera je ohranicend grafem funkce f, osou z a primkami z = a a
xr=>h.

Vypocet:

Je-li funkce f spojita na intervalu (a,b), splyva Riemannova definice s Newtonovou de-
finici urcitého integralu a my tak muzeme vyuzit vSechny metody vypoctu neurcitého in-
tegralu, které jsme se naucili v predmétu Matematika A.
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Obrazek 1: Riemannuv integralni soucet.

Véta 1. Necht je funkce [ spojitd ma intervalu {(a,b) C R a funkce F je jeji primitivni
funkce, tedy F'(x) = f(x) pro kazdé x € (a,b). Potom plati

[ 1ta)ds=F ) - Fo) 1)

Substituc¢ni metoda:
Nakonec pripomenme substituéni metodu slouzici k vypoctu integralu.

Véta 2. Necht f je spojitd funkce na intervalu (a,b) € R a F' je primitiond funkce k f. Necht
ddle existuje funkce t = p(x), kterd md spojitou nenulovou derivaci na intervalu («, ) C R
a zobrazuje tento interval na {(a,b) tak, Ze (o) = a a ¢(B) = b. Potom

B8 b
/ F(o(@)) (@) da = / F(t)dt = F(1).

1.2 Dvojny integral

Definice:

Uvazujeme funkci dvou proménnych f definovanou na obdélniku R = (a, b) x {c,d) C R%.
Kazdy z intervalu rozdélime na podintervaly stejné délky, jmenovité interval (a,b) na n
intervalu délky Az s krajnimi body

a=Tg < - <Ti-<xTp=20b
a interval (c,d) na m intervalu délky Ay s krajnimi body
c=yo < - <Y <o <Yy =d.
Zvolme libovolny bod (z};,y;;) z obdélniku Ri; = (i1, 25) X (yj-1,;) -

Dvojny Riemanntv integral funkce f na obdélniku R se definuje jako limita dvojitého
Riemannova souctu, tedy



N
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Obrazek 2: Kontrukce dvojného integralu.

n m

// fle,y)dedy = lim S, = lim > " f(a},y5) AzAy,
R m—00 m—00 j=1 j=1

pokud tato limita existuje. Opét plati, ze pro funkci spojitou na intervalu R dvojny integral
existuje, pripadné pro funkci, kterd je omezend a ma pouze konecny pocet bodu nebo oblouku
nespojitosti.

Geometricky vyznam:

Pro funkci, ktera je nezdporna na obdélniku R, plati, ze hodnota dvojného integralu dava
objem télesa s podstavou R, ohraniceného grafem funkce f a rovinami x =a,x =b, y =c¢
ay=d.

Vypocet:

Na rozdil od jednorozmérného ptipadu, ve kterém jsou intervaly jediné omezené uzaviené
mnoziny, dvojny integral zobectiujeme i na jiné mnoziny nez obdélniky. Zobecnéni 1ze snadno
zkonstruovat pro mnoziny, které jsou omezené a jejichz hranice je tvorena koneénym poctem
jednoduchych uzavienych krivek a bodu, fikame jim standardni mnoziny.

Standardni mnoziny typu I a II jsou definovény nésledujicim zptusobem (viz obrazek 3).

Mnozina D se nazyva standardni mnozina typu I, pokud existuji ¢isla a,b a funkce
y = g1(z) a y = go(x) spojité na intervalu (a, b) takové, ze

D ={(z,y) €R*, a <z <bg(z) <y < gaz) pro viechna z € (a,b)} . (2)

Podobné D nazveme standardni mnozinou typu II, pokud ji pro néjaka ¢isla ¢, d a funkce
x = hi(y) a x = hy(y) spojité na (c, d) lze napsat jako
D= {(z,y) €R* c <y <d h(y) <z < hs(y) pro viechna y € (c,d)} . (3)

Predpokladejme, ze je funkce f definovana na obdélniku, nebo na standardni mnoziné
typu I nebo II. Potom navod na vypocet integralu dava Fubiniho véta. Tuto nebudeme
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Obréazek 3: Standardni mnoziny typu I a II.

opakovat do detailu, jelikoz dale v textu uvadime jeji verzi pro trojny integral. Pfipomeneme
pouze strucné, v tomto pripadé muzeme dvojny integral vypocitat postupnou integraci nej-
prve podle proménné x a pak y, nebo naopak. Ve vysledku pak jde o vypocet dvou jedno-
duchych integralu a ty lze spocitat jako Newtonuv integral (1).

Substitu¢ni metoda:

Substituéni metoda pro dvojny integral je analogii jednorozmérného ptipadu. Opét se
jedna o substituci - zménu proménnych - soutradnic. Misto derivace substituéni funkce ¢ je
tfeba v dvojrozmérném piipadé uvazovat Jacobidn zaobrazeni.

Véta 3. Necht f je funkce dvou proménnijch a necht existuje dvojny integrdl funkce f pres
standardni mnoZinu D € R%. Necht ddle existuje zobrazeni ® = (o1, ps) : R — R? splriugici
nasledugici vlastnosti:

o Zobrazeni ® zobrazuje standardni mnoZinu H na mnozZinu D. Pro bod (x,y) € D tedy
plati, Ze existuje bod (u,v) € H tak, Ze (z,y) = (¢1(u,v), p2(u,v)).

o Zobrazeni ® je na H prosté a spojité diferencovatelné.
e Jacobidn J(u,v) zobrazeni ® je pro vsechna (u,v) € H rizny od nuly.
Pak plati

//D Sz, y) dedy = //H fp1(u, v), p2(u, v))[J(u, v)| dudo.

Pfipomindme, ze Jacobian je definovan jako determinant Jacobiho matice, tedy

Ju,v) = SgQ ng
%( 7”) W( ) )

Velmi prakticka substituce je substituce do polarnich souradnic. Misto klasickych
kartézskych soutadnic x,y dostavame soutadnice 7,0, které maji vyznam vzdalenosti bodu



od pocatku, resp. thlu, ktery svira piimka prochazejici bodem a pocatkem s kladnou casti
osy x, viz obrazek 4. Ptislusné zobrazeni je definovano jako

®(r,0) = (rcosf, rsinb),

hodnota Jacobianu je pak rovna r.
YA
P(r,0) =P(x,y)

Y

Obrazek 4: Bod P v polarnich soutadnicich.

Polarni soutadnice se v trojrozmérném ptipadé zobecnuji na souiadnice cylindrické.

1.3 Definice trojného integralu

V této kapitole zobecnime jiz dvakrat predvedenou konstrukei integralni sumy a posléze
integrélu. Uvazujme funkci tii proménnych f nejprve definovanou na kvadru B = {(a,b) x
{c,d) x (r,s) C R3. Jednotlivé intervaly rozdélime na n,m a [ podintervalu s délkami Az, Ay
a Az, s krajnimi body

a=x0g< - <x; <---<xy, =0,

c=yYo <<y <. <y,=d,
Fr=2p< - < T << 2Zy=S5.
Oznacime (7, yij, 2i;) libovolny bod lezicl v mnoziné Bijx = (xi-1, i) X (yj-1,Y;) ¥
(2k—1, 2). Sestrojime trojity Riemannuv integralni soucet S, jako trojitou sumu

n m l

Sumi =D > > F @ Yl 2in) ArAyAz.

i=1 j=1 k=1

Trojny Riemanniiv integral je pak definovan jako limita

///B f(l‘7ya 2) de‘dde = 7111—>I& Sn,m,la
m—00

l—00

pokud tato existuje. Je-li funkce f spojitd na kvadru B, trojny Riemanntuv integrél na ném

existuje.



Obrazek 5: Rozdéleni kvadru B na podkvadry.

Uvazujme dale, Ze je funkce f definovanad na omezené mnoziné F C R3. Pak existuje
kvadr B takovy, ze mnozina E je jeho podmnozinou. Definujeme integral funkce f ptes

mnozinu F jako
/// f(ﬂf,y,Z)dfvddeZ/// 9(z,y,z) drdy dz,
E B

kde ¢ je funkce definovana na kvadru B tak, ze

Y ) J Y 7 E E’
oy 2) {g( y.2)s (@9,2)
, jinak.
1.4 Vlastnosti trojného integralu

Trojny integral splnuje podobné vlastnosti jako jednoduchy a dvojny. Za predpokladu, ze
vSechny integraly existuji, plati:

///E(f(x,y,z)ig(x,y,z)) dxdydz:///Ef(;c,y,z)dxdydzi//[Eg(x,y,z)dxdydz,
[ renriants=e ] s tasava

kde ¢ je libovolna redlna konstanta. Je-li navic splnéna nerovnost f(z,y,2) > g(x,y, z) pro
vSechny body z F, plati

///,;f(m’y’z> drdydz = ///Eg(m,y,z)da:dydz.

Je-li mozné mnozinu E zapsat jako sjednoceni £ = E; U E5 dvou mnozin, které nemaji
spole¢né vnitini body, potom



///Ef(:t,y,z)dxdydz:///Elg(:)s,y,z)dxdydz—l—///EQg(x,y,z)dxdydz.

1.5 Geometricky a fyzikalni vyznam trojného integralu

Prostym zobecnénym jednorozmérného a dvojrozmérného piipadu dostavame, ze v piipadé
funkce f nezdporné na mnoziné E dostdvame hyperobjem (hypervolume) étyirozmérného
télesa, které je ohrani¢eno trojrozmérnymi objekty (graf funkce f, mnozina E a prostory
r = a atd.). Jde o abstraktni predstavu, kterd neni vhodnd k redlnym aplikacim. Trojny
integral lze ale také vyuzit k vypoctu objemu téles: Integrujeme-li funkeci f(z,y, z) = 1 pres
mnozinu F, vysledek je pak objem této mnoziny.

Praktického pouziti dosahneme, kdyz pridame jednotlivym proménnym fyzikalni vyznam.
Napiiklad, pokud jsou proménné (x,y, z) prostorové souradnice a hodnota funkce f(z,y, 2)
udavé hustotu g v bodé (z,y, z), mé trojny integral vyznam hmotnosti télesa F:

()= [[[ el araya:

Trojny integral se dale vyuzije pti vypoctu statickych momenti télesa. Jednotlivé statické
momenty vzhledem k souradnicovym rovinam jsou definovany jako

M,.(E)= ///E zo(z,y,z)drdydz,

w5 [ [E yo(z,y,2) dzdydz, (4)

M,,(E) = / / /E 20(x,y, ) de dydz.

Pomoci nich lze urcit souradnice hmotného stiedu télesa E

M,.(E) Mo (E) M, (E)

m(E) YT mE)  F T Tm(E)

T =

Podobné lze pomoci trojného integralu vypocitat momenty setrvacnosti daného télesa.
Dalsi aplikaci je napiiklad vypocet celkového elektrického néboje (funkce f je hustota naboje)
na objektu E, apod.

1.6 Vypocet trojného integralu - Fubiniho véta

Uvazujme funkci f(z,y, z) definovanou na kvadru B = (a, b) x (¢,d) x (r,s). Fubiniho véta
v podstateé tikd, ze je-li funkce spojita, muzeme integrovat v libovolném potradi proménnych.



Véta 4 (Fubiniho véta 1). Je-li funkce f spojitd na kvadru B = (a,b) x (c¢,d) x (r,s) CR,

pak plati:

///Bf(if,y,z)d:vdydz:/ab/cd/:f(x,y,z)dzdydm

[ [ [ revaza

/rs /cd /abf(l‘ay, 2) da dy dz

N /rs/ab/cdf(x’y’z)dydxdz
/
/

d b s
/ / f(z,y,2)dzdzdy

d s b
/ / f(z,y,2)dxdzdy

[lustrujme si pouziti Fubiniho véty na piikladé.

Piiklad 1. Vypocitejte integrdl [[[, (xy — 2*) dedydz, kde B = (0,2) x (0,1) x (0,3),
s pouzitim dvou ruznych potadi integrace.

Resent: Vzhledem k tomu, ze je integrovand funkce polynom, je ziejmé, ze pofadi inte-
grace nebude mit vliv na obtiznost vypoctu. Zvolime si tedy dvé z Sesti moznych kombinaci
libovolné.

Potradi dz dydz:

=2

3 1 p2 31l p2y
/// (:cy—z2) dxdydz:/ / / (xy—z2) dxdydz:/ / [——sz] dy dz
B o Jo Jo 0o Jo L 2 2=0

3 pl 3
— _ 2 — 2 21y=1
—/0 /0 (2y 2z ) dy dz /0 [y 2yz ]y:O dz
3 37 2=3
_/ (1—222) dz—{z—%} =—15

0 z=0

Druhé zvolené poradi dzdx dy sepiseme strucénéji:

///B(xy—f) dwdydz=/01/02/o3(a:y—22) dzdxdy:/01/02(3xy—9) dzdy =

:/ (6y — 18) dy = —15

0

Poznamka 1. Vsimnéme si, Ze pri postupném integrovdani s pouzitim Fubiniho véty casto
uvddime v mezich integrdalu pro prehlednost, za kterou proménnou zrovna dosazujeme.

Pokud je funkce f definovana na omezené mnoziné E, je mozné vypocitat trojny integral,
pokud Ize mnozinu popsat nékterym z nésledujicich Sesti zpusobu.
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Obrazek 6: Standardni mnoziny typu I.

Standardni mnoziny typu I

Mnozina FE je standardni mnozina typu I, pokud je jeji prumét D do roviny xy jednou
ze dvou standardnich mnozin, jak je zndme z piipadu pro dvojny integrél, viz (2), (3). Déle
pak existuji spojité funkce z = ui(x,y) a z = us(z, y) definované na D takové, ze graf prvni
z nich tvofi horni ¢ast plasté mnoziny F a graf druhé z nich tvoii dolni ¢ast plasté mnoziny
E.

Mnozina E je pak zapsana jako

E={(z,y,2) €R’ (x,y) € D,us(x,y) < z < uz(x,y) pro véechna (z,y) € D},

kde
D={(z,y) eR*,a <z <bg(z) <y < gaz) pro viechna z € (a,b)}

nebo
D ={(z,y) €R* ¢ <y <d hi(y) <z < ha(y) pro viechna y € {c,d)},

pro néjaké spojité funkce g1, go nebo hy, hy a realna cisla a, b, ¢, d.
Zformulujeme variantu Fubiniho véty pro trojny integréal ptres standardni mnozinu typu
L.

Véta 5 (Fubiniho véta 2). Necht funkce f je spojitd na standardni mnoZiné E typu I. Se
znacenim z predchoziho textu plati

b 92(1') UQ(I,y)
/ / / f(z,y,2) dedydz = / / / f(z,y,2) d= dy da,
E a Jgi(z) Jui(zy)

d rha(y) pua(zy)
= / / / f(z,y,2)dzdxdy resp.
c hl (y) u1 (:E,y)

Priklad 2. Vypoditejte integrdal fffE(x —y)dzdydz, kde mnozina E je ohranic¢ena povrchy
z=2>—1az=1—2% arovinamiy=0 ay=2.



Regend: Meze proménné y jsou dény. Meze pro proménnou z ziskdme tak, ze ddme do
rovnosti % —1 a 1 — 22, tedy meze jsou —1 a 1. Na intervalu (—1,1) plati nerovnost 1 —z? >
2?2 — 1, volime tedy u;(z,y) = 22 — 1 a us(z,y) = 1 — 2% Pomoci Fubniho véty zapiSeme

integral jako
2 1 1—a2
/ / / (xr —y)dzdxdy.
0 J-1Jz2-1
Vypocitame

1—a?
/// (x —y dzdxdy—// T —y Zizzldxdy—Q// r—y)dzdy
—2/ [?—xy} dy :—4/ ydy = -2 [y2}§:—8
0 r=—1 0

Standardni mnoziny typu II

V tomto piipadé je prumét do roviny yz jedna ze dvou standardnich mnozin dvojného
integrélu (s prislusnou zménou znaceni). Déle existuji spojité funkce x = uy(y,2) a © =
us(y, z) tvorici predni a zadni ¢dst plasté mnoziny F.

Mnozinu F zapiseme jako

E={(v,y,2) €R’ (y,2) € D, ui(y, 2) < & < us(y, 2) pro viechna (y,z) € D},

kde
D = {(y, 2) €R%a <y <bgi(y) <z < gsy) pro viechna y € (a,b}}

nebo
D={(y,2) ER* ¢ < z<d ,h(z) <y < ha(2) pro viechna z € (¢, d)},

pro néjaka cisla a, b, c a d a spojité funkce g1, go, h1 a ho.
Fubiniho vétu pak zformulujeme obdobné jako v predchozim piipadé, prislusnou funkci
f tak budeme nejprve integrovat vzhlede k proménné z. Proved'te jako cviceni.

Standardni mnoziny typu III

Prumét standardni mnoziny typu III do roviny xz je jednou ze standardnich mnozin pro
dvojny integral (popsany ¢isly a, b nebo ¢, d a spojitymi funkcemi gy, g nebo hy, hs), boéni
strany plasté popisuji grafy spojitych funkei y = uq(z, 2) a y = us(x, 2)

Mnoziny E a D zapiseme jako

E={(z,y,2) €R’ (z,2) € D,us(z,2) <y < us(x, z) pro viechna (z, z) € D)},

kde
D ={(z,2) €R* a<a<bg(z) <z< gz) pro viechna = € (a,b)}

nebo
D ={(z,2) €R* ¢ < z<d, hi(z) <z < hy(z) pro viechna z € (¢,d)} .

Opét zformulujte odpovidajici verzi Fubiniho véty.

10



Piiklad 3. Vypocitejte integrdl [[[, zsinx dxdydz, kde mnozina E je ohranicena plochou

y = V1—22 rovinami z = 1 a x = 7w a lezi v proni oktantu soustavy souradnic (tedy
z,y,z>0).

Reseni: Meze integralu muzeme zapsat jako 0 <z <71, 0<z<1lal0<y<+VI1-—22
Vypocitame postupné

s 1 V1—2z2 T 1
/ / / zsinxdydzdx:/ sina:‘d:c/ 2y ]‘Z 0‘1 Az
o Jo Jo 0 0
z=1

= ceoselsTy [ VAT =2 [V

z=0

2
3
Poznamka 2. V tomto pripadé je integrovand funkce soucin nékolika funkci, z nichZ jedna

nezavisi na y ani na z, proto jsme ji mohli vytknout pred dva vnitrni integrdly. Takovy postup
neni nutny, ale zvysuje prehlednost vypoctu.

1.7 Substituéni metoda v trojném integralu

Formulujeme substitué¢ni metodu pro trojny integral.

Veéta 6. Necht [ je funkce tii proménniyjch takovd, Ze existuje trojny integrdl funkce f pres
standardni mnoZinu E C R. Necht ddle existuje zobrazeni ® = (p1,p9,03) : R® — R3
definované na néjaké mnoziné H splnujici nasledugici vliastnosti:

e Pro kazdé (x,y,z) € E plati, Ze existuje bod (u,v,w) € H tak, Ze
(.Z’, Y, Z) = (@1(“7 v, w)a ¢2(u7 v, w)7 @3(“7 v, w))

o Zobrazeni ® je na H prosté a spojité diferencovatelné.
e Jacobidn J(u,v,w) zobrazeni ® je pro vSechna (u,v,w) € H rizny od nuly.

Pak plati

JJ[ st 2amavaz = [[[ sttt v st v, )l dudo do.

V trojrozmérném pripadé je Jacobian definovan jako

8801 (u,v,w) 8—('Zl(u,v,w) (u,v,w)
J éﬁ% ﬂ g902
(u,v,w) = g w) ’ (u,v,w) g w)| -
ows 3 803
5 —(u, v, w) W(u,v,w) (u,v,w)

Nejcastéji pouzivane soutadnice v ptripadé trojného integralu jsou cylindrické a sférické
soutradnice.
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v P(r, 0, z)

X s (1, 6, 0)

Obrazek 7: Bod P v cylindrickych soutadnicich.

Cylindrické soutradnice
Cylindrické soutadnice jsou dany substituci

O(r,0,2) = (rcosf,rsind, z).

Prvni dvé soufadnice maji vyznam polarnich souradnic pro prumét bodu do roviny zy, tieti
soufadnice zlistdva nezménéna, viz obrazek 7. Plati r? = 22422, Tyto soufadnice pouzivdme
casto v pripadé, ze je integrovana funkce nebo mnozina, ptes kterou integrujeme, symetricka
vzhledem k zaméné x a y. Jako snadné cviceni nechavame ¢tendium dokazat, ze Jacobidn
je stejné jako v ptipadé polarnich souradnic roven r.

Piiklad 4. Uvazugyme kuZel s polomeérem podstavy a = 1 a vyskou h = 4, jehoZ hustota se
meénd linedrné v zavislosti na vzddlenosti bodu télesa od podstavy. Ve vrcholuje p=1ap=5
v kaZdém bodé podstavy. Vypocitejte jeho hmotnost a souradnice hmotného stredu.

Resent: Kuzel umistime vrcholem do pocdtku soufadnic, ve sméru osy z. Piislusnd
kuzelova plocha je pak popsana rovnici z = 44/22 + y2. Odvodte si, Zze podle zadanych
kritérii je funkce udavajici hustotu definovand jako o(x,y,z) = 2z + 1. Pro podstavu kuzele
plati 22 4+ 12 = 1. Po pievedeni do cylindrickych soufadnic mizeme kuzel popsat nasledovné:

0<f<2r, 0<r<1, 4dr<z<A4.

Vypocet dava

/ // z—i—lrdzdrdQ—/ dH/ /z+1 )dzdr =
4r
27?/ {% } dr—27r/ (127“—47’ —83) dr =

- 0

r:l
16
|:67"2—?—27’4:| = —T

r=0

I
)
3



y=x"+:z

)

_.‘_‘_‘_‘__‘_‘__‘_»
4 y

ax
.

Obrézek 8: Paraboloid y = 22 + 22.

Vzhledem k symetrii kuzelu a nezavislosti hustoty na proménnych z a y je zifejmé, ze
r—ova a y—ova soufadnice hmotného stiedu bude rovna nule. Tteti souradnici spoc¢itame
jako podil statického momentu m,, a hmotnosti kuzelu. Dosazeni do (4) dava

27 1 4
M,, = / / / z2(z+ 1)rdzdrdf
o Jo Jar

Podobnym vypoctem jako u integralu vyse dostavame
252
15

tedy z—ova souradnice hmotného stredu je rovna

T,

M, =

63
20°

Je ztejmé, ze predpis pro cylindrické souradnice 1ze upravit tak, ze nezménéna souradnice
bude soufadnice x nebo y.
Piiklad 5. Vypoéitejte objem paraboloidu, jehoZ pldst je dany rovniciy = x*+ 2% a podstava
lezi v rovine y = 4, viz obrazek 8.

Reseni: Oznaéme dany paraboloid symbolem E. Jeho objem je dén integrélem

V:/// 1dxrdydz.
E

Vzhledem k symetrii paraboloidu v proménnych x a z zvolime upravené cylindrické
soutadnice ®(r,y,6) = (rcosb,y,rsinf). Potom plati

0<h<2r, 0<r<2 r’<y<4

Prevedenim do téchto soutadnic dostavame integral

or 2 4 2
V:/ / / rdydrd0:27r/(4—r2)rdr.
o Jo Ji2 0
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Obrazek 9: Bod P ve sférickych souradnicich.

Dopocitejte si sami, ze se tento objem rovné 8.

Sférické souradnice

Sférické souradnice popisuji bod v prostoru pomoci vzdalenosti od poc¢atku p a dvou thlua
0 a ¢, viz obrazek 9. Vyznam tihlu 6 je stejny jako v pripadé cylindrickych soutadnic, iihel ¢
je thel mezi tseckou spojujici bod s pocdtkem a kladnou ¢asti osy z (pFesnéji feCeno mensi
ze dvou takovych hli). Maximalni meze pro ¢ jsou tak (0, 7). Vztahy mezi pravoihlymi a
kartézskymi souradnicemi jsou déany substituci

O(p,¢,0) = (p sing cosb, p sing sinb, p cos ). (5)
Vypocitejme nyni Jacobian této substituce. Jednotlivé parcialni derivace daji:

sin ¢ cos 6 sin ¢ sin cos ¢
J(p,#,0) = | pcos¢ cosh pcosesing —psing
—p sing sinf  p sin¢ cosd 0

Pouzitim Sarrusova pravidla a identity sin® z + cos? z = 1 dostavame:

J(p, &,0) = p* cos® ¢sin ¢ cos® O + p*sin® ¢ sin? 0
+ p? cos? ¢psin ¢ sin® 6 + p? sin® ¢ cos? 0
= p? cos® psin ¢ + p?sin® ¢ = p*sin ¢

Piiklad 6. Urcete hmotnost koule s polomérem a, jejiz hustota o je rovna ¢tverci vzddlenosti
od stredu koule.

Resend: Umistime kouli do pocétku soufadnic. Plast koule je pak popsany rovnici z2 +
y? + 22 = a?, hustota je o(z,y, z) = 2? + y? + 2%. Ve sférickych souradnicich je popis koule

0<f0<2r, 0<op<m 0<p<a

14



a hustota o(p, ¢,0) = p*.
Vypocet dava

m = / //psmgb dpdgbd@-/ d@/ s1n¢d¢/ ptdp

= 21 [— cos 9], [g] ' = 47T5a
0

Poznamka 3. V tomto prikladu je integrovand funkce soucin tii funkci, z nichZ kazdd zdavisi
jen na jedné proménné, muzeme tedy pokazdé vytknout pred vnitini integral (integrdly) a
pocitat soucin 71 jednoduchiych integrdli.

Priklad 7. Vypocitejte moment setrvacnosti télesa E vzhledem k roviné xz, kde E je polo-
koule dand rovnici x*+y*+2% < 9 lezici v poloprostoruy > 0 a hustota télesa je o(x,y, z) = 1.

Reseni: Moment setrvacnosti vzhledem k roviné xz je dan vzorcem

E

Pouzijeme sférické souradnice. Polomeér koule je roven 3, coz je horni hranice pro proménnou
p. Polokouli dostaneme tak, ze omezime meze pro nékterou z proménnych ¢, 6. Konkrétné,
je-1i polokoule omezena rovinou xz, je interval pro proménnou 6 zkraceny na polovinu, méame
tedy

0<f0<nm, 0<o¢o<m 0<p<3

a integrovanou funkci 4% = p? sin? ¢ sin? 6. Tuto funkci musime vynésobit Jacobidnem p? sin ¢.

Dosadime ; _ Tr
/// y*drdydz = / ptdp / sin® 0 d¢ / sin® ¢ do
E 0 0 0

Vyuzitim znalosti (nebo vypoctu) primitivnich funkei
3

. 9 T —sinwcosw . 3 cos”
sin“zdx = — 5 sin® zdx = 3 — cosx,

3 T i 5
md 1627
4 in2 i3 /————:—
/Opdp/osm9d(9/osmd)d¢—523 E

dostavame

1.8 Priklady k procvicovani

Priiklad 8. Vypocitejte objem ctyrstenu E, ktery je ohraniceny rovinami x + 2y + z = 2,
r=2y, r=0az=0.

Ndpoveda: Uvazujte ctyistén F jako standardni mnozinu typu I. Meze pro proménné x
a y urcete z projekce Ctyfsténu do roviny zy, viz obrazek 10. Meze pro proménnou z jsou
dany rovinami z = 0 a z = 2 — x — 2y. Integrovana funkce je f(z,y,z) = 1.

Vysledek: 'V = 3

15



VA
x+2y=2
I+ (ory=1-— x/2)
//
D (1.1)
y=x/2
0 ] x

Obréazek 10: Obrazek k ptikladu 8.

Priklad 9. Vypocitejte hmotnost vdlce, jeho? pldst je popsany rovnici x? +y? = 4 a podstavy
lezi v rovindch z = —2 a z = 4, pokud je hustota o(x,y,z) primo umérnd vzddalenosti bodu
(x,y,2) od osy vdlce.

Ndpovéda: Valec je umistén v systému soutradnic tak, ze jeho osa lezi na ose z. Funkci
pro hustotu ¢ muzeme psat o(x,y, z) = K+/x2 + y? pro néjaké kladné redlné ¢islo K. Tuto
hustotu integrujeme ptes valec. Pouzijeme tedy cylindrické soutradnice.

Vysledek: m = 32K~

Priklad 10. Vypocitejte integrdal

/// 22 dx dy dz
E

kde E je mnoZina ohranicend shora kouli o poloméru p = 1 a zdola kuZelem, jehoZ pldst je
popsany rovnici ¢ = %.

Napovéda:
Pouzijte sférické souradnice. Meze pro uhel ¢ jsou 0 < ¢ < 7. Integrovana funkce je po
pievedeni do sférickych soufadnic a vynasobeni jacobidnem rovna p* cos? 7 sin ¢.

Vysledek: /// 2 drdydz = -
B 60

Dalsi priklady k procviceni naleznete napt. v [1, 3, 4].
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Matematika B - seminar

Eva Jelinkova

1 Ciselné fady

Pted studiem této kapitoly doporucujeme ctenari pripomenout si téma nekoneénych po-
slouponosti, naptiklad v materidlech Vybérového seminare k Matematice A, kde ¢tenar najde
potiebnou vybavu pro zdarné pochopeni tohoto textu.

7 tématu ciselnych tad jste nejspis ,jochutnali“ uz na stredni skole — jde o nekonecné
soucty cisel. Pokud jde o manipulaci s nekonecnem, je potieba zvlastni péce a opatrnost.
Uvazme tieba piiklad souctu

1—-14+1—-141-14+1—-1+....
Mohli bychom se pokusit soucet spocitat pomoci uzavorkovani:
1-H)+1-H+01-H+1-1)4---=0
ale je mozné také jiné uzavorkovani:
1-1-H-1-H-1-1H—-(1-1)+---=1

Dospéli jsme k zavéru, ze 0 = 1, coz je samoziejmé nesmysl. Dalsim ptikladem nesmyslu je
znamy paradox o Achillovi a zelvé: nejrychlejsi bézec Achilles se snazi dohonit zelvu, ktera je
na zacatku metr pred nim. Zatimco ale Achilles ubéhne onen metr, zelva se posune o kousek
dal. A nez Achilles ubéhne tento dalsi kousek, zelva zase popojde atd. Achilles ji tedy nikdy
nedohoni... opravdu?

Diive, nez si objasnime, jak tyto ptiklady vytesit smysluplné, zavedeme si forméalni defi-
nice.

1.1 Potrebné definice

Definice 1. Nekonecnd rada (redlnych cisel) je vyraz

Zan:a1+a2+a3+...,

n=1

kde ay, as,as, ... jsou redlna ¢isla. Soucet prvnich n ¢lenu tady, tj.

a1+a2+---+an,



nazveme n-ty castecny soucet tady, znacime ho s,. Pokud existuje limita posloupnosti
castecnych souctu rady, rikame, ze dand tada je konvergentni, nebo také, ze rada konverguje.
Cislo

lim s,
n—oo

nazyvame souctem rady. PiSeme

oo
Zan: lim s, = lim (aq +as+ -+ + ay,).

n=1

Pokud soucet neexistuje nebo je nevlastni, fikdme, ze fada je divergentni nebo ze diverguje.
Pokud je soucet tady nevlastni, muzeme také psat

ian = +o00, piipadné i a, = —00.
n=1

n=1
Piiklad 1. Nyni muzeme vidét, kde jsme udélali chybu v piipadu fady
1-14+1—-14+1—-14+1-—-1+....

Posloupnost jejich ¢dstecnych souctu je (1,0,1,0,1,0,...), tato posloupnost nem4 limitu.
Soucet fady tedy neexistuje, a proto nemuzeme psat, ze se rovna nule nebo jedné. O]

Poznamenejme jesté, ze ¢leny fady nemusime pocitat vzdy od prvniho, ale nékdy také
od nultého, pripadné od jiného. Takze muzeme také pracovat s nekoneénymi soucty

;bna ;bnla 257 ;n‘i‘?)

podle toho, co se ndm zrovna hodi. VSimnéte si, ze v prvnim a druhém piipadé scitame
presneé stejné cleny, stejnétak v pripadé tretim a c¢tvrtém.

oo
Véta 2. Je-li fada ’ a, konvergentni, potom plati lim a, = 0.
n—=0 n—00

Dukaz. Je-li fada ) a, konvergentni, oznacme jeji soucet jako L. Potom podle definice

n=0
konvergentni fady plati L = lim s, kde s, je n-ty ¢asteény soucet nasi rady. Protoze ale
n—oo
limita nezavisi na prvnim clenu posloupnosti, muzeme psat také L = lim s, ;. Potom mame

n—oo

lim a, = lim a,,; = lim (sp41 — $,) = lim s,.7 — lim s, = L — L = 0.
n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo

O

Tato véticka nam pomuze snadno odhalit nékteré fady, které konvergentni nejsou: staci

dokazat, ze hodnota jejich ¢lenu se v limité neblizi k nule. Opa¢nym zptsobem to ale neni

tak jednoduché — pokud se ¢leny néjaké rady blizi k nule, fada jesté konvergentni byt nemust,

jak si ukazeme v nasledujici podkapitole. Muzeme tedy fict, ze podminka nh—>nolo a, = 0 je pro

konvergenci fady nutnd, nikoliv postacujici.



1.2 Harmonicka rada
Rada

531—1+1+1+1+
~n 2 3 4 77

se nazyva harmonickd. Snadno vidime, ze jeji cleny konverguji k nule, presto si ukdzeme, ze
fada diverguje. Rozepisme ¢dsteény soucet pro n = 2*:

Sor = 1+
1
T3
1 1
+§+Z_l+
1 1 1 1
tetg oot
1 1 1
T Tt T

Tento soucet odhadneme zdola (protoze jde o soucet koneéného poétu prvku, muzeme s nim
pracovat, jak jsme zvykli — rozmyslete si, Zze zde neni chyba, na rozdil od ptikladu plus
a minus jedni¢ek na prvni strané této kapitoly). Pokud na kazdém tadku nahradime vsechny
sCitance nejmensim z nich, dostaneme dolni odhad:

82k21+
+1+
2
+1+1+
4 4
+1+1+1+1+
8 8 8 8
1 1 1 1 1
+?+?+§+“'+%+§.

Nyni muzeme soucet Cisel na kazdém radku odhadnout zdola: soucet na kazdém radku je
asponi 1/2 (hodnota sé¢itancti smérem dolu klesd vzdy na polovinu, ale pocet séitancu se
naopak az na prvnf dva fadky zdvojndsobuje). Celkovy soucet sy je tedy aspon (k+1)3. To
ale znamena, ze posloupnost ¢asteénych souctu s, ma limitu +oo, a tudiz harmonicka rada
diverguje (soucet je +00). O]

1.3 Geometricka rada

Pokud se ¢tenar na stiedni skole setkal s fadami, pak jisté také s geometrickou fadou
(o.9]
Zaq”:a+aq+aq2+aq3+...,
n=0



kde ¢ je redlny parametr zvany kvocient a a je také realné ¢islo (Casto se mu #iké nulty clen,
protoze se mu rovna).

Véta 3. Necht a # 0. Pro soucet geometrické rady plati ndsledugici:

1. Pokud je |q| <1, pak 3 aq" = 1%,

n=0

2. pokud je |q| > 1, fada Y aq™ diverguje.

n=0

Duikaz. Pro dikaz prvniho ptripadu pouzijeme znamy vzorec 1 — ¢"™ = (1 — ¢)(1 + q +
¢+ -+ q"). ProtoZe ¢ # 1, muZeme psat
1— qn+1

Protoze lim ¢"™! = 0, plati
n—oo

- 1
Zaq”:lim Sp=a .
n—00 1—g¢q
n=0
Pro dikaz druhé ¢asti nahlédneme toto: pokud je |¢| > 1 a navic a nenulové, ziejmé
se ¢leny fady s rostoucim n neblizi k nule. Véta 2 potom iikd, Ze nase fada konvergovat

nemuze. O]

Piiklad 2 (Achilles a zelva). Podivejme se nyni znovu na piipad Achilla a zelvy. Predpokla-
dejme pro jednoduchost, ze oba bézi konstantni rychlosti stejnym smérem po primce, Achilles
je c-krat rychlejsi nez zelva (pro ¢ > 1), v ¢ase to je Achilles v bodé 0 a zelva se nachézi
v bodé 1.

Dale nam zadéni udava, ze v case t; je Achilles v bodé 1. Protoze je zelva c-krat pomalejsi,
ubéhla za tu dobu vzdalenost 1/c. Za dalsi ¢asovy tisek Achilles ubéhne vzdalenost 1/c a zelva
vzdalenost 1/c¢2. Dostavame tedy, Ze vzddlenost Achilla od pocdtku v ¢ase t,, je uréena (n+1)-
nim castecnym souctem rady

0+1+1/c+1/+1/E+ ...,

zatimco vzdalenost zelvy od pocatku v case t, je urCena (n + 1)-nim ¢astecnym souctem
rady

L+1/c+1/+1/E+1/ct+....
Protoze jsme uz vyzbrojeni znalosti geometrické fady, vidime, ze obé tady konverguji ke

stejnému souctu, a to k vyrazu
1 c

1-1 -1
C
Znamena to, ze ve vzddlenosti —% od pocdtku se oba zdvodnici setkaji. A protoze —% je

konecné c¢islo, je ndm jasné, ze tuto vzdalenost ubéhnou v koneé¢ném case. Pro¢ jsme tedy
museli manipulovat s nekoneénym souc¢tem? To proto, ze zadani nam konecny casovy usek
umeéle rozdélilo na nekoneéné mnoho mezikrok.



Fyzikalni odvozeni. Podivejme se na Achilla a zelvu jesté z fyzikalniho hlediska. Predpo-
kladejme podle nasi prirozené fyzikalni zkusenosti, ze se opravdu v konecném case setkaji
ve vzdalenosti d od pocatku. Achilles ubéhne vzdalenost d, zatimco zelva ubéhne vzdalenost
d/c (protoze je c-krat pomalejsi). Setkaji-li se, musi mit oba stejnou vzdélenost od pocatku,
musi tedy platit

d
d=1+—.
c
Prevedenim na druhou stranu dostaneme d(1 — % =1, a tedy
1
d=—5=—.
1—2 c¢—1
C

Vzhledem k tomu, ze vzdalenost zelvy od pocatku ve chvili setkani je také vyjadiena souctem

E (1/¢)", musi se oba vyrazy rovnat, a tedy

n=0

o0

S (/o) = cfr

n=0

o

Timto jsme vlastné odvodili vzorec pro soucet geometrické fady > (1/¢)™. Protoze jsme
n=0
spis zvykli na ¢leny tvaru ¢" pro |g| < 1, polozme ¢ = 1/¢ a dostaneme

I

n=0

Q=

1—q

Q=

coz je (az na vynasobeni nultym ¢lenem fady) nés znamy vzorec. ]

1.4 Absolutni konvergence

Definice 4. Rikdme, ze fada Y a; konverguje absolutné, jestlize konverguje fada 3 |a;|.

n=1 n=1
Piikladem absolutné konvergentni fady muze byt tieba fada ) (’71)", pro kterou vime,
n=1
ze konverguje také fada Z |( ) } Z (%) (v obou piipadech se jednd o geometrickou

n=1

fadu s kvocientem ¢ takovym ze |q| < 1).

o
Véta 5. Jestlize rada Y a; konverguje absolutné, pak tato rada konverguje.
n=1
Véta b ndm dava do souvislosti pojem absolutni a ,obycejné” konvergence: absolutni
konvergence fady znamend i obycejnou. Opacné to ale neplati, tj. konvergentni fada nemusi
byt automaticky také absolutné konvergentni, jak si ukazeme v prikladu 7.



1.5 Kritéria konvergence

V mnoha piipadech neumime urcit soucet konvergentni rady. Casto povazujeme za tspéch,
dokézeme-li u zadané tady alespon rozhodnout, jestli konverguje nebo ne. Jako vyzbroj
muzeme pouzit ruznd tzv. kritéria konvergence, néktera si nyni uvedeme.

Véta 6 (Srovndvaci kritérium). Necht pro kazdé n > 1, pFipadné pro kazdé n > ng, plati
0<a, <b,. Potom plati:

1. konverguje-li fada Y by, konverguje i fada Y ay,
n=1 n=1

o0 o
2. dwerguje-li Tada Y a,, diverguje i fada Y b,.

n=1 n=1

Diukaz. Nejprve nahlédneme, ze pokud se u néjaké nekonecné rady zméni konecné mnoho
pocéatecnich ¢lent, neovlivni to konvergenci — soucet fady (pokud existuje) se jenom zméni
o konecné ¢islo. Diky tomu neni nutné, aby urcita podminka pro ¢leny fady platila od prvniho
¢lenu, ale staci pozadovat, aby platila pro kazdé n > ng pro jisté ng.

Nyni uvazme posloupnosti ¢asteénych souctu: oznacime s, = (a; + -+ + a,) a S, =
(by+---+by,). Ziejme s, < S, a obé posloupnosti {s, 52, a {5,}>, jsou neklesajici. Pokud

je lim S, kone¢na a rovna se realnému cislu L, je potom nutné lim s, také koneéna a mensi
n—00 n—00

nebo rovna L. Ze stejného duvodu plati, ze pokud lim s, neexistuje nebo je nevlastni,
n—oo

nemuze byt koneénd ani lim S,,. O
n—oo

o0
Dodejme jesté, ze srovnavaci kritérium nefikd, jestli z konvergence ,mensi“ fady > a,
n=1

oo
plyne konvergence , vétsi“ fady Y b,. Snadno najdeme piiklad, kdy , mensi“ fada konverguje
n=1
a ,vetsi“ ne, polozme napiiklad a,, = (1/2)" a b, = 2".
K ¢emu se nam hodi srovndvaci kritérium? Je obzvlast vyhodné v piipadé, kdy jsou
cleny tady zadané néjakym slozitym a nepiehlednym vyrazem, ktery ale dokédzeme shora
odhadnout nééim jednodussim, jak uvidime v nasledujicim ptikladu.

Piiklad 3. Rozhodnéme, zda konverguje rada
oo 1 n 1 2
> ) ) )
n n!
n=1

Tato fada ma nezdporné ¢leny, muzeme tedy uvazovat o pouziti srovnavaciho kritéria.
Polozme a,, = ((l)n + (#))2 a hledejme vhodné b,. Pro kazdé n > 2 plati

n

<

Y

Ao

S|

IN



a dale plati také

1 1 1 1\"!
J— < = — .
nl 1-2--(n—1)-n—1:-2---2.2 2

Muzeme tedy odhadnout ¢leny tady takto:
2
_1”+12<1"+1”‘1_
w=\\n n! - 2 2 N
=3 1"y =9 L _ 9 L _ b
B 2 CTom T Tym

o o0
— 4L Rad Z je ztejmé geometricka

Podarilo se nam tedy najit horni odhad b,
]

rada, ktera konverguje. Proto konverguje i rada Z .
n=1

Priklad 4. Rozhodnéme, zda konverguje fada
>
“—~n?+3n

Podle nasi matematické zkusenosti muzeme usuzovat, ze cleny této rady se pro velka n budou
oo

chovat ,néjak jako“ 1/n. Porovnejme tedy zadanou fadu s harmonickou fadou ) -, o které
n=1
vime, ze diverguje. Polozme b, = =-.
Ziejmé pro n > 3 plati, ze n? + 3n < 2n?, takze
n n
> =
n?+3n — 2n? 2n

o

Polozime-li a,, = 5-, je nase fada ) a, konstantnim ndsobkem harmonické fady, ktera je
n=1

o

O

divergentni, musi tedy divergovat i puvodni fada ) b,.
n=1

Véta 7 (Podilové kritérium). Uvazujme tadu » a,, kde a, # 0.
n=1

< 1, pak tada > a, konverguje absolutné.

n=1

Ap+1
Qp,

1. Je-li lim

n—0o0

Ap+1
Qp

> 1, pak rada " a, diverguge.
n=1

2. Je-li lim

n—o0

Piiklad 5. Rozhodnéme, zda konverguje rada

“n2—n+5
P

n=1



Vzhledem k tomu, Ze se ve jmenovateli vyskytuje faktorial, je lakavé vydélit dva po sobé
jdouci ¢leny a zkratit tak vétsinu cinitelu:
any1 (41> —(n+1)+5 n! _onP4n+5 1
an (n+1)! n2—n+5 n2—n+5 n+1
Pro velka n jsou zfejmé cleny nezaporné, vynechame proto absolutni hodnotu a spocteme
limitu:

2 1 5
5 1 1+2+5 1
lim LT = lim n_nt. =10 = 0.
nsoo N2 —n+5 n+1 n—00 1—;—{—? n+1

Protoze limita existuje a je mensi nez jedna, podilové kritérium iika, ze nase fada konverguje.
O

Priklad 6. Rozhodnéme, zda konverguje fada
5

I v tomto pripadé jsou cleny nezaporné. Zkusime spocitat podil dvou po sobé jdoucich
¢lenu:

aper  (n+1)° 3% nP(1+1)P 1 " !
a,  3ntl nd nb 3 n 3
V limite:
1NN’ 1 1
li 1+4—-) = =-.
Podilové kritérium tedy tikd, Ze i tato nase rada konverguje. O

Véta 8 (Leibnizovo kritérium). Necht md posloupnost {a,}°, nezdporné éleny a plati:

Gpy1 < ap pro kazdé n > 1, a soucasné nlggo a, = 0.

Potom rada Z(—l)”an konverguge.

n=1

Piiklad 7. Rozhodnéme, zda konverguje fada

00 _1)
Z(n)_

n=1

Vidime, Ze se jedné skoro o harmonickou fadu, jenom ,,obohacenou* o (—1)". Ovéime, zda
plati predpoklady Leibnizova kritéria: posloupnost {%}fﬁ:l ma nezaporné cleny, je nerostouci
a také plati



y A

n| - R A Sr—

1 9 3 4 5 n n+1 =z

Obrazek 1: Ilustrace k integralnimu kritériu.

o)
o . v o\ v s s~ ~ -~ —1)" . ’ 7
Vse je tedy splnéno a muzeme ucinit zaveér, ze fada % konverguje (zatimco samotnd

n=1
o 1
harmonicka fada ) -, jak vime, konvergentni neni).
n=1
Povsimnéme si, ze jsme prave ziskali priklad tady, ktera je konvergentni, ale neni abso-
o
y ;o S (="
lutné konvergentni — praveé to spliiuje nase fada 21 . O
n=

Ukazeme si jesté jedno kritérium (i kdyz jich existuje jesté mnohem vice). Toto kritérium
dava do souvislosti fady se zdanlivé uiplné jinou oblasti matematiky, uvidime vsak, ze spolu
souvisi.

Véta 9 (Integrdlni kritérium). Necht funkce f(z) definovand pro x > 1 je nerostouci spojitd
funkce, spliugici navic podminku f(x) > 0 pro x > 1. Pak [ f(x)dx konverguje prdvé tehdy,
1

kdyz konverguje tada Y f(n).

n=1

o

Vsimnéme si, ze ve vyrazu [ f(z)dx se jednd o konvergenci nevlastnfho integrélu redlné
1

funkce, zatimco Y f(n) je nekonecény soucet ¢isel (ne funkei, ale funkénich hodnot). Tuto

n=1
vétu si formalné dokazovat nebudeme, ale k ziskani intuitivnitho pochopeni ndm pomuze
obréazek 1.
o

Podivejme se na obrdzek 1 spolecné. Integral [ f(z)dz lze shora odhadnout souctem
1
plochy obdélniku (na obrazku téch vyssich sloupcu):

/f(:z:)dxéf(l)-1+f(2)-1+f(3)-1+f(4)-1+---+f(n)-1+...

9



Lze dokazat, ze pokud fada konverguje, potom je i velikost plochy pod grafem funkce f(x)
konecnd, tedy integral také konverguje. Na druhou stranu lze integral zespoda odhadnout
sou¢tem plochy nizsich obdélniku:

/f(:c)dxzf(2)-1+f(3)-1+f(4)-1+---+f(n+1)-1+...

a lze dokazat, ze pokud fada diverguje, je také plocha ohranicena grafem funkce nekonecna,
tj. integral také diverguje.

Priklad 8. Rozhodnéme, zda konverguje rada

o0

1
P2
n=1
Pocitejme
1 17 1
/—2dx = {——} = lim <——> —(-1) =1
X X 1 T—00 x
Protoze integral konverguje, podle kritéria konverguje také rada. O

Priklad 9. Rozhodnéme, zda konverguje fada

=1
>

2
n=1 n

Pocitejme opét integral:

o0

/#dx = [33;1/3]<1>° _ JEEO (31’1/3) _3— 100
1

Integral diverguje, takze diverguje také rada. O]

2 Cviceni

Cviceni 1. Urcete soucet fad Z(—l)"4—n, >
n=0 n=0

Cviceni 2. Rozhodnéte, zda nasledujici fady konverguji:

0 on o0 on & 22n 0 on+5 & N .
Z_;Wv Z_;g_n Zg—na Z_; 3 ;(3 -2,

u konvergentnich fad urcete také soucet.

Cviceni 3. Rozhodnéte, zda nésledujici fady konverguji:

10
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Vybérovy seminar k matematice B

Miroslava Dubcova

1 Uvod do teorie mocninnych rad. Bodova, absolutni
a stejnomeérna konvergence.

Nejdrive si definujeme funkéni fadu a jeji bodovou a stejnomérnou konvergenci.

1.1 Funkéni rady.
1.1.1 Bodova konvergence.
Definice 1. Necht n € N a f, jsou redlné funkce jedné rediné proménné definované na

intervalu I. Potom Tadu Z fu(z) nazgvame funkéni fadou v I. Rikdme, Ze fada Z fn(x)
n=1 n=1
konverguje bodové v mnozine D C I, jestlize pro kaZdou hodnotu x € D konverguje

o0
¢iselnd rada E fn(x). MnoZinu D nazgvame oborem konvergence fady. Oznacime-li s,,(x) =
n=1

Z fulz) cdstecny soucet tady a plati-li im s,,(x) = s(z), pro x € D, potom piseme

m—00
n=1

ifn(:c) = s(x), prox € D.

(e}
Jestlize Tada Z | fu(2)| konverguje bodové v mnozine D C I, fikame, Ze Tada konverguje
n=1
absolutné.
Dulezitou otazkou tykajici se fad funkei je to, zda se vlastnosti jednotlivych ¢lenu rady
(spojitost, existence derivace, apod.) prenasi také na soucet rady. Bodova konvergence ndm
k tomu nestaci, musime proto zavést silnéjsi typ konvergence.

1.2 Stejnomeérna konvergence.

[e.e]
Definice 2. Rikdme, Ze fada Z fn(z) konverguje stejnomérné k souctu s(x) na intervalu
n=1
I, jestlize posloupnost {s;, ()}, jejich édstecnyjch soucti konverquje stejnomérné k funkci
s(x) na I (piseme s, =% s), tj.

Ve > 03ng € N takové, Ze Vo € I a¥Vn € N, n > ng plati |s,,(z) — s(x)| < e.



Je tieba si uvédomit, ze slabsi vlastnost bodové konvergence znamena

Vo € IVe > 03ng € N takové, ze a Vn € N, n > ng plati |s,,(z) — s(z)| < e.

[e.o]

Véta 1 (Weierstrassovo kriterium). Nechf a, > 0 a Zan konverguje. Necht pro vsechna

n=1

x € I a vSechna n € N plati | f,(z)| < a,. Potom tada Z fn(z) konverguje stejnomérné na

n=1
I.
Priklad 1. Rozhodnéme, kde fada konverguje stejnomérné

o .
Sin nx
Z on -

n=1

Pouzijeme Weierstrassovo kritérium

sin nx < 1 cR
— pro = .
on | = P
Rada Z on konverguje (je to geometricka fada s kvocientem %), tedy dand fada konverguje
n=1

stejnomérné v R.

Véta 2. Necht tada funkci an(x) konverguje stejnomérné na I a md na I soucet s(x).
n=1

Jsou-li vSechny funkce f,(x) na I spojité, pak je na I spojitd také funkce s(x).

Stejnomérna konvergence tedy zachovava spojitost.

Véta 3. Necht rada funkcz”z fn(x) konverguje stejnomérné na I = [a,b] a md na I soucet

n=1
s(z). Jsou-li vsechny funkce f,(x) na I integrovatelné, pak je na I integrovatelnd také funkce

s(z) a plati

[ stwar = i [ @ b [ (2 fn(x)> ar = i [ nae

Stejnomérna konvergence tedy zachovava existenci integralu.

Piiklad 2. Vypoctéte /2 (ann1> dz.
0 n=1

oo
Rada Z n "' konverguje stejnomérné na [0, 1] (podle Weierstrassova kritéria). Plat{ proto

n=1

/05 (gm”—l) dr = i(/jnm”_ldx> - Y = izin .

n=1 n=1 n=1

N[

O~
N —=



Véta 4. Necht rada funkci an(x) konverguje na otevrreném intervalu I = (a,b) a md

n=1
na I soucet s(x). Necht Fada funkcz’z fr(x) konverguje stejnomérné na I. Maji-li vsechny

n=1
funkce f,(x) na otevieném intervalu I derivaci pro vsechna n € N, potom md také funkce

s(z) derivaci na I a plati

Sa)yde = Y fi(z)dz, 1 <an<x>> = > filx).

Stejnomérna konvergence tedy zachovava existenci derivace.

2 Mocninna a Taylorova rada.

2.1 Mocninna rada. Polomér konvergence.

Definice 3. Radu tvaru

[e.9]
Z an(z — z0)" |
n=0

kde xg,ag,ay,... jsou redlnd cisla, x je proménnd, nazyvdme mocninnou fadou. Cisla
ag, a1, . .. nazyvame koeficienty a cislo xy stred mocninné rady.

Pro zvolenou hodnotu proménné x je mocninnd fada Ciselnou fadou. Souc¢et mocninné
fady predstavuje jistou funkci, definovanou pravé pro ty hodnoty proménné x, pro které
odpovidajici ¢iselnd fada konverguje.

o0

Piiklad 3. Mocninnd fada Y z™ (se stfedem xo = 0) je geometrickou fadou s kvocientem
n=0

z, a tedy konverguje pravé pro x € (—1,1) a pro jeji soucet plati

- 1
E " = proz € (—1,1) .
—~ 11—z

Poznamka: Soucet geometrické fady
oo . 1
Zq =—— prolg <1.
n=0 1- q

Véta 5. Necht > an(x — x9)" je mocninnd Fada. Pak existuje ¢islo R € (0,+00) (j. R €
n=0

(0,400) nebo R = +00), takové, Ze:

1. Je-li R =0, pak dand mocninnd rada konverguje pouze pro x = xo a pro ostatni x # xg
diverguge.



2. Je-li R € (0,400), pak dand mocninnd tada konverguje absolutné pro kazdé
x € (xg — R,z + R) a diverguje pro kazdé x € (—oo,xg — R) U (zg + R, +00).

3. Je-li R = 400, pak dand mocninnd rada konverguje absolutné pro kazdé x € R.

C'islo R nazyvdme polomérem konvergence mocninné rady.

oo
Polomér konvergence mocninné fady > a,(z — xo)" je mozno uré¢it pomoci podilového
n=0
kritéria. Oznacme

R = lim n

n—o0

an+1

Ukazeme, ze R je polomér konvergence dané mocninné rady. Plati

g1 (T — 20)" i1 (T — x0) At

an

lim = |x — zo| - lim
n—oo

n—oo

= lim
n—oo

an (T — x0)" "

Odtud okamzité plyne, Ze pro |x—x¢| < R mocninnd fada konverguje absolutné a naopak pro
|z — x| > R diverguje. Tedy R je polomérem konvergence dané mocninné rady. V piipadé
2. véty 5, tj. v ptipadé R € (0, 4+00), nelze fici obecné nic o konvergenci mocninné fady pro
r =x9— R ax = x¢+ R. Existuji ptiklady, kdy mocninna fada konverguje jak pro x = xg— R
tak pro z = xg + R, priklady kdy konverguje pouze pro jednu z téchto hodnot, i priklady;,
kdy pro obé z téchto hodnot diverguje.

Piiklad 4. Urcete, pro které hodnoty proménné = konverguje fada %
n=1

Protoze
xn+1
n+1

n

= lim
n—oo

lim
n—oo

x .

n—+1

je podle podilového kritéria dand fada absolutné konvergentni pro = € (—1,1) a divergentni
pro z € (—oo, —1)U(1, +00). Polomér konvergence dané mocninné fady je tedy roven 1. Pro
x = 1 je dana fada harmonickou fadou, a tedy rfadou divergentni, pro x = —1 je dana tada

S 1
fadou Z:(—l)"—7 ktera podle Leibnitzova kritéria konverguje.
n
n—1
2.2 Taylorova rada.

Definice 4. Necht funkce f md v bodé x¢ derivace viech vddi. Taylorovou Ffadou funkce
f se stredem v xy rozumime Tadu

2 rn) (4
Zf n<' 0)(x_x0)n )
n=0 :

Priklad 5. Odvod'te Taylorovu fadu funkce f(z) = e se stiredem v bodé zy = 0 a urcete,
pro ktera x tato rada konverguje.



Pro f(z) = e” je f(x) = e®, a tedy f™(z¢) = 1. Taylorova fada je tedy fada

o0 xn
PR
n=0
Vysetteme konvergenci této fady podilovym kritériem:
xn+1
li (n:nl)! = lim ‘ =0 pro kazdé z €R .

Rada fL—r,L tedy konverguje pro kazdé x € R. Soucet Taylorovy fady, pokud existuje, budeme
n=0

znacit symbolem T'(z). Protoze Tayloruv polynom T,,(x) n-tého stupné funkce f v bodé

xo je pravé n-tym castecnym souctem Taylorovy rady této funkce, je podle definice

T(z) = lim T,(x) .

n—oo

V dalsim se budeme zabyvat otdzkou, kdy f(z) = T'(x). Z Taylorova vzorce f(x) = T,(x) +
R, (x) dostaneme limitnim pfechodem pro n — oo

f(z) = lim T, (x) + lim R,(z) =T(z) + lim R,(z) .

n—oo n—oo n—00

Z této rovnosti plyne, ze f(x) = T'(z) praveé pro ta z, pro kterd je lim R, (z) = 0.
n—oo
Tim jsme dokazali nasledujici vétu:

Véta 6. Pro soucet T(x) Taylorovy tady funkce f se stredem v xq plati

T(x) = f(x) pravé tehdy, kdyz lim R,(z) =0 .
n—oo

Je dulezité poznamenat, ze existuji funkce, které maji v bodé xq vsechny derivace, a tedy
maji Taylorovu fadu, jejiz soucet se dané funkci v okoli zy nerovna. Pro tyto funkce ziejmé
lim R,(x) # 0. Piikladem takové funkce je funkce
n—oo

1
_ ) e pro z#0
/(@) { 0 pro x=0.

Graf funkce f(z):

<




Lze ukézat, ze T'(x) = 0 pro vSechna x € R.

1
h) — f(0 Tz z —% h
f'(0) = lim J(h) = J(0) — lim " = lim b — lim B2 — lim —— =0,

h—0 h h—0 h h—0 gpz  h—0 _%ep h—0 9a7z

pY _ f 2 2 _38 4L 1
f7(0) = lim f'th) = 1'(0) — 1im 22 _ i B — Jim —2— = lim -~ = lim R —0,

h—0 h—0 h—0 o732 h—0 _%ehﬁ h—0 a7,2 h—0 _ 2 o332
podobné
f'(0) = f"(0) =+ = f*(0) =0 pron €N.

T()=0 = fa)+T().

[lustrujme si pouziti véty 6.
Priklad 6. Ukazeme, ze
ex:Z— pro kazdé x € R .

Z predchoziho piikladu 5. vime, ze fada > fL—T,L je Taylorovou radou funkce e” se stfedem
n=0
v xg = 0 a ze tato fada konverguje pro kazdé x € R. Pro pevné zvolené x € R plati prodle
véty o zbytku v Taylorové formuli.

C

R,(x) = ﬁx”“ , kde ¢ lezi mezi z a x.
n !
Ziejmeé ¢ L
R, S D 2 0 Pl PN e
@)l = |G | S
Ukazeme-li, ze nlg& (flnTT), = 0, pak nutné i 7}13)10 R, (z) = 0. Ale fada ) %7 je fadou konver-

n=0
gentni, a tedy podle nutné podminky konvergence rady je
T InJrl
lim — = lim — =0.

n

Protoze
lim R,(z) =0,

n—0o0

plati
o0 I‘n
e’ = E —~ pro kazdé x € R .
n!
=0

Na zévér tohoto odstavce uvedme Taylorovy fady nékterych funkei, spolu s intervaly, kde
se témto funkcim rovnaji:



sin x

COS T

In(z+1)

arctg x

n=0
00 x2n+1

_ n R
;( Vet t €
0 2n

e

—1)" R
;( S T
S ()T re (<1,1)
n=1 n
S 2n+1



Matematika B - seminar

Pavel Pokorny
Ustav matematiky, VSCHT Praha
Pavel .Pokorny@vscht.cz

1  Strucény tvod do teorie dynamickych systémi, jedno-
duché modely biologickych a chemickych procest.

1.1  Uvod

Nékteré chemické, mechanické, elektrické, biologické a jiné systémy, které se vyvijeji v Case,
lze pomérné dobie popsat matematickymi vztahy. Pouzivame k tomu zejména diferencialni
a diferen¢ni rovnice. Ve skole se pilné procvicuji diferencialni, my se zde budeme vénovat
tém diferenc¢nim.

1.2 Diferencni rovnice

Prikladem diferen¢ni rovnice je rekurentné zadané posloupnost, napf.
T+l = 2[L'n
Pro kladnou pocatecni podminku, napf.
o = 1
snadno spoc¢teme prvnich par ¢lent této posloupnosti
T = 2, To = 4, T3 = 8, Ty = 16.

Obecné

Ty = 292",

Dostavame geometrickou posloupnost, ktera exponencialné roste pro libovolnou kladnou po-
¢atecni podminku. Pro zp = 0 mame konstantni feseni z,, = 0. A pro zdpornou pocatecni
podminku zy < 0 posloupnost exponencialné klesd do minus nekonec¢na.

Misto dvojky miize byt v rovnici obecny koeficient, napt. ¢. Pak vztah

Tp+1 = qTn

urcuje posloupnost
n
Ty = Toq .



Pro g > 1 a xq > 0 bude posloupnost x,, opét exponencialné rist. Pro ¢ = 1 bude konstantni.
A pro 0 < ¢ < 1 bude exponencialné klesat k nule. To je piipad biologické populace, kdyz
hladovi a vymira. Nebo osud nasSich uspor, jejichz hodnotu snizuje inflace. Takto se také
snizuje mnozstvi latky, ktera se rozpada radioaktivni reakci nebo chemickou reakci prvniho
radu.

Pro zaporné koeficienty se budou stfidat znaménka ¢&isel z,,. Pro —1 < ¢ < 0 se budou
x, blizit k nule. Pro ¢ < —1 budou v absolutni hodnoté rist do nekonec¢na.

Jaké jevy tento dynamicky systém popisuje? Index n zde hraje roli diskrétniho casu.
Slovem diskrétni zde nemyslime néco nemoralntho, o ¢em bychom radéji neméli hovotit, ale
to, ze ¢as uvazujeme v izolovanych c¢asovych okamzicich s pevnym ¢asovym krokem. Tak
napt. rist poc¢tu bakterii nebo jinych biologickych jedinci, pokud maji dostatek potravy
a pfihodné zivotni podminky, se v ¢ase zvétsuje pravé timto zplisobem, kdyz jej méfime
v ekvidistantnich ¢asovych okamzicich. To je mozné, ale pouze po urcité omezené obdobi,
dokud jedinci nespotiebuji potravu.

Podobné se bude vyvijet nas dluh, pokud si pijéime ¢astku xg korun s pevnym trokem,
napi. 4 % p.a. Pak bude koeficient ¢ = 1.04.

Obecnéji muzeme psat

Tnt1 = [ (@), (1)
kde f je readlna funkce jedné redlné proménné. Rovnice predstavuje jednoduchy, ale velice
zajimavy a uzitecny dynamicky systém. Nékdy hovofime o dynamickém systému s diskrétnim
¢asem, nékdy trochu nepresnéji strucné o diskrétnim dynamickém systému. Tomuto vypoctu,
kde vysledek funkce dosazujeme opakované zpét jako argument funkce, se rika iterace. Jde
vlastné o skladani funkce sama se sebou.

Vztah nam dovoluje spocitat novy stav x,.1 ze znalosti predchazejiciho stavu z,,.
Nékdy se podari najit formulku pro primy vypocet x, na zékladé znalosti n a ng, ale to jen
ve vyjimecné jednoduchych piipadech, jako byl ten predchazejici.

Existuje uzitecna grafickd metoda, ktera nam dovoli na zékladé grafu funkce f nalézt fadu
dilezitych vlastnosti chovani takto rekurentné zadané posloupnosti, viz obrazek [I} Napf. pro
funkci f(x) = 1+ § a pocatecni hodnotu x5 = 0.1 snadno spocitame prvni nékolik hodnot
posloupnosti z,,

Ty = 01,

r1 = 1.05,
zo = 1.525,
x5 = 1.7625,
z, = 1.88125,
zs = 1.94063,
ze = 1.97031,
z; = 1.98516,
zs = 1.99258,
x9 = 1.99629.

Lze vypozorovat, ze hodnoty x,, rostou, a to ¢im dal tim pomaleji a blizi se hodnoté priblizné
2. Vypocet prvni hodnoty x; z pocateéni podminky xq lze provést graficky tak, ze hodnotu
xo = 0.1 vyneseme na ose r a k ni najdeme prislusnou funkéni hodnotu tak, ze vedeme
svislou tsecku z bodu (¢, 0) do bodu (zo, z1) na grafu funkce f. Pak chceme dosadit funkéni
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Obrazek 1: Graf funkce f (Zluta kiivka) spolu s grafem identity y = x (modra kiivka) dovo-
luji na¢rtnou nékolik svislych a vodorovnych tsecek (hnéda kiivka), které ukazuji postupné
iterace funkce f.

hodnotu zpét do funkce samotné jako jeji argument, tedy v roli x. To graficky provedeme tak,
ze z bodu (zg, 1) vedeme vodorovnou tusecku na thlopficku do bodu (x1, ). Dale se tyto
dva kroky opakuji. Tim vznikne cik-cak ¢ara ze svislych a vodorovnych tusecek. Na obrazku
je nakreslena hnédou barvou.

Tento obrazek nam pomiize vyslovit nékolik uzite¢nych zavéri o dynamickém systému
. Pruseciky grafu funkce s ptimkou y = z jsou pevné body, spliuji podminku

f@") = (2)

a maji tu dilezitou vlastnost, ze pro poc¢atecni podminku xq = z* plati x,, = z* pro vSechna
n.
Dilezita je otazka stability takového pevného bodu. Pro dynamicky systém

Tp+1 = qTn

jsme videéli, ze pro —1 < ¢ < 1 se hodnoty z,, blizi k nule. Nula je zde stabilni pevny bod.
Pro |g| > 1 se hodnoty x,, od nuly vzdaluji, nula je zde nestabilni pevny bod.

V obecném pripadé roli nuly prebira pevny bod x* dany podminkou a roli koeficientu
q prebira derivace v tomto pevném bodé f'(z*).

Pokud funkce f obsahuje parametr, pak pi zméné parametru muze dojit ke zméné hod-
noty derivace v pevném bodé. Pokud dojde také ke zméné stability pevného bodu, dochazi
ke kvalitativni zméné chovani dynamického systému, které se rika bifurkace. Ukazme si to
na logistickém zobrazeni, kdy budeme iterovat kvadratickou funkeci.



1.2.1 Logistické zobrazeni
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Obrazek 2: Graf funkce f(z) = ax(1l — z) nazyvané logistické zobrazeni, pro hodnotu para-
metru a = 4.

Uvazujme iteraci funkce
f(x) = ax(l — )

s parametrem 0 < a < 4. To je pfirozené zobecnéni vyse uvedeného systému. Roli koeficientu
q zde hraje vyraz a(1 — z). Pokud se vratime k nasi biologické interpretaci, tak pro malé
populace, tedy pro x blizké nule, se bude systém pro a > 1 mnozit. Se vzristajicim poctem
jedincii se po urc¢ité dobé objevi nedostatek potravy. To priblizné vyjadiuje zavorka (1 — x).
Jedinci se prestanou tak rychle mnozit a miize dokonce dojit k thynu.

Pokud chceme povazovat x za pocet nebo koncentraci biologickych jedinci, pak budeme
uvazovat pouze nezaporné hodnoty x a f(z). To bude splnéno pro

0<xr<1

0<a<4.

Proto budeme tento dynamicky systém uvazovat pouze pro tyto hodnoty proménné z a
parametru a.

Jedna se o kvadratickou funkei, grafem je parabola prochézejici body (0,0) a (1,0) s ma-
Ximem pro xr = %, viz obrazek

Jak budou vypadat pevné body dynamického systému

Tp1 = axp(l —x,)7?
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Obrazek 3: Zavislost pevnych bodu z* na parametru a pro logistické zobrazeni. Plna ¢ara
znamend stabilni pevny bod, ¢arkovanéd ¢ara znamené nestabilni pevny bod, jak bude vy-
svétleno dale.

Najdeme je feSenim rovnice
ar(l —x) ==x.

To je kvadraticka rovnice, ktera méa dva realné koreny
* *
7 =10 To=1——.
1 ’ 2 a

Obrazek |3 ukazuje zavislost téchto pevnych bodi na parametru a.

1.2.2 Stabilita pevnych bodi

Vysetfeme stabilitu téchto dvou pevnych bodua. Pevny bod z* je stabilni, pokud |f/(z*)| < 1,
a nestabilni pokud |f’(z*)| > 1. Spo¢téme tedy derivaci funkce f(x) = az(1 — x) v pevnych
bodech 27 =0, a 25 =1 — le

f'(x) =a—2ax

f'(@)) =a
f'(x3) = a—2a(1 — é) =2—a.

Pevny bod z7 = 0 bude stabilni pro a < 1 a nestabilni pro a > 1 (uvazujeme stale pouze
hodnoty parametru 0 < a < 4). Pro rostouci parametr a pfi prechodu pies kritickou hodnotu
a = 1 pevny bod z7] = 0 ztrati stabilitu. To je srozumitelny jev. Pro malé a je slabé mnozeni
biologickych jedinci a tito vymiraji. Pro velké a je mnozeni silné a pocet jedinci zpocatku



roste, priblizné exponencidlné. Pro tuto hodnotu parametru a = 1 také dochazi k priseciku
grafi zéavislosti pevnych bodu na parametru a, viz obrazek [3

Pevny bod z3 bude stabilni pokud |2 — a| < 1. Pro rostouci a tento pevny bod ziska
stabilitu pro a = 1 (pfesné, kdyZ prvni pevny bod stabilitu ztraci, tedy muZzeme Fici, Ze si
tyto dva pevné body pro a = 1 vyméni stabilitu). A stabilitu ztrati pro a = 3. Na obrazku
plna cara znaci stabilitu, ¢arkované ¢ara nestabilni chovani.

1.2.3 Bifurkace zdvojeni periody
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Obrazek 4: Pro hodnotu parametru a = 3.1 se pro pocateéni podminku zq = 0.1 hodnoty
x, neblizi jednomu ¢islu, ale stfidavé dvéma ¢islim, priblizné 0.56 a 0.76.

A co se stane, kdyz parametr a prekro¢i hodnotu a = 37 Provedme si maly numericky
experiment. Pro hodnotu parametru napt. a = 3.1 a poc¢ate¢ni podminku napt. o = 0.1 si
spo¢téme nékolik hodnot x,,. To 1ze provést napf. pomoci matematického software Mathe-
matica pomoci téchto prikazi

In[1]:= flx_] := 3.1*x*x(1 - x);

In[2] := NestList[f, 0.1, 19]

Out[2]= {0.1, 0.279, 0.623593, 0.727647, 0.614348,
0.734466, 0.60458, 0.741095, 0.594806, 0.747136,
0.585663, 0.752252, 0.577744, 0.756263, 0.571421,
0.759187, 0.566748, 0.761189, 0.56352, 0.762492%}

Vidime, Ze hodnoty x, se po pocateénim prechodném obdobi postupné blizi sti¥idaveé ke
dvéma riznym ¢&islim, piiblizné 0.56 a 0.76. To ukazuje obrazek [l
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Obrazek 5: Zéavislost dvouperiodickych bodu z, a x, na parametru a.

Jak muzeme nalézt tato dvé ¢isla (oznac¢me si je z, a xp), ke kterym se hodnoty z,
sttidavé blizi? Mélo by pro né platit

f(xa> = Tp f(xb) = Zgq,
tedy méla by to byt feseni rovnice
f(f(z) ==
To je pevny bod druhé iterace funkce f, neboli-li dvouperiodicky bod funkce f. To pro
f(@) = ax(1 - a)

vede na rovnici
alax(l —z))(1 — (ax(1 —2))) ==

a po odecteni pravé strany
a(ax(l —2))(1 — (ax(l —x))) —x =0.

Na levé strané je mnohoclen 4. stupné. Ten mé 4 kotfeny. Dva kofeny uz znédme, jsou to pevné
body funkce f, tedy body 27 =0a 25 =1 — % Kdyz vydélime tento mnohoclen 4. stupné
mnohoclenem a(z — x7)(z — x3), dostaneme po upravé kvadratickou rovnici

a’r® —ala+1r+a+1=0.

Ta méa pro a > 3 dva realné kofeny

_a+a2:|:\/a2—2a—3

Lab = 202 )




které v zavislosti na parametru a ukazuje obrazek |5, Pro kontrolu si miizeme spocitat tyto
dvouperiodické body pro hodnotu parametru a = 3.1 a dostaneme x, = 0.558014 a x;, =
0.764567, coz je ve shodé s nasim predchozim odhadem (0.56 a 0.76).

Této kvalitativni zméné chovani se fik4 bifurkace zdvojeni periody, anglicky period doub-
ling bifurcation.

1.2.4 Kaskada zdvojovani periody

Xn

Obrazek 6: Zéavislost hodnot x,, na parametru a ukazuje kaskddu zdvojovani periody.

P1i rostoucim parametru a toto dvou periodické feSeni opét ztrati stabilitu a vznikne
dalsi bifurkaci zdvojeni periody nové FeSeni, tentokrate jiz s periodou 4. A tento proces
se opakuje a vznikaji tak feSeni s periodou rovnou celoc¢iselnym mocnindam dvou. Intervaly
mezi bifurkacemi se zkracuji. Dobrou predstavu lze ziskat, kdyz si nakreslime obrazek, kde
pro ruzné hodnoty parametru a zvolime urcitou pocatecni podminku xq, provedeme nékolik
iteraci

Tpy1 = f(xn)

bez vykreslovani a pak spoc¢itame nékolik iteraci, pii kterych budeme vynaset body (a,z,).
Vysledek ukazuje obrazek [0}
Vysge popsané jevy ukizané na jednoduchém dynamickém systému, iterace kvadratické

funkce, jsou casté i pro slozitéjsi dynamické systémy, jak v podobé matematickych modeli,
tak u realnych systémii prirodnich i technickych.
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1 Deterministicky chaos

1.1 Uvod

Clovéka odpradévna zajimaly jevy, které nebylo snadné predvidat. Pojd'me
se podivat, jaké moznosti nam dava dnesni matematika pro studium zdéanlive
tajemnych procesu.

Xn
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Obrazek 1: Zavislost hodnot x,, na parametru a ukazuje kaskadu zdvojovani
periody.



Navazeme na Struény tvod do teorie dynamickych systému, kde jsme

podrobné studovali logistické zobrazeni, tedy kvadratickou funkci

f(x) = az(1 - =)

a jeji iterace, tedy diskrétni dynamicky systém

Tpy1 = f(xn>

(1)

Ukazali jsme si, ze pro rostouci parametr a dochazi nejdiive pii prekroceni
hodnoty a = 1 ke ztraté stability pevného bodu z7 = 0 a k ziskani stability
pevného bodu x5 = 1— é Pak pri prekroceni hodnoty a = 3 dojde k bifurkaci
zdvojeni periody, kdy pevny bod z} ztrati stabilitu a vytvori se nové stabilni
dvouperiodické Teseni. Pak néasleduje kaskdda zdvojovani periody, kdy vzni-
kaji periodicka feSeni s periodou rovnou celo¢iselnym mocnindm dvou. To

pékné ilustruje obrdzek [I] ktery si tu pripomene.

1.2

f(x)
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Obrazek 2: Graf funkce f(z) = 4x(1 — x) (zlutd parabola) a nékolik iteract
zobrazenych jako posloupnost hnédych tisecek, pro poc¢atecni podminku xy =

0.1



Pojdme se podrobnéji podivat, jak se tento dynamicky systém chova
napf. pro hodnotu parametru a = 4. Muzeme zvolit pocatecni podminku,
napi. o = 0.1 a spocitat nékolik iteraci funkce f tak, ze vycislime z; = f(xg)
a vysledek opét dosadime do funkce f atd. viz obrézek [2] Tak dostaneme
posloupnost ¢isel

0.1, 0.36, 0.9216, 0.289014, 0.821939, 0.585421, 0.970813,
0.113339, 0.401974, 0.961563, 0.147837, 0.503924, 0.999938,
0.000246305, 0.000984976, 0.00393603, 0.0156821, 0.0617448,
0.23173, 0.712124,

V této posloupnosti na prvni pohled neni vidét zadny rad. Hodnoty se zdén-
livé nepravidelné stiidaji v intervalu (0;1).

Co kdybychom pocateéni podminku xg = 0.1 trochu zménili, napf. na
xo = 0.101. Protoze je funkce f spojita, tak mald zména argumentu vyvola
malou zménu vysledku. Pak misto

£(0.1) = 0.36

dostaneme
£(0.101) = 0.363196.

Tedy odchylka po prvnim kroku je
dy = f(0.101) — f(0.1) = 0.003196.

A jak se zmeéni dalsi hodnoty z,?7 Jak se bude odchylka vyvijet? Ukazuje
se, ze odchylka roste, zpoc¢atku piiblizné exponencialné, az nabude hodnot
srovnatelnych s z,,, a pak se bude opét nepravidelné ménit. Pro nase hodnoty
pocatecnich podminek 0.1 a 0.101 dostaneme odchylky

0.001, 0.003196, 0.00353866, -0.0119853, -0.0208044,
0.0518508, -0.046187, 0.165431, 0.402255, -0.331785,
0.784794, -0.252599, -0.247297, 0.744443, 0.759524,
0.724604, 0.775396, 0.59935, 0.664465, -0.340003,

1.2.1 Citliva zavislost na pocatecnich podminkach

Tomuto typu chovani dynamického systému, kdy mald zména pocatecni pod-
minky roste v case az nabude hodnot srovnatelnych s hodnotami stavové



promeénné, se fika citliva zavislost na pocatecénich podminkéch a je to pruvod-
ni jev typu chovani, kterému se iiké deterministicky chaos. V populédrni lite-
ratufe se tomu fika motyli efekt, protoze je-li pocasi na Zemi jako dynamicky
systém v chaotickém rezimu, pak nepatrnd zména pocatecnich podminek dnes
(napf. to, kdyz motyl zaméva kiidly) muze znamenat zdsadni zménu pocasi
za pul roku na opacné strané Zemékoule.

A

Obréazek 3: Zavislost Lyapunovova exponentu A na parametru a ukazuje
pro a blizké 4 kladné hodnoty A, coz je indikator chovéni, kterému tikame
deterministicky chaos.

Pojd'me se podivat, jak lze zdvislost na pocatecni podmince vyéislit. Tuto
zavislost budeme mérit pomoci derivace. Ze vztahu

Iy = f(%)
plyne
dl‘l ,
drg f' (o).

Pouzitim pravidla pro derivaci slozené funkce ze vztahu

zy = f(x1) = f(f(20))



dostaneme
dl’g

d—% = f'(z1) f' (o).
Ke stejnému vysledku dospéjeme i takto
dlEQ dl’g de’l

= ——— = f'(z1) f'(20).

dl‘o N dl’l dﬂ?o

A pro obecné n

d.TO

n—1
don _ 17 ).

=0
Jestlize chceme popsat, jak se odchylky prumérné zméni v jednom kroku,
vezmeme z tohoto souc¢inu n-tou odmocninu. A jestlize vysledek v absolutni
hodnoté zlogaritmujeme a uvazime limitu pro n — oo, dostaneme dulezitou

velic¢inu, kterd se nazyva Lyapunoviuv exponent

A= lim In
n—oo

n—1 n—1

1 /
[T177Ga = Jim = o[£/ (z)].
=0 =0

Je to tedy prumérna hodnota logaritmu absolutni hodnoty derivace v jednot-
livych bodech x;. Pozorného ¢tenare jisté napadne, ze Lyapunovuv exponent
A zavisi na pocatecni podmince xy a na hodnoté parametru a. Ano, je to tak,
napi. pro zg = 0 ze vztahu

f(z) =azx(1—z)

dostaneme
a ze vztahu
dostaneme

takze

A=Ina.
Ale pro vétsinu ostatnich pocateénich podminek je pro vypocet A nutné po-
ctive pocitat vSsechny hodnoty x; a v nich vyéislovat derivaci. To lze s vyhodou
dnes provadét na pocitaci. To lze pomoci matematického software spocitat
timto piikazem



ListPlot[Table[{a,Mean[Log[Abs[a*(1-2#)&/ONestList [a*#*(1-#)&,0.1,100]]1]11},{a,0,4,0.001}]]

Program, ktery se d4 napsat na jedinou fadku, se nékdy nazyva oneliner.

N

by tento vypocet mohl vypadat takto

# include <stdio.h>
# include <math.h>
int main()
{
int 1i,j,ni=1000,nj=1000;
double x,w,a,al=0,a2=4,da=(a2-al)/ni;
for (i=0;i<ni;i++){
a = al + ixda;
w = 0;
x =0.1;
for (j=0;j<nj;j++){
w += log(fabs(a*x(1-2%x)));
x = a*x*x(1-x);
+;
w = w/nj;
if('isinf(w) && !isnan(w))printf("%g %g\n",a,w);
};
return(0) ;
} /* main */

Vysledna zavislost Lyapunovova exponentu na parametru a pro nas studo-
vany dynamicky systém ukazuje obrézek [B] Pro nékteré hodnoty parame-
tru a blizké ¢islu 4 je Lyapunovuv exponent A kladny. To znamena citlivou
zéavislost na pocatecnich podminkach a pro nas systém to znamena chovani,
které nazyvame deterministicky chaos.

Zajemcum o podrobnéjsi informace o této krasné kapitole moderni mate-
matiky lze doporucit prace [I] a [2].
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