Jemny avod do variaéniho poctu

Pfiroda a lidé maji rady extrémy.
m minimalizace potencialni energie
m maximalizace zisku, minimalizace nakladu

Zname: Hledani extrému funkce jedné proménné
definované na I C R, napft.: mip f(x).
Xe

Je-li f "hladka" a xo = arg mi? f(x), pak nutné f'(xp) = 0.
Xe

Priklad:

f(x)=x2—x, f(x)=2x—1, argmin(x?—x)=
xeR

N =



Podobné v R?: Hledani extrému funkce vice proménnych na
QcRY B
Je-li f "hladka" a xp = arg mig f(x), pak nutné Vf(xog) = 0.

Xe

Derivace ve vSech smérech musi byt nula.

Bylo: minimalizace veli€iny zavisejici na jednom ¢i vice
parametrech - hledam optim. param.

Chceme: minimalizace veli€iny zavisejici na funkci - hledam
optim. funkci

Potfebujeme:
m pracovat na prostoru funkci (NLP)
m misto cost function zavést cost functional
m zobecnit pojem derivace



Vybrané klasické ulohy variacniho poctu

m nejkrat$i spojnice dvou bodu
m v roviné - Usecky
m na kouli - geodetiky

m tvar fetézovky - formulace Galilei 1658, feSeni kolem 1690
m brachistochrona - kfivka nejkratsiho ¢asu - vede na ODR

m minimalni plocha (Plateau problem) - tvar mydlovych bublin
- vede na PDR



Elementy funkcionalni analyzy

Pfipomen pojem normovaného linearniho prostoru (NLP).

Definice: Bud X NLP. Zobrazeni T prifazujici kazdému prvku
x € X néjaké realné Cislo T(x) € R nazvu funkcional na X.
T : X — R. Navic fekneme, ze T je linearni, je-li Vf,g € X,
VaeR:T(f+9)=T(f)+ T(9), T(af) =aT(f).

Priklady:
1
mT7(f)= /f(x)dx + f(2) je linearni funkcional na C(R).

0

m T(f) = f(0) + 13 je nelinearni funkcional na C'(RR).

mT(u)= / \/ 1+ |Vul? dxje nelinearni funkcional na C'(Q).
Q

m 7(f)= lim f(x) nenifunkcionalem na C(R).

X——00



Priklad - brachistochrona

Hledame trajektorii (skluzavku), po které se hmotny bod dostane
z bodu (a, A) do bodu (b, B) vlivem homegenniho gravitacniho pole
nejrychleji. Chceme tedy minimalizovat Cas

b 2
/ V14 (')
= | Y¥——dx
v(x)
a
Rychlost ziskame ze zakona zachovani energie Ex + E, = const.

2mv(x) + mgy(x) = mgA = v(x) = \/29(A~ y(x))

Celkové tedy minimalizujeme funkcional T pfes mnozinu X:

() - f/‘/ XX

X={feC'(ab), f(a) = = B}.



Gateauxova derivace

PFirozené: (dilkaz analogicky jako v RY)
Ma-li T lokalni extrém v bodé a € X a existuje-li 6 T(a, h) pro
he X,jenutné 6T(a,h) =0.



Priklad
Spoctéme Gateauxovu derivaci funkcionalu T ve sméru h € X
v bodé f € X, je-li
|
X =C([0,1]), T(f) = /x- 2(x)dx.
0

T(f + th)y — T(f)

1
V=IO 3 [ (100 + 000)* — x- Pxax
0

1 1 1
{1}
= — [ x- (2th(x)f(x) + R (x))dx = [ 2xh(x)f(x)dx + [ x - th*(x)dx

Tedy pro t — 0 dostaneme
|
dT(f, h) —/2xh(x)f(x)dx.
0



Ddkaz vypoctem s pomoci véty o stfedni hodnoté
diferencialniho poctu.

Pozn.: Podobné pro T(u) = / f(x, u(x), Vu(x)) dx plati
Q
oh

0T(u h)—/g(x u Vu)-h—l—iﬁ(x u,vu) - -—dx
) - 8y » H P 82] » aXI N
3 =



Eulerova-Lagrangeova rovnice

Nutn& podminka pro extrém takového funkcionalu:
b
/fy(x, u,U')-h+f,(x,u,u')-hdx =0, Yh e X,
a
ale

b b x
/fy(x7 u ') - hdx = —/(/ B (. u(t), ¢/(1)dt - H(x))dx,

odkud pomoci duBois-Reymondova lemmatu

X

/fy(t, u(t), u'(t))dt — f(x, u(x),u'(x)) = C

a

a derivovanim dostavame tzv. Eulerovu-Lagrangeovu rovnici

fy (x, u(x), U'(x)) — C;ixfz (x,u(x),u'(x)) =0




Piiklady

b
Pro funkcional T(u) = / \/1 + (u/(x))2dx dostaneme
a

X

_iL — 07
dx 14 (y'(x))2
odkud
Y'(x)=C-\/1+ (}/’(X))Z, tedy y'(x) = const.

a extremalou muze byt jediné afinni funkce.



Dirichlettv princip

Pro Q c RY a f € C(Q) definuji na
X = {u e C?3Q), u=0nadQ} funkcional

E(u) = / <% Vul? —u- f) dx.

Q
Ma-li byt v u extrém, musi Vh € X byt 6E(u, h) =0, ale

dE(u,h) = /Vu -Vh— fhdx
Q

=— /div(Vu)h+ fhdx = —/ (Au+f)hdx =0
Q Q
Eulerovou-Lagrangeovou rovnici pro tento funkcional je tedy
rovnice Poissonova. Extremala funkcionalu fesi tlohu
—Au="fvQ,
u =0 na of.



Rovnice minimalni plochy

Podobné mame pro funkcional

T(u) :/\/1 + |Vuldx.
Q

SE(u, h) = / 1 ovu-vhdx

5 2y/1+|Vu)?
/ Yu-Vh
= [ = dx,

5 1+ |Vul?

odkud dostavame tzv. rovnici minimaini plochy

_div<w> o
/1 +\Vu|2




Skutecnost, ze feSeni jistych parcialnich diferencialnich
rovnic odpovida minimalizaci prislusnych funkcionalu
vyuzivame obéma smeéry.



Pfipomen metodu separace proménnych pro pocatecni Ulohu

u—Au=1FfvQx|[0,T],
u=0naoQ x|[0,T].

potfebujeme najit A € R a nenulové funkce u tz.

—Au=XuvQx][0,T],
u=0naoQ x [0, T].

tj. hledame vlastni Cisla a vlastni funkce operatoru —A na
mnozing X = {u e C?(Q), u=0na o, u#0}
Lze ukazat, Ze vSechna vlastni Cisla jsou kladna. Vskutku,

—Av =)\v

)\/vzdx—/—Av-vdx—/|Vv]2dx>0

Q Q Q






ProC Sobolevovy prostory?

Vime:

u tesi rovnici u je minimizér funkcionalu
~Au+u=0vQ & Fu) = [,|Vuf®+ vidx
+ okrajova podminka na prislusné mnoziné



ProC Sobolevovy prostory?

Vime:
pro nékteré PDR

u feSi rovnici < u je minimizér pfisl. funkcionalu.

existence a jednoznacnost existence a jednoznacnost
feSeni PDR ~ minima funkcionélu



ProC Sobolevovy prostory?

Vime:
pro nekteré PDR

u feSi rovnici < u je minimizér pfisl. funkcionalu.

existence a jednoznacnost existence a jednoznacnost
feSeni PDR ~ minima funkcionalu

Priklad véty zajistujici existenci a jednoznacnost minima
funkce:

Véta: Bud f spojita, konvexni a koercivni (| Ilim f(x) = o0) na
X|—o0

R, pak f nabyva pravé jedno minimum na R.



Pro¢ Sobolevovy prostory?

Pozor: Napriklad na Q) véta neplati, protoze @ neni tplny,
uvaz napt.: f(x) = x* — 8x, (V2 ¢ Q)



ProC Sobolevovy prostory?

Chceme pouzit nasleduijici vétu na F(u) = [, IVul]? + udx.

Véta: Bud X reflexivni Banach(v prostor, F spojity, konvexni a
koercivni funkcional na X, pak F nabyva pravé jedno minimum
na X.

Otazka: Jaky prostor a s jakou normou zvolit?
Normou pfirozenou pro dany funkciondl je norma
lulliz= /[ IVul? 4 u? dx. Pro tuto normu jsou potiebné

Q
vlastnosti F z Véty spinény trivialné.

Problém: Prostor C'(Q) s normou || - ||1.2 neni dpliny.

Soboleviv prostor W'2(Q) s normou || - |12 je Gplny.



