Jemny Uvod do mechaniky tekutin




Obecny zakon bilance

Studujme €asovy vyvoj veli€iny u(x, t) v oblasti Q ¢ R".
Napfiklad pro hustotu u = p bude celkova hmota v oblasti
v Case t: m(Q,t) = [ p(x,t)dx

Q

Pfedpokladejme:

Casova zména u = tok veliCiny pres 02 + prirtstek ze zdroju
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Za predpokladu dostatecné hladkosti uvazovanych veli¢in
mame
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Rovnice bilance

bilance hmoty: u = p hustota, v rychlostni pole

Op .
a1 +div(pv) =0

bilance hybnosti i-ta slozka

a,OV,'
ot

+div(pv;V) = divT + pgj,

T - tenzor napéti, spec. pro konkrétni tekutinu
StokesUv postulat: T=8 — pl
bilance momentu hybnosti

T=T1'



Konstitutivni vztahy pro T

nevazké proudéni - S = 0, Eulerovy rovnice
~ v . o v - — . AR vivil
vazké proudéni - S nemlzZe zaviset na v ani na Y~

PR — vl | ., v s
m Zavisi-li S na D(V) = YY5Y- linearné hovofime o
newtonské tekutiné - Navierovy-Stokesovy rovnice

S = 2uD(V) + Adiv ¥,

1, A - smykova a objemova viskozita (d\ + 2u > 0)

Nestlacitelnost

divi=0= % + V- Vp = 0 (Cisty transport)

Je-li navic p = const., staci divv =0



Ctyfi popularni modely mechaniky tekutin

ap . -
or +d|v(pv) 0 EC
p%¥ + pV - VV +V(p(p)) = pg (EC)

divvi=0 )

Y+ V-VV+Vp=pg

% +div(p?7) = 0 (NSC)
pa, + pV - VV — div(2uD(V) 4+ Adiv VI) + V(p(p)) = pd

> Q

ivVi=0 } (NS)

V4 V-VV - vAV+ VP =pg

Q!



Trocha historie

m L. Euler, 1757: Principes généraux du mouvement des
fluides

& 4 B

ISISISH
PRINCIPES GENERAUX

PU MOUVEMENT DES FLUIDES.
parR M. EULER,



Trocha historie

m L. Euler, 1757:
fluides

Principes généraux du mouvement des

XXI. Nous n'avons donc qua égaler ces forces accélératrices
avec les accélerations actuelles que nous venons de trouver, & nous
obtiendrans les trois équations fuivaites :

p— 2D =)+ G+ (D
Q— 1D =G+ + (G +=(2)
R— X =D+ G-+ (D)-++(3)

Si nous ajoutons 4 ces trois équations premiérement celle, que nousa
fournie la confidération de la continuité du fluide :

. d. d,
@+ +E)+ED)=o
& enlfuite celle que donne le rapport entre I'élafticité p, la denfité 75

& Tlautre qualicé », qui influé fur Pélafticicé p, ourre la denfité 7,
nous aurons cinq équations qui renferment toute la Théorie du mou~



Trocha historie

m L. Euler, 1757: Principes généraux du mouvement des
fluides

m C. Navier, 1822: Mémoire sur les lois du mouvement des
fluides

m G. Stokes, 1845: On the theories of the internal friction of
fluids in motion.




Pohled matematika

V RY soustava (d 4+ 1) PDR pro (d + 1) nezndmych
nelinearni - konvektivni ¢len

Prirozené zakladni otazky:
m existence rfeSeni pro Cauchyho Ulohu
m jednoznacnost feSeni pro Cauchyho ulohu
m vlastnosti feSeni
m vhodné okrajové podminky

Odpovédi nejsou jednoduché, silné zavisi na dimenzi a
nejsou v R? ani pro jeden z modelt zcela uspokojujici.



Navierovy-Stokesovy rovnice pro nestlacitelné
proudéni

J.Leray (1934)
m 2D
m existence a jednoznacnost klasického feseni pro Cauchyho
ulohu
m 3D
m existence a jednoznacnost klasického feSeni pro Cauchyho
lohu jen pro kratky ¢as (zavisi na datech)
m existence tzv. turbulentniho feseni - slabé feseni
m weak-strong uniqueness
Hopf, Ladyzhenskaya - podobné pro okrajové Glohy
Exist. klas. fes. na [0, T*), je-li T* < oo, pak |V| — oo (Serrin),
p — —oo (Seregin, Sverak), |v;| — oo (Neustupa, Penel)



Slabé reSeni NS

//(%‘: LTV — uAT+ Vp)gB(x, t)dxdt = 0,v@ € C°(Qr)
0 IRd

/ (V%fv Vi@ — vV V@

0 R¢

+ pdivg )@'(X, )dxdt = —/Vo(x)édX,VJG Co°(Qr)
——
=0, je-li div =0 R?



Slabé reSeni NS

o0

// —+v v—uAv+Vp) J(x, t)dxdt = 0,Vg € C3°(Qr)
0 d

Hledame v, tz.divVi=0a

// v— V- VUG vV vg)@(x, t)dxdt
0 R¢
_ / To(X)@dx, V@ € C3(Qr), divg = 0
]Rd



Navierovy-Stokesovy rovnice pro stlacitelné proudéni

Situace podobna, teorie mladsi, jiné problémy (p — 0)
Pro p(p) = p? existence slabych reSeni

P.-L.Lions (1993)
m 2D~y > %,
m3Dy>}

E. Feireisl (2001)
my >4



Eulerovy rovnice

existence klasickych feSeni na kratkém ¢asovém intervalu

Scheffer (1993), Schnirelman (1996) - slaba feseni ve 2D
nejsou jednoznacna

de Lellis, Szekelyhidi (2009) - nejednoznacnost v libovolné
dimenzi a s energetickou (ne)rovnosti - wild solutions

Chiodaroli, de Lellis, Kreml - wild solutions podobné pro
stlaCitelné

Snaha pfidat vhodnou podminku (maximal dissipation),
abychom vyloucili wild solutions, zatim bez uspokojivé
odpovédi..



	Základní rovnice mechaniky tekutin

