Rovnice vedeni tepla na omezenych oblastech

Pripomenuti a plan: Pro Cauchyho Glohu pro RVT jsme ukazali
existenci feSeni, jednoznacnost jsme nedokazovali a obecné ani
neplati. Pro Ulohu na omezené oblasti ukdzeme jednoznaénost
feSeni, existenci se naopak zabyvat budeme pozdéji Fourierovou
metodou.

Uvazujme ulohu pro rovnici vedeni tepla na intervalu (0, /)

Ur— Uy =0V Qr =(0,/) x (0, T)
u(x,0) = p(x), x € (0,/)
u(0,t)y=g(t), te (0, T)
u(L,t)=h(t), te (0, T).

Véta: Je-li u klasické feSeni tlohy vyse, pak plati (slaby) princip ma-
xima

max u(x,t) = max(g, h, ¢).
S (x,1) (9.h,¢)



Princip maxima

Diikaz: IDEA: sporem, je-li v bodé uvnitt oblasti lokalni maximum,
pak v tomto bodé plati u; > 0, ux < 0, kdyZ vylou¢im rovnost,
dostanu spor s rovnici Uy — Uy, = 0.

Oznatme M = max(g, h, ) a definujme pro libovolné pevné e > 0
funkci v(x, t) = u(x, t) + ex. Chceme sporem dokazat, ze

v(x,t) < M+ el? (na okraji je spinéno). Bud (xo, t) bodem lokalniho
maxima funkce v uvnitf Q7. Na jednu stranu z rovnice vyplyva

Vi — Vygx = Up — Uyy — 26 = —2¢ < 0,

ale v bodé (X, fp) by muselo platit vi > 0 a vy, < 0, c0Z je ve sporu.
Mame v < M +el?, u < M+ ¢(I? — x?), pro libovolné ¢ > 0 a tedy
nutné u(x, t) < M. O

Poznamky: Podobné plati pro minimum a ve vice dimenzich.
Z principu maxima a linearity okamzité vyplyva jednoznacnost feSeni.



O okrajovych podminkach pro RVT

Okrajova podminka pro Glohu na omezené oblasti Q ¢ R?® je
nedilnou soucasti modelovani realného problému na hranici
oblasti 9 (stejné jako je rovnice uvniti oblasti).

Priklady: (hy, ho, hz dané funkce, a, b dané konstanty)

Dirichletova okrajova podminka
u(x, t) = hy(x), x € 0Q
hy - dana teplota na hranici
Neumannova okrajova podminka

ou
—dad = P — h 5 Q
aan(x f) o(X), X €0
ho - dany tepelny tok pfes hranici,
spec. h, = 0 - tepelné izolovana oblast



O okrajovych podminkach - pokracovani

Robinova / Newtonova okrajova podminka

0
—aa—;(x, ) = b(u(x, 1) — ha(x)), x € 09
tepelny tok pres hranici pfimo amérny
rozdilu teplot uvnitf a vné (h3) oblasti
smi$ené okrajové podminky - na rlznych ¢astech hranice
rizné podminky



Priklad

Uvazujme Fe$eni u tlohy na oblasti Q ¢ RY s Robinovou
okrajovou podminkou

Ut_UXX:f, (X,t)eQT:QX<O,T>
u(x,0) = p(x), x € Q
ou

= — >0
c’)n(X t)=u(x,t) — h(x), x € 02, t >0,
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Priklad - pokracovani

2
;/L;der/Vulzdx— gg-udS:/fudx
Q Q Q

2
L;dx+/|Vu]2dx+/u2d8:/fudx+/hud8.
Q Q 0 Q 0

Tento energeticky odhad dava mimo jiné dukaz jednoznacnosti
feSeni ulohy.



