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Laplaceova a Poissonova rovnice

Au=0

Napt. kazda afinni funkce je harmonicka v R, funkce arctg(f)
je harmonicka na oblasti {(x, y) € R?, y < 0}, atp...

Lze ukazat, ze Laplacelv operator je invariantni vici posunuti a
otadeni. Hledejme netrivialni harmonické radialni funkce v R?.



Hledejme netrivialni radialni funkci dvou proménnych tz.
Uxx + Uy, = 0.

Zavedeme polarni soufadnice
X =r-cosy,
Yy =r-singp,

Jakobiho matice zobrazeni ¢ : (r,») — (X, y) je

J— Xr Xp, \ [ cosp —rsing
C\ YV Yo /) \sing rcosp )’

a tedy pro inverzni zobrazeni mame

4 1 ( rcosp —sing ) ( cos —Si'%" )
J=- . = . cos .
r rsinp  cosyp siny  —+

r

Odtud napt.:
0 0 sing 9
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Transformujme do polarnich soufadnic Laplace(iv operator,
z predchoziho mame:

02 0 sinp 0 0 sinp 0
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Fundamentalni reseni

Je-li u = u(r) harmonicka radialni funkce na R?\ {0}, pak

1
Urr+7Ur=0, rur = Gy,
C
rUrr+Ur=0, Ur=71,

(rUr)r:o, U:C1 |nr—|— Cz.







Véta o trech potencialech

Bud Q c RY "hezk4" omezen4 oblast, pak pro libovolné

A:Q — R plati
/div,?\dx:/l\’-ﬁds
Q o0

zvolpevné y € Qa A= uVE(x — y), pak

/ U(R)AE(F — 7)dx — / AU(R)E(X — 7)dx
Q Q




Véta o tfech potencialech

Dusledky: Je-li u harmonicka v Q, pak

jsou hodnoty u uvnitt oblasti  jednoznacné urceny
hodnotami u a 9% na hranici 69.

ue C>(Q)



VOS3P dava hodnoty feSeni Laplaceovy rovnice uvnitf oblasti,
pokud zname hodnoty u i % na hranici 092, to ale v ulohach
s Laplaceovou rovnici neni obvyklé (viz téZ Hadamardav

priklad - bude).

Uvazujme Dirichletovu ulohu na oblasti Q ¢ R

Au=0vQ, (1)
u = hnaoQ. (2)

Idea feseni: Pro konkrétni Q a y € Q se snazime zkonstruovat
tzv. Greenovu funkci, ktera navic oproti E ma vlastnost

G(X — y) =0 pro X € 9.

Obecné tézké, nebudeme délat.



Poissonova formule a Véta o priimeéru

S = R? h(y 1 .
spec. pro X =0 je u(0) = 5 R ,g;)dsy =5 g / h(y)dS,.
8BR aBFI

Poznamka: Rozmysli, co to znamena, Ze je u harmonicka v 1D.



Hadamarduv priklad

Uvazujme Glohu Au=0vR?

—_~
L

u(x,0) =p(x), x € R.
dyu(x,0) =9(x), x € R.

ax

_sin(nx)

s volbou ¢(x) = 0, ¥n(x) = . a o(x) = 0. Lze ukazat
(ukazte), ze funkce
eV —e W |
Un(X,y) == Tsln(nx)

je reSenim ulohy s ¢, a Uy = 0 feSenim pro .
Pro n — oo, mame

n = 0, aleproy;«éOanIiché’u(g,y)‘—mo

Reseni této tlohy tedy nezavisi spojité na datech tlohy.



Existence a jednoznaénost feSeni Neumannovy ulohy

Uvazujme Neumannovu ulohu

“AU=fvQ, LU pnaoa.

on
m Jednoznacénost Ize o¢ekavat na aditivni konstantu, rovnice
ani okrajova podminka "nevidi" konstanty, je-li u feSeni, je i
u + C reSeni. Pripadné se pridava dodatec¢na podminka,
napf. [ u(x)dx = 0.
Q

m Pro existenci je nutna podminka kompatibility:
ou
/f(x)dx: —/Au(x) dx = — %(x)dS: /h(x) dS
Q Q Bl) o0

bilance energie v RVT ~ existence ustéleného stavu



Priklad - Kirchhoffova transformace

Uvazujme tlohu pro nelinearni vedeni tepla v Q ¢ R?

—div(k(u)Vu) =fvQ,
U=y nao,

kde k > 0 je dand funkce. Definujme

S
K(s) = / k(t)dt, T = K(u), (Kirchhoffova transformace)
0

Pak plati VT = K'(u)Vu = k(u)Vu a tedy nova neznama T
fesi linearni tlohu
—AT =fvQ,
T = K(yp) na 0Q.

fedeni ptivodni tlohy dostaneme jako u = K~1(T).
(Rozmyslete, ze K~ existuje.)



