Charakteristické sméry a plochy

Pfipomen: Pro rovnici a- uy + b - u, = 0 s charakteristikami
zadanymi implicitné rovnicemi x(x, y) = const. plati:

Smeér £ = (&1, &) v daném bodé je kolmy na charakteristiku,
je-li az na nasobek

Vx =¢,
zaroven
a-&+b-&=0.
Zadava-li x(x, y) = const. implicitné funkci y = y(x), potom
dy _ xx
dx Xy
dy B
_a(X7.y) ’ a + b(Xay) =0.

Reseni posledni rovnice nazyvame charakteristikou.



Zcela analogicky pro linearni rovnici 2. fadu ve dvou
proménnych, tedy rovnici

aUxx + 2buyy + cuyy, + f(Xx,y,u, ux, uy) =0 (1)

Definice: Rekneme, e ¢ = (¢1,&) € R? \ {0} je charakteris-
ticky smér rovnice (??) v daném bodé, jestlize

a(&r)? +2b&1& + c(&) = 0.

Rekneme, Ze plocha S je charakteristickou plochou rovnice,
je-li normala k ploSe v kazdém bodé plochy charakteristickym

smérem rovnice.

Je-li charakteristicka plocha popsana rovnici Vx = const., a

xy # 0, pak ) )

a(&)2+2b& +¢=0

Xy Xy
dy\?2 dy B
a(a) ~2b= +c=0. 2)



Definice: Kazdé klasické fesSeni nelinearni diferencialni rov-
nice (??) nazvu charakteristikou rovnice (??).

d
Rovnice (??) je kvadraticka v d—, "pocCet charakteristik" uréen

znaménkem diskriminantu (2b)?

— 4ac = 4(b? — ac). Oznat:

A= ( a b) detA = ac — b?
b c
br—ac<0 vlast. Cisla A elipticka —Au=f
stejné znamén. rovnice nema char.
b —ac >0 | vl.C. Astejné zn. | hyperbolicka Ut — Uy = f
az na jedno opac. rovnice 2 tfidy char.
b=—ac=0 | jednovl . nul parabolicka U — Uxy = f
ost. stej. znam. rovnice char. x; = const.




Priklad
UrCete typ a obecné feseni rovnice

UXX +2qu - 1

2
Uréeme charakteristiky: (%) — 2% =0,
dy (dy _
o lax—2) =0

Rovnice je hyperbolicka (b? — ac = 4 > 0), ma dvé tfidy
charakteristik:
y:2X+C1’ y:CZ

Zavedenim soufadnic £ = y — 2x, n = y transformujeme rovnici

natvar —4ug, = 1, odkud u = F(&) + G(n) — %77
y2 —2xy )
u(x,y) = F(y —=2x)+ Gly) - ==, kde F,G e C*(R).

Provedte zkousku.



VInova rovnice v 1D

Pomoci charakteristickych soufadnic feSme Cauchyho uGlohu
pro vinovou rovnici

ug — CCuxx =0,  (x,t) € R, (3)
u(x,0) =go(x), x e R (4)
u(x,0) =g1(x), x e R (5)
charakteristiky:
dx\2 2
(ar) —&=°.
%::I:C = x=ct+ Cy, X = —ct+ Co.

Zavedeme tedy charakteristické soufadnice

§E=x-—ct,n=x+ct.



Ut — C2Uyyx = 0, E=x—ct,n=x+ct

Uy = Ug + Uy
Uxx = Uge + 2Ugy + Uy
Ut = — Clg + CUy,

Uy = CPUge — 262 Ug,) + CPUyy
Rovnice tak prejde na tvar

CPUge — 2% Ugy + CPlyy — €@ - (Uge + 2Ugy + Uyy) =0
—4c®ug, = 0.

Obecné feseni rovnice (??) je
u(x,t) = F(x —ct)+ G(x +ct), F,Ge C*R).

Zbyva urcit funkce F a G tak, aby byly spinény pocatecni
podminky.



d’Alembertova formule

u(x,t) = F(x — ct) + G(x + ct),
u(x,0) =go(x), x e R
ut(X7 0) =01 (X)v xeR

u(x,0) = F(x) + G(x) = go(x), = G(x) = go(x) — F(x)

(%, 0) = — oF(x) + G/ (x) = g1 (x), = / g1(s)ds = ¢(G(x) — F(x)).

20F(x) = cgo(x) ~ [ gr(s)ds, 20G(x) = cgo(x) + / g1(s)ds
0
0

FOx) = 50000 + 5 [01(shas, G0 = Jan(x / gi(s)is

X



d’Alembertova formule

Véta: Je-li go € C?(R) a g1 € C'(R). Pak existuje pravé jedno
feSeni Cauchyho ulohy pro 1D vinovou rovnici, které je dano
d’Alembertovym vzorcem:
1 1 Xx+-ct
u(x,t) = §(go(x + ct) + go(x — ct)) + 26 / g1(s)ds.

x—ct

Poznamky:
m u ma tolik derivaci, kolik jich ma gy a [ g1(s)ds
%, g1 € C*(R) = u € C®(R?)
g € C3(R), g1 € C'(R) = u € C?(R?) a obecné nelze
oCekavat vice
m Analogicky Ize feSit Cauchyho ulohu pro obecnou
hyperbolickou rovnici s konstantnimi koeficienty v jedné
prostorové proménné. (Mame dost charakteristik.)
m ViInovy operator je reducibilni

(O — C0xx) = (8¢ — COx)(Ot + Cy).



Princip kauzality

Bud u feSenim vinové rovnice uy — C%uy = 0, pak

’
Z
1 & LR
= 81‘(5 ur]® + > |Ux|2) + C20x(—Utlix) = divit F,

0 = Up(Us — C2lUyy) = 8;( |ut|2) — B8 sl ) & € Uigllyz

kde jsme oznadili F = (—c?uuy, E(t,x)), E = L u> + S |ux?.

Podminka div F = 0 je spinéna v$ude, kde u splriuje rovnici.
Uvazujme ji dale v oblasti

C=Crap={(xt)€R?tc(0,7),xc(atctb—ct)}

viz nasledujici obrazek.



> 1 2 2
(—c Ul |~ + > lux|?) - (1,¢)ds

. 1
F-ﬁds:i/
/03 v1+4c¢2Jg

3
c C
—CPuly + = |ut|2 + — |uX|2 ds

vix-g)
IRV

CUX ds >0

a podobné [, F - fids > 0, odkud

/:CTE(Xde</EXO /gOJrczg1()

+CT



Duasledky principu kauzality

m Jednoznacnost feSeni plyne z linearity, rozdil dvou feSeni
feSi vinovou rovnici s nulovymi po¢ate¢nimi podminkami.
Rozdil dvou feSeni je nulovy diky energetické nerovnosti.

m Konec¢na rychlost Sifeni c.

m Energeticka nerovnost/E(x, Hdx < /E(X,O)dx.

R
Vskutku, energie struny délky ¢:
m kineticka Ex = 1 |u|® ~ Tmv2,

m potencidlni, napéti E, = %2 ug|? ~ f(f V1 + (Ux)2dx — ¢
(Taylor)



