
Charakteristické směry a plochy

Připomeň: Pro rovnici a · ux + b · uy = 0 s charakteristikami
zadanými implicitně rovnicemi χ(x , y) = const . platí:
Směr ξ = (ξ1, ξ2) v daném bodě je kolmý na charakteristiku,
je-li až na násobek

∇χ = ξ,

zároveň
a · ξ1 + b · ξ2 = 0.

Zadává-li χ(x , y) = const . implicitně funkci y = y(x), potom

dy
dx

= −χx

χy

a · χx + b · χy = 0.

−a(x , y) · dy
dx

+ b(x , y) = 0.

Řešení poslední rovnice nazýváme charakteristikou.



Zcela analogicky pro lineární rovnici 2. řádu ve dvou
proměnných, tedy rovnici

auxx + 2buxy + cuyy + f (x , y ,u,ux ,uy ) = 0 (1)

Definice: Řekneme, že ξ = (ξ1, ξ2) ∈ R2 \ {0} je charakteris-
tický směr rovnice (??) v daném bodě, jestliže

a
(
ξ1
)2

+ 2bξ1ξ2 + c
(
ξ2
)2

= 0.

Řekneme, že plocha S je charakteristickou plochou rovnice,
je-li normála k ploše v každém bodě plochy charakteristickým
směrem rovnice.

Je-li charakteristická plocha popsána rovnicí ∇χ = const ., a
χy 6= 0, pak

a
(
χx
)2

+ 2bχxχy + c
(
χy
)2

= 0

a
(χx

χy

)2
+ 2b

χx

χy
+ c = 0

a
(dy

dx

)2
− 2b

dy
dx

+ c = 0. (2)



Definice: Každé klasické řešení nelineární diferenciální rov-
nice (??) nazvu charakteristikou rovnice (??).

Rovnice (??) je kvadratická v
dy
dx

, "počet charakteristik" určen

znaménkem diskriminantu (2b)2 − 4ac = 4(b2 − ac). Označ:

A =

(
a b
b c

)
, det A = ac − b2

b2 − ac < 0 vlast. čísla A eliptická −∆u = f
stejné znamén. rovnice nemá char.

b2 − ac > 0 vl. č. A stejné zn. hyperbolická utt − uxx = f
až na jedno opač. rovnice 2 třídy char.

b2 − ac = 0 jedno vl. č. nul. parabolická ut − uxx = f
ost. stej. znam. rovnice char. xi = const .



Příklad

Určete typ a obecné řešení rovnice

uxx + 2uxy = 1.

Určeme charakteristiky:
(dy

dx

)2
− 2

dy
dx

= 0,

dy
dx
·
(dy

dx
− 2
)

= 0.

Rovnice je hyperbolická (b2 − ac = 4 > 0), má dvě třídy
charakteristik:

y = 2x + C1, y = C2.

Zavedením souřadnic ξ = y − 2x , η = y transformujeme rovnici

na tvar −4uξη = 1, odkud u = F (ξ) + G(η)− ξη

4
.

u(x , y) = F (y − 2x) + G(y)− y2 − 2xy
4

, kde F ,G ∈ C2(R).

Proved’te zkoušku.



Vlnová rovnice v 1D

Pomocí charakteristických souřadnic řešme Cauchyho úlohu
pro vlnovou rovnici

utt − c2uxx = 0, (x , t) ∈ R2, (3)
u(x ,0) = g0(x), x ∈ R (4)
ut (x ,0) = g1(x), x ∈ R (5)

charakteristiky:(dx
dt

)2
− c2 =0,

dx
dt

=± c ⇒ x = ct + C1, x = −ct + C2.

Zavedeme tedy charakteristické souřadnice

ξ = x − ct , η = x + ct .



utt − c2uxx = 0, ξ = x − ct , η = x + ct

ux = uξ + uη
uxx = uξξ + 2uξη + uηη
ut = − cuξ + cuη
utt = c2uξξ − 2c2uξη + c2uηη

Rovnice tak přejde na tvar

c2uξξ − 2c2uξη + c2uηη − c2 ·
(
uξξ + 2uξη + uηη

)
= 0

−4c2uξη = 0.

Obecné řešení rovnice (??) je

u(x , t) = F (x − ct) + G(x + ct), F ,G ∈ C2(R).

Zbývá určit funkce F a G tak, aby byly splněny počáteční
podmínky.



d’Alembertova formule

u(x , t) = F (x − ct) + G(x + ct),

u(x , 0) = g0(x), x ∈ R
ut (x , 0) = g1(x), x ∈ R

u(x , 0) = F (x) + G(x) = g0(x), ⇒ G(x) = g0(x)− F (x)

ut (x , 0) = − cF ′(x) + cG′(x) = g1(x), ⇒
x∫

0

g1(s)ds = c
(
G(x)− F (x)

)
.

2cF (x) = cg0(x)−
x∫

0

g1(s)ds, 2cG(x) = cg0(x) +

x∫
0

g1(s)ds

F (x) =
1
2

g0(x) +
1
2c

0∫
x

g1(s)ds, G(x) =
1
2

g0(x) +
1
2c

x∫
0

g1(s)ds



d’Alembertova formule

Věta: Je-li g0 ∈ C2(R) a g1 ∈ C1(R). Pak existuje právě jedno
řešení Cauchyho úlohy pro 1D vlnovou rovnici, které je dáno
d’Alembertovým vzorcem:

u(x , t) =
1
2
(
g0(x + ct) + g0(x − ct)

)
+

1
2c

x+ct∫
x−ct

g1(s)ds.

Poznámky:
u má tolik derivací, kolik jich má g0 a

∫
g1(s)ds

1 g0, g1 ∈ C∞(R)⇒ u ∈ C∞
(
R2)

2 g0 ∈ C2(R), g1 ∈ C1(R)⇒ u ∈ C2
(
R2) a obecně nelze

očekávat více
Analogicky lze řešit Cauchyho úlohu pro obecnou
hyperbolickou rovnici s konstantními koeficienty v jedné
prostorové proměnné. (Máme dost charakteristik.)
Vlnový operátor je reducibilní

(∂tt − c2∂xx ) = (∂t − c∂x )(∂t + c∂x ).





0 =

∫∫
C

div ~Fdxdt =

∫
∂C

~F · ~nds

=

∫ b−cτ

a+cτ
E(x , τ)dx−

∫ b

a
E(x ,0)dx+

∫
C3

~F ·~n ds+

∫
C4

~F ·~n ds

∫
C3

~F · ~n ds =
1√

1 + c2

∫
C3

(
−c2utux ,

1
2
|ut |2 +

c2

2
|ux |2

)
· (1, c)ds

=
1√

1 + c2

∫
C3

−c2utux +
c
2
|ut |2 +

c3

2
|ux |2 ds

=
c

2
√

1 + c2

∫
C3

(
ut − cux

)2
ds ≥ 0

a podobně
∫

C4
~F · ~n ds ≥ 0, odkud∫ b−cτ

a+cτ
E(x , τ)dx ≤

∫ b

a
E(x ,0)dx =

∫ b

a

g2
0(x) + c2g2

1(x)

2
dx .



Důsledky principu kauzality

Jednoznačnost řešení plyne z linearity, rozdíl dvou řešení
řeší vlnovou rovnici s nulovými počátečními podmínkami.
Rozdíl dvou řešení je nulový díky energetické nerovnosti.
Konečná rychlost šíření c.

Energetická nerovnost
∫
R

E(x , t)dx ≤
∫
R

E(x ,0)dx .

Vskutku, energie struny délky `:
kinetická Ek = 1

2 |ut |2 ∼ 1
2 mv2,

potenciální, napětí Ep = c2

2 |uc |2 ∼
∫ `

0

√
1 + (ux )2dx − `

(Taylor)


