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Ústav matematiky
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Př́ıklady.
Frechet-Rieszova věta
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Metrický prostor.

Definice
Metrickým prostorem rozuḿıme každou množinu X opaťrenou
metrikou ρ : X ×X → R, splňuj́ıćı požadavky

1 ρ(x ,y) = ρ(y ,x),

2 ρ(x ,z)≤ ρ(x ,y) + ρ(y ,z),

3 ρ(x ,y)≥ 0, p̌ričemž ρ(x ,y) = 0, právě když x = y ,

pro každé x ,y ,z ∈ X .

Definice
Necht’ X je metrický prostor a {xn} je posloupnost v X .
Posloupnost {xn} nazveme cauchyovskou, jestliže ρ(xn,xm)→ 0
pro n,m→ ∞ (tj. ke každému ε > 0 existuje n0 tak, že pro každé
n ≥ n0,m ≥ n0 je ρ(xn,xm) < ε).

Zřejmě každá poslopnost, která má limitu v X je cauchyovská.
Plyne to z vlastnosti metriky

ρ(xn,xm)≤ ρ(xn,x) + ρ(xm,x).
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Normované lineárńı prostory.

Definice
Metrický prostor X je úplný právě tehdy, když každá cauchyovská
posloupnost má limitu v X .

Př́ıklady úplných metrických prostor̊u jsou nap̌r. prostory Rn s
euklidovskou metrikou.

Definice
Normovaným lineárńım prostorem rozuḿıme každý vektorový
prostor V nad tělesem F vybavený normou ‖.‖ : V → R, splňuj́ıćı
požadavek

1 ‖x‖ ≥ 0, p̌ričemž ‖x‖= 0, právě když x = o
(o je nulový prvek prostoru V ),

2 ‖αx‖= |α|‖x‖,
3 ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+‖y‖,

pro každé x ,y ∈ V a α ∈ F.

Je-li F = R nazýváme prostor V reálným normovaným prostorem, v
p̌ŕıpadě F = C nazýváme prostor V komplexńım nor. prost. 6/84



Př́ıklad: Je-li X lineárńı normovaný prostor, potom

ρ(x ,y) = ‖x−y‖ , pro x ,y ∈ X

je metrika.

Definice
Každý normovaný lineárńı prostor, který je v p̌ŕıslušné metrice
úplný nazýváme Banach̊uv prostor.

Věta
Necht’ X je normovaný lineárńı prostor, potom norma ‖.‖ : x 7→ ‖x‖
je na X stejnoměrně spojitá funkce.
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Př́ıklady prostor̊u a jejich norem:

1 lpn = {x = (x1, . . . ,xn); xi ∈ R( resp.C)}, ‖x‖p =

(
n

∑
i=1

|xi |p
) 1

p

,

p ≥ 1.

2 l∞n = {x = (x1, . . . ,xn); xi ∈ R( resp.C)}, ‖x‖∞ = max
i∈N
{|xi |},

3 C ([a,b]) =
{f , reálná (resp. komplexńı) spojitá funkce na intervalu[a,b]},
‖f ‖= max

t∈[a,b]
|f (t)|,

4 C ([a,b]) =
{f , reálná (resp. komplexńı) spojitá funkce na intervalu[a,b]},

‖f ‖i =
∫ b

a
|f (t)|dx ,

5 c = {posloupnost , x = {xn}; lim
n→∞

xn ∈ R}, ‖x‖= sup
n∈N
|xn|,

6 c0 = {posloupnost x = {xn}; lim
n→∞

xn = 0}, ‖x‖= sup
n∈N
|xn|,
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Př́ıklady daľśıch prostor̊u a jejich norem:

Necht’ Lp(X ), p ∈ [1,∞) je množina všech µ-mě̌ritelných funkćı na
X , kde µ je (obvykle) Lebesgueova ḿıra na X ⊂ Rn, pro které∫
X |f |pdµ < ∞. Č́ıslo

‖f ‖p =

(∫
X
|f |pdµ

) 1
p

nazýváme Lp-normou. V p̌ŕıkladech, se kterými se setkáváme bude
obvykle X ⊂ R interval (nebo X ⊂ R2 obdélńık apod.) a f bude
spojitá funkce na X , až na množinu ḿıry 0. Lebesgue̊uv integrál
lze v těchto p̌ŕıkladech nahradit Riemannovým integrálem tak, jak
je zavedeno ve skriptech MI a MII.
Necht’ L∞(X ) je množina všech µ-mě̌ritelných funkćı na X , pro
které existuje konstanta K tak, že |f (x)| ≤ K pro µ-skoro všechna
x ∈ X . Nejmenš́ı takové č́ıslo K označme

K = sup
X

∗|f |= ‖f ‖∞

a nazýváme ho L∞-normou.
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Př́ıklady daľśıch prostor̊u a jejich norem:

Normy ‖.‖p a‖.‖∞ maj́ı všechny vlastnosti normy až na to, že
nenulová funkce může ḿıt normu 0. Pro 1≤ p ≤ ∞ definujme
proto ťŕıdu funkćı

[f ] = {g ∈ Lp(X ),g = f µ− skoro všude na X}.

Nyńı můžeme definovat prostor

Lp(X ) = {[f ], f ∈ Lp(X )}

a operace
[f +g ] = [f ] + [g ], [α f ] = α[f ].

Prostor Lp(x) s danými operacemi je lineárńı prostor s normou
‖[f ]‖p = ‖f ‖p.
Zvoĺıme-li X = {1,2,3, . . .} dostaneme prostory lp a l∞.
Vice o µ-mě̌ritelných funkćıch viz [Lukeš-Teorie ḿıry]
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Př́ıklady daľśıch prostor̊u a jejich norem:

1 Lp(X ) = {[f ], f ∈ Lp(X )}, ‖f ‖p =

(∫
X
|f |pdµ

) 1
p

,

2 L∞(X ) = {[f ], f ∈ L∞(X )}, ‖f ‖∞ = sup
X

∗|f |,

3 lp = {posloupnost́ı x = {xn}, xn ∈ R(resp. C);

∞

∑
n=1

|xn|p < ∞}, ‖x‖p =

(
∞

∑
n=1

|xn|p
) 1

p

,

4 l∞ = {omezených posloupnost́ı x = {xn}, xn ∈
R(resp. C), supn∈N |xn|}, ‖x‖∞ = sup

n∈N
|xn|,

Definice
Řekneme, že normy ‖.‖1 a ‖.‖2 na lineárńım prostoru X jsou
ekvivalentńı, existuj́ı-li takové konstanty α,β > 0, že

α‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ β‖x‖1 .
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Normované lineárńı prostory.

Snadno se ukáže, že ekvivalentńı normy dávaj́ı stejné topologie, tj.
otev̌rené množiny jsou v p̌ŕıslušných metrikách stejné.
Plat́ı dokonce věta:

Věta
Všechny normy na konečně rozměrném lineárńım prostoru jsou
navzájem ekvivalentńı.

Důkaz: viz [Lukeš-Zápisky] 1.7

Důsledek
Každý konečně rozměrný normovaný lineárńı prostor je Banach̊uv.
Každý konečně rozměrný podprostor normovaného lineárńıho
prostoru je uzav̌rený.
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Prostor se skalárńım součinem.

Definice
Prostorem se skalárńım součinem rozuḿıme každý lineárńı prostor
H (nad R resp. C), v němž je pro každé dva body x ,y definován
skalárńı součin (x ,y) jako prvek z R resp. C splňuj́ıćı požadavky:

(a) (x ,x)≥ 0 a (x ,x) = 0 ⇔ x = o (o je nulový prvek
prostoru),

(b) (x ,y) = (y ,x),

(c) (αx ,y) = α(x ,y), (x ,αy) = α(x ,y),

(d) (x + y ,z) = (x ,z) + (y ,z).

Definujeme-li zobrazeńı ‖.‖ : x 7→
√

(x ,x), má toto zobrazeńı
vlastnosti normy. Obt́ıžněǰśı je pouze důkaz trojúhelńıkové
nerovnost́ı. Obvykle se dokazuje pomoćı tzv. Schwartzovy
nerovnosti.
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Věta (Schwartzova nerovnost)

Necht’ H je prostor se skalárńım součinem, potom pro všechna
x ,y ∈ H plat́ı nerovnost

|(x ,y)| ≤ ‖x‖‖y‖.
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Hilbert̊uv prostor

Hilbert̊uv prostor je každý prostor se skalárńım součinem, který je
v zavedené normě ‖x‖=

√
(x ,x) úplný.

Každý Banachův prostor nad R (resp. C) tvǒŕı Hilbert̊uv prostor,
jestliže p̌ŕıslušná norma splňuje pro všechna x ,y tzv.
rovnoběžńıkové pravidlo

‖x + y‖2 +‖x−y‖2 = 2(‖x‖2 +‖x‖2).

Polož́ıme-li v reálném p̌ŕıpadě

(x ,y) =
1

4
(‖x + y‖2−‖x−y‖2),

resp. v komplexńım p̌ŕıpadě

(x ,y) =
1

4
(‖x + y‖2−‖x−y‖2) + i‖x + iy‖2− i‖x− iy‖2,

je norma již odvozena ze skalárńıho součinu (tj. ‖x‖=
√

(x ,x)).
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1 Banachův a Hilbert̊uv prostor
Normované lineárńı prostory.
Prostor se skalárńım součinem.
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Ortogonálńı prvky a množiny

Dva prvky Hilbertova prostoru H nazýváme ortogonálńı (kolmé),
jestliže

∀ p,q ∈ H plat́ı (p,q) = 0 .

Dvě podmnožiny P, Q ⊂ H jsou ortogonálńı (P ⊥ Q), jestliže

∀ p ∈ P, q ∈ Q plat́ı (p,q) = 0 .

Necht’ M ⊂ H, M⊥ označuje ortogonálńı doplněk M, jestliže

M⊥ = {x ∈ H; (x ,m) = 0 ∀m ∈M}.

Věta
M⊥ je uzav̌rený podprostor H.
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Existence nejbližš́ıho prvku

Definice
Necht’ S je neprázdná množina v metrickém prostoru X a x0 ∈ X .
Pak definujeme vzdálenost mezi S a x0 rovnost́ı

dist(S ,x0) = inf
x∈S

ρ(x ,x0).

Věta
Necht’ M je uzav̌rený podprostor Hilbertova prostoru H. Potom ke
každému x ∈ H existuje právě jedno m0 ∈M tak, že
‖x−m0‖= dist(x ,M).

Geometrická interpretace této věty je:
Je-li Z podprostorem Hilbertova prostoru H, x ∈ H a z0 ∈ Z ,
potom

‖x− z0‖= dist(x ,Z ) ⇔ x− z0 ⊥ Z .
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Projekce

Necht’ M je uzav̌rený podprostor Hilbertova prostoru H. Pro každé
x ∈ H označme m takový prvek z M, pro který
‖x−m‖= dist(x ,M).

Definice
Zobrazeńı P : x 7→m (m = Px) nazýváme projekćı H na M.

Věta
Necht’ M ⊂ H je uzav̌rený podprostor. P je projekce H na M a
N (P) = {x ∈ H : Px = o}. Potom

P je lineárńı zobrazeńı,

P(Px) = Px ,

∀x ∈ H : ‖Px‖ ≤ ‖x‖,
P(H) = M,

N (P) = M⊥.
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Algebraický součet

Definice
Řekneme, že vektorový prostor W je algebraickým součtem
podprostor̊u A, B a zapisujeme W = A⊕B, jestliže

A∩B = {0} a w = A+B ,

p̌ričemž A+B = {a+b : a ∈ A,b ∈ B}.

Každý prvek z W lze zapsat jednoznačně jako součet a+b, kde
a ∈ A a b ∈ B.

Je-li A libovolný podprostor vektorového prostoru W , existuje vždy
podprostor Ad tak, že W = A⊕Ad . Ad nazýváme algebraický
doplněk A ve W .
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Ortonormálńı soustavy a báze

H je Hilbert̊uv prostor a S ⊂ H. S nazýváme ortonormálńı
soustavou jestliže plat́ı x ,y ∈ S , (x ,y) = 0 pro x 6= y

(x ,x) = 1
.

Každá konečná podmnožina ortonormálńı soustavy je lineárně
nezávislá a tedy každá ortonormálńı soustava je lineárně nezávislá.

Ortonormálńı báze Hilbertova prostoru je každá maximálńı
ortonormálńı soustava (tj. taková soustava, ke které již nelze p̌ridat
prvek tak, aby z̊ustala ortonormálńı).

Věta
V každém Hilbertově prostoru existuje ortonormálńı báze.
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Ortonormálńı báze Hilbertova prostoru je každá maximálńı
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Ortonormálńı soustavy a báze

Připomeňme pojem Hamelovy (algebraické) báze. Necht’ X je
lineárńı prostor. Množina H ⊂ X se nazývá Hamelova báze
prostoru X , jestliže každá konečná podmnožina prvk̊u z H je
lineárně nezávislá a každý prvek z X lze zapsat jako konečná
lineárńı kombinace prvk̊u z H.
Pro konečně dimenzionálńı prostory je ortonormálńı báze rovna
Hamelově bázi.
Pro nekonečně dimenzionálńı prostor to neplat́ı.

Věta
Hilbert̊uv prostor je separabilńı, právě když v něm existuje spočetná
ortonormálńı báze.
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lineárně nezávislá a každý prvek z X lze zapsat jako konečná
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Ortonormálńı soustavy a báze (2)

Věta (Besselova nerovnost)

Je-li {eα}α∈A ortonormálńı soustava v Hilbertově prostoru H a
x ∈ H, plat́ı

∑
α∈A
|(x ,eα)|2 ≤ ‖x‖2.

Věta
Necht’ X je úplný prostor se skalárńım součinem, necht’ {en} je

nekonečná spočetná ortogonálńı množina v X , pak řada
∞

∑
n=1

ζn en

konverguje, právě když
∞

∑
n=1

|ζn|2 < ∞ a pro součet řady

x =
∞

∑
n=1

ζn en plat́ı vztahy ζn = (x ,en).
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Př́ıklady ortonormálńıch soustav a báźı

a) System E = { 1√
2π
, 1√

π
cosnx , 1√

π
sinnx ; n ∈ N} je ortogonálńı

soustavou Hilbertova prostoru L2([0,2π]). Z p̌redchoźı věty plyne
věta z teorie Fourierových řad: Jsou-li ai , i = 0,1, . . . a
bi , i = 1,2, . . . posloupnosti reálných č́ısel takových, že

a0

2
+

∞

∑
n=1

(a2
n +b2

n) < ∞,

pak existuje funkce f , [f ] ∈ L2([0,2π]) jej́ıž Fourierovy koeficienty
jsou

an =
1

π

∫ 2π

0
f (x)cosnx dx , bn =

1

π

∫ 2π

0
f (x)sinnx dx .
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Př́ıklady ortonormálńıch soustav a báźı
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Př́ıklady ortonormálńıch soustav a báźı

b) Soustava funkćı { 1√
2π

einx ; n ∈ N} je ortonormálńı báze

komplexńıho Hilbertova prostoru L2([0,2π]).

c) Necht’ en = (0,0, . . . ,1,0, . . .) jsou ”jednotkové”vektory l2.
Potom {en; n ∈ N} je ortonormálńı báźı l2.
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Lineárńı zobrazeńı.
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Lineárńı zobrazeńı, operátor,funkcionál

Zopakujme si definici lineárńıho zobrazeńı. Předpokládejme, že
M, N jsou normované lineárńı prostory s normamy ‖.‖M , ‖.‖N .

Definice
Necht’ L : M → N a

L(αx + βy) = αL(x) + βL(y),

pro všechna x ,y ∈M, α,β ∈ R (resp. C)

pak L nazýváme lineárńı zobrazeńı.
Jestliže M = N mluv́ıme o lineárńım operátoru, je-li
N = R (resp.C) mluv́ıme o lineárńım funkcionálu (lineárńı formě).

Definice
Ř́ıkáme, že lineárńı zobrazeńı L : M → N je omezené zobrazuje-li
omezené množiny v M na omezené množiny v N.
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Jestliže M = N mluv́ıme o lineárńım operátoru, je-li
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Plat́ı, že lineárńı zobrazeńı je omezené, jestliže je omezené na
jednotkové kouli, tj,

∃ K > 0, takové, že ‖Lx‖N ≤ K pro ∀ x ∈M, ‖x‖M ≤ 1.

Lineárńı zobrazeńı L : M → N je spojité v a ∈M jestliže plat́ı

Pro všechna Oε(La) existuje Oδ(a) takové, že L(Oδ(a))⊂ Oε(La),
tj.

∀ ε> 0∃ δ> 0 takové, že pro ∀ x ; ‖x−a‖M < δ plat́ı ‖Lx−La‖N < ε.

Plat́ı užitečná věta

Věta
Necht’ L : M → N je lineárńı zobrazeńı, následuj́ıćı výroky jsou
ekvivalentńı

(i) L je spojité

(ii) L je spojité v o (o je nulový prvek)

(iii) L je omezené
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Lineárńı zobrazeńı.
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Norma lineárńıho zobrazen

Definice
Necht’ L : M → N je omezený lineárńı zobrazeńı. Č́ıslo

‖L‖= sup
‖x‖M≤1

‖Lx‖N ,

nazýváme normou lineárńıho zobrazeńı L.

Symbolem L(M,N) označme prostor všech omezených (spojitých)
lineárńıch zobrazeńı z M do N.
Jestliže M = N je L(M) prostor všech omezených lineárńıch
operátor̊u na M.
Jestliže N = R(resp. C) je L(M,R) = M∗ prostor všech omezených
lineárńıch funkcionál̊u (duál prostoru M).
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lineárńıch funkcionál̊u (duál prostoru M).

32/84



Věta
Necht’ M, N jsou normované lineárńı prostory, potom L(M,N) s
normou

‖L‖= sup
‖x‖M≤1

‖Lx‖N ,

je také normovaný lineárńı prostor. Je-li N Banach̊uv je i prostor
L(M,N) Banach̊uv, spaciálně M∗ je Banach̊uv. Nav́ıc pro
L ∈ L(M,N) a x ∈M plat́ı

‖Lx‖N ≤ ‖L‖‖x‖M .
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Ortonormálńı soustavy a baze.
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Norma lineárńıho zobrazeńı.
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Př́ıklady

Př́ıklad: Necht’ T : C ([−1,1]) → R a pro f ∈ C ([−1,1]) je

‖f ‖= max
t∈[−1,1]

|f (t)|.

Funkcionál T je definován vztahem Tf = 7f (−1)−2f (0) + f ( 1
2 ).

Zjistěte, zda je funkcionál spojitý. V p̌ŕıpadě, že je spojitý,
vypočtěte normu funkcionálu T .

Př́ıklad: Necht’ T : L2([0,1]) → L2([0,1]) a pro f ∈ L2([0,1]) je

‖f ‖=

√∫ 1

0
|f |2 dµ.

Operátor T je definován vztahem Tf (t) = t
∫ 1

0 f dµ. Zjistěte, zda je
operátor spojitý. V p̌ŕıpadě, že je spojitý, vypočtěte normu
operátoru T .
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3 Spektrálńı teorie.
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Frechet-Rieszova věta

Věta
Necht’ F je spojitý lineárńı funkcionál na Hilbertově prostoru H,
potom

∃!α ∈ H takové, že ∀x ∈ H ; F (x) = (x ,α).

Nav́ıc ‖F‖= ‖α‖.
Př́ıklad: Necht’ F : L2([0,π]) → R a pro f ∈ L2([0,π]) je

‖f ‖=

√∫
π

0
|f |2 dµ.

Funkcionál F je definován vztahem

Ff =
∫

π

0
f (x)sin(x)dx .

Zjistěte, zda je funkcionál spojitý. V p̌ŕıpadě, že je spojitý,
vypočtěte normu funkcionálu F .
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Př́ıklady

Př́ıklad: Necht’ F : l2 → R a pro x ∈ l2 je

‖x‖=

√
∞

∑
n=1

x2
n .

Funkcionál F je definován vztahem

Fx =
∞

∑
n=1

n

(2)
n
2
xn.

Zjistěte, zda je funkcionál spojitý. V p̌ŕıpadě, že je spojitý,
vypočtěte normu funkcionálu F .
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Vlastńı č́ısla a vlastńı funkce lineárńıch operátor̊u

V této kapitole budeme uvažovat komplexńı Banachův prostor X a
Banachův prostor L(X ) .

Je-li T operátor na Banachově prostoru X , množinu

R (T ) = {y = Tx ; x ∈ X}

nazýváme obor hodnot operátoru T .
R (T ) je lineárńı podprostor prostoru X .
Je-li X konečně dimenzionálńı, potom je R (T ) uzav̌rený.
Je-li X nekonečně dimenzionálńı, potom nemuśı být R (T )
uzav̌rený.

Věta
Necht’ X je Banach̊uv prostor a T ∈ L(X ). Existuje-li β > 0 tak, že
‖Tx‖ ≥ β‖x‖ pro všechna x ∈ X , potom R (T ) je uzav̌rená
množina.
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množina.
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Věta
Necht’ X je Banach̊uv prostor a T ∈ L(X ). Existuje-li β > 0 tak, že
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Definice
Č́ıslo λ ∈ C se nazývá vlastńı hodnota operátoru T ∈ L(X )
existuje-li x 6= o, pro něž T x = λx .
Každé x 6= o, které splňuje rovnici T x = λx se nazývá vlastńı
vektor (funkce) p̌ŕıslušej́ıćı vlastńı hodnotě λ.
Množinu všech vlastńıch hodnot znač́ıme σp(T ) a nazýváme
bodové spektrum operátoru T .

Plat́ı: λ je vlastńı hodnota operátoru T , jestliže operátor T −λI
neńı prostý, tj. inverzńı operátor (T −λI )−1 neexistuje.

Věta
Následuj́ıćı výroky jsou ekvivalentńı pro operátory na konečně
dimenzionálńım lineárńım prostoru X

(i) λ neńı vlastńı hodnota operátoru T

(ii) R (T −λI ) = X , tj. operátor T −λI je na.

Věta ř́ıká, že rovnice Tx−λx = y má řešeńı právě tehdy, když
homogenńı rovnice Tx−λx = 0 má pouze triviálńı řešeńı.
V prostorech nekonečné dimenze to neplat́ı, existuj́ı v nich
operátory, které jsou prosté a nejsou na, nebo naopak. 42/84
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Prostor se skalárńım součinem.
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Schrödingerova rovnice.

5 Literatura.
43/84



Spektrum operátoru

Definice
Ř́ıkáme, že komplexńı č́ıslo λ lež́ı ve spektru operátoru T , znač́ıme
σ(T ), jestliže bud’ operátor T −λI neńı prostý, nebo
R (T −λI ) 6= X .

Plat́ı σp(T )⊂ σ(T ).

Definice
Operátor T ∈ L(X ) je invertibilńı právě tehdy, když existuje
operátor L ∈ L(X ) takový, že LT = T L = I , kde I je identický
operátor na X (tj. Tx = x pro všechna x ∈ X ).

Věta
Operátor T ∈ L(X ) je invertibilńı právě tehdy, když je prostý a na.

Plat́ı λ 6∈ σ(T ) ⇔ (T −λI ) je invertibilńı.
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Věta
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44/84



Spektrum operátoru
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Ř́ıkáme, že komplexńı č́ıslo λ lež́ı ve spektru operátoru T , znač́ıme
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Operátor T ∈ L(X ) je invertibilńı právě tehdy, když existuje
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Př́ıklad: Operátor T : l2 → l2 je definovaný vztahem

T (x1,x2,x3,x4, . . .) = (x1 + x1,x2 +
x1

2
,x3 +

x1

3
,x4 +

x1

4
, . . .)

je invertibilńı operátor, protože existuje operátor L : l2 → l2

definovaný vztahem

L(x1,x2,x3,x4, . . .) = (x1−
x1

2
,x2−

x1

4
,x3−

x1

6
,x4−

x1

8
, . . .)

pro který plat́ı LT = T L = I . Dá se ukázat, že operátory T i L
jsou spojité. Plat́ı

‖T‖ ≤

√
(1 + 2

π√
6

+
π2

6
) a ‖L‖ ≤

√
(1 +

π√
6

+
π2

24
)

�

Věta
Necht’ X je Banach̊uv prostor a T ∈ L(X ). Potom σ(T ) je
uzav̌rená množina a

σ(T )⊂ {λ ∈ C; |λ| ≤ ‖T‖}.
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Př́ıklady.
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Př́ıklad: X = l2 je Banachův (dokonce Hilbert̊uv) prostor,

‖{xn}‖=

√
∞

∑
n=1

|xn|2.

Definujme operátor R : l2 → l2

R(x1,x2,x3, . . .) = (0,x1,x2,x3, . . .).

Určete spektrum operátoru R.
Př́ıklad: X = L2([0,1]) je Banachův (dokonce Hilbert̊uv) prostor,

‖f ‖=

√∫ 1

0
|f |2.

Definujme operátor L : L2([0,1]) → L2([0,1])

Lf (t) = t f (t).

Určete spektrum operátoru L.
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Spektrum operátoru.
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Spektrálńı teorie v Hilbertových prostorech

Necht’ T ∈ L(H1,H2), H1,H2 jsou Hilbertovy prostory, potom
existuje právě jedno zobrazeńı T ∗ : H2→ H1 tak, že

(Tx ,y) = (x ,T ∗y) pro ∀x ∈ H1,y ∈ H2

p̌ritom T ∗ ∈ L(H2,H1) a ‖T ∗‖= ‖T‖.
Definice
Zobrazeńı T ∗ se nazývá adjungované zobrazeńı k zobrazeńı T.

Definice
Necht’ H je Hilbert̊uv prostor. Operátor T ∈ L(H) se nazývá
hermitovský (samoadjungovaný) jestliže T ∗ = T . Pokud
TT ∗ = T ∗T ř́ıkame, že T je normálńı.

Plat́ı, že vlastńı hodnoty hermitovského operátoru jsou reálné. Pro
každé λ ∈ σp(T ) a x 6= o vlastńı vektor plat́ı totiž

λ(x ,x) = (λx ,x) = (Tx ,x) = (x ,Tx) = λ̄(x ,x) ⇒ λ‖x‖2 = λ̄‖x‖2 ⇒

λ = λ̄.
49/84
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Spektrálńı teorie v Hilbertových prostorech

Necht’ T ∈ L(H1,H2), H1,H2 jsou Hilbertovy prostory, potom
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Definice
Necht’ H je Hilbert̊uv prostor. Operátor T ∈ L(H) se nazývá
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λ(x ,x) = (λx ,x) = (Tx ,x) = (x ,Tx) = λ̄(x ,x) ⇒ λ‖x‖2 = λ̄‖x‖2 ⇒

λ = λ̄.
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Je-li T hermitovský plat́ı, že vlastńı vektory p̌ŕıslušej́ıćı r̊uzným
vlastńım č́ısl̊um jsou ortogonálńı.

Věta
Necht’ H je Hilbert̊uv prostor. Operátor T ∈ L(H) je hermitovský,
potom ‖T‖= sup

‖x‖=1
{(Tx ,x)}.

Věta
Necht’ H je Hilbert̊uv prostor. Operátor T ∈ L(H) je hermitovský,
označme

mT = inf
‖x‖=1

{(Tx ,x)} MT = sup
‖x‖=1

{(Tx ,x)},

potom
σ(T )⊂ [mT ,MT ], p̌ričemž mT ,MT ∈ σ(T ).

Definice
Relné č́ıslo r(T ) = sup

λ∈σ(T )
{|λ|} nazýváme spaktrálńı poloměr.
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Věta
Necht’ H je Hilbert̊uv prostor. Operátor T ∈ L(H) je hermitovský,
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mT = inf
‖x‖=1

{(Tx ,x)} MT = sup
‖x‖=1

{(Tx ,x)},

potom
σ(T )⊂ [mT ,MT ], p̌ričemž mT ,MT ∈ σ(T ).
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Věta
Je-li T ∈ L(H) hermitovský je r(T ) = ‖T‖.

Př́ıklad:
H = {f ∈ L2([0,1]); f (0) = f (1) = 0 a f má ∞ derivaćı na [0,1]}.

Definujme operátor D =
d2

dt2
. Dokažte, že D je hermitovský

operátor. Vlastńı hodnoty operátoru D jsou −n2π2 a vlastńı funkce
sin(nπ t), n ∈ N. Poznamenejme, že tento operátor neńı spojitý,
jinak by nutně bylo jeho spektrum omezené.
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Prostor se skalárńım součinem.
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Př́ıklady.
Frechet-Rieszova věta
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Př́ıklady.
Frechet-Rieszova věta
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Popis stavu částice

Stav částice v časovém okamžiku t je v kvantové mechanice úplně
popsán komplexńı funkćı ψ(r , t), kde r = (x ,y ,z) ∈M ⊂ R3. ψ

muśı být spojitá a muśı ḿıt spojité parcialńı derivace podle všech
proměnných x ,y ,z , t. Tato funkce se nazývá vlnová funkce.

Vlnová funkce ψ sice slouž́ı k úplnému popisu stavu částice, jej́ı
hodnoty však nemaj́ı konkrétńı význam. Interpretace vlnové funkce
byla odvozena z experimentálńıch pozorováńı a má statistický
význam.

Z vlnové funkce odvozená veličina

ρ(r , t) = |ψ(r , t)|2

znamená hustotu pravděpodobnosti polohy částice.

D́ılč́ı pravděpodobnost, že se částice nacháźı (byla by mě̌reńım
zjǐstěna) v malém okoĺı bodu r o objemu dV označme dP. Plat́ı

dP = ρ(r , t)dV = |ψ(r , t)|2dV
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Popis stavu částice - (2)

Necht’ Ω ∈M. Pravděpodobnost, že částice se nacháźı uvniťr
objemu Ω vypočteme ∫

Ω
|ψ(r , t)|2dV .

Je p̌rirozené p̌redpokládat, že∫
M
|ψ(r , t)|2dV = 1,

tj. ‖ψ‖= 1.

Z normovaćı podḿınky lze odvodit fyzikálńı rozměr vlnové funkce -
m−3/2 (v p̌ŕıpadě jednorozměrného pohybu m−1/2, v p̌ŕıpadě
dvojrozměrného pohybu m−1).
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Princip superpozice stav̊u

Jestliže se kvantový systém může nacházet ve stavu popsaném
vlnovou funkćı ψ1 a jestliže se může nacházet i ve stavu popsaném
vlnovou funkćı ψ2, potom se kvantový systém může nacházet i ve
stavu ψ, pro který plat́ı

ψ = c1ψ1 + c2ψ2,

kde c1,c2 jsou libovolné komplexńı konstanty.

Množinu všech možných vlnových funkćı ψ popisuj́ıćı všechny
stavy pevně zvoleného kvantového objektu spolu s nulovou funkćı
nazýváme stavovým prostorem a znač́ıme V .

V je lineárńı podprostor L2(M). Zavedeme v něm skalárńı součin

(ψ1,ψ2) =
∫
R3

ψ1(r , t)ψ2(r , t)dV

a normu

‖ψ‖=
√

(ψ,ψ) =

√∫
R3
|ψ(r , t)|2dV
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Princip superpozice stav̊u - (2)

Jaký význam maj́ı konstanty c1,c2 ve vztahu

ψ = c1ψ1 + c2ψ2?

Předpokládejme, že ψ1,ψ2 jsou normované a ortogonálńı. Potom

1 = (ψ,ψ) = (c1ψ1 + c2ψ2,c1ψ1 + c2ψ2) = |c1|2 + |c2|2.

To lze interpretovat tak, že systém v kvantovém stavu ψ se s
pravděpodobnost́ı |c1|2 nacháźı ve stavu ψ1 s pravděpodobnost́ı
|c2|2 se nacháźı ve stavu ψ2.

Nap̌ŕıklad, jestliže vlnová funkce ψ1 popisuje stav částice, který je
charakterizován t́ım, že p̌ri mě̌reńı veličiny F se źıská jej́ı p̌resná
hodnota F1 a že ve stavu ψ2 má veličina F p̌resnou hodnotu F2,
potom uvedeme-li částici do stavu ψ = c1ψ1 + c2ψ2 dostaneme p̌ri
opakovaném mě̌reńı pouze hodnoty F1 a F2 a to s pravděpodob-
nost́ı |c1|2 a |c2|2.
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Spektrálńı teorie v Hilbertových prostorech
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Operátory fyzikálńıch veličin

Při budováńı teoretického aparátu kvantové mechaniky se ukázalo,
že fyzikálńı veličiny v něm hraj́ı roli operátor̊u definovaných na
stavovém prostoru V .

Je-li operátor F̂ hermitovský, jsou jeho vlastńı č́ısla reálná a vlnové
vlastńı funkce p̌ŕıslušej́ıćı r̊uzným vlastńım vektor̊um jsou
ortogonálńı.
Jestliže k jednomu vlastńımu č́ıslu existuje v́ıce lineárně nezávislých
vlastńıch funkćı (vlastńı č́ıslo je degenerované), potom množina
všech vlastńıch funkćı p̌ŕıslušej́ıćıch danému vlastńımu č́ıslu tvǒŕı
lineárńı prostor Vλ (Vλ ⊂ V ), jehož dimenze je dλ > 1.
Zkonstruujeme ortonormálńı bázi (Gramm-Schmidtova
ortonormalizace).
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Zkonstruujeme ortonormálńı bázi (Gramm-Schmidtova
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Postuláty o operátorech fyzikálńıch veličin

1 Každé fyzikálńı veličině F je v kvantové mechanice p̌rǐrazen
lineárńı a hermitovský operátor F̂ .

2 Základńım fyzikálńım veličinám mechaniky - soǔradnićım
částice x ,y ,z a složkám hybnosti částice px ,py ,pz - jsou
p̌rǐrazeny operátory x̂ , ŷ , ẑ , p̂x , p̂y , p̂z podle schématu

x → x̂ = x 1̂, y → ŷ = y 1̂, z → ẑ = z 1̂

px → p̂x =−i h̄
∂

∂x
, py → p̂y =−i h̄

∂

∂y
, pz → p̂z =−i h̄

∂

∂z

nebo-li zapsáno vektorově

r → r̂ = r 1̂, p→ p̂ =−i h̄∇
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p̌rǐrazeny operátory x̂ , ŷ , ẑ , p̂x , p̂y , p̂z podle schématu

x → x̂ = x 1̂, y → ŷ = y 1̂, z → ẑ = z 1̂

px → p̂x =−i h̄
∂

∂x
, py → p̂y =−i h̄

∂

∂y
, pz → p̂z =−i h̄

∂

∂z

nebo-li zapsáno vektorově

r → r̂ = r 1̂, p→ p̂ =−i h̄∇
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Postuláty o operátorech fyzikálńıch veličin - (2)

3 Je-li fyzikálńı veličina F vyjáďrena pomoćı základńıch
mechanických veličin vztahem F = F (r ,p), je j́ı p̌rǐrazen
operátor podle schématu

F → F̂ = F (r̂ , p̂).

4 Množina vlastńıch č́ısel operátor̊u F̂ koresponduje s množinou
možných hodnot veličiny F namě̌rených v jednotlivých aktech
experimentu.

5 Skalárńı součin (ψ, F̂ψ) koresponduje za p̌redpokladu, že ψ je
normovaná vlnová funkce, se sťredńı hodnotou 〈F 〉ψ veličiny F
ve stavu ψ vyhodnocenou z dostatečného počtu jednotlivých
akt̊u experimentu.
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Postuláty plynoućı z matematiky

6 Množina všech vlastńıch funkćı ψn operátoru F̂ tvǒŕı ve
stavovém prostoru V úplnou bázi. To znamená, že každou
funkci ψ ∈ V lze jednoznačně vyjáďrit jako lineárńı kombinaci

ψ = ∑
n

cnψn.

7 Každá vlastńı funkce ψn operátoru F̂ fyzikálńı veličiny F
popisuje specifický stav částice, v němž má veličina F tzv.
ostrou hodnotu shodnou s hodnotou vlastńıho č́ısla λn, to
znamená, že p̌ri opakovaném mě̌reńı F v tomtéž stavu ψn se
vždy namě̌ŕı F = λn.
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Poznámky k postulát̊um

Je-li ťreba p̌rǐradit operátor součinu dvou veličin A a B, jejichž
operátory Â a B̂ nejsou komutativńı, postupujeme podle pravidla

F = AB → F̂ =
1

2
(ÂB̂ + B̂Â).

Bod č. 4 je spojovaćım můstkem mezi teoríı e experimentem t́ım,
že dává do souvislosti teoreticky vypočtená vlastńı č́ısla operátoru
F̂ s č́ıselnými hodnotami veličiny F namě̌renými v experimentu.
Nikdy nelze namě̌rit v jednom aktu experimentu pro veličinu F
č́ıselnou hodnotu, která by nebyla shodná s některým vlastńım
č́ıslem.

Bod č. 5 p̌redstavuje daľśı spojovaćı můstek mezi teoríı a
experimentem.

〈F 〉ψ =
(ψ, F̂ψ)

(ψ,ψ)
,

levá strana vzorce odpov́ıdá sťredńı hodnotě veličiny F źıskané v
dostatečně početné řadě mě̌reńı a pravá strana se vypočte z teorie.
Vzorec lze využ́ıt k ově̌reńı 7. tvrzeńı a k výpočtu sťredńı
kvadratické odchylky.
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Poznámky k postulát̊um - 2

Z 6. bodu plyne důsledek: vyjáďŕıme li vlnovou funkci ψ

studovaného stavu v podobě ψ = ∑n cnψn, budeme si jisti, že p̌ri
mě̌reńı veličiny F pro ni nemě̌ŕıme pouze hodnoty λn, a to každou s
četnost́ı |cn|2.
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Několik konkrétńıch p̌ŕıkladů operátor̊u.

Operátor kinetické energie
Pro kinetickou energii T částice plat́ı v klasické mechanice

T =
1

2
mv2 =

p2

2m
=

p2
1 +p2

2 +p2
3

2m
.

Podle 2. a 3. postulátu o operátorech dostaneme operátor

T̂ =
p̂2

1 + p̂2
2 + p̂2

3

2m
=
− h̄2

2m

(
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+
∂2

∂x2
3

)
= − h̄2

2m
∆

Operátor potenciálńı energie
Pohybuje-li se částice v konzervativńım poli popsaném potenciálńı
energíı V (r) dostaneme operátor

V̂ = V (r)1̂.
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Hamiltonův operátor - Hamiltonián.

Hamilton̊uv operátor
Pro operátor H celkové energie částice v konzervativńım poli
dostaneme

Ĥ = − h̄2

2m
∆ + V (r)1̂.

Hamiltonián pro elektricky nabitou částici s nábojem Q a
hmotnost́ı m podrobenou vlivu elektrického pole popsaného
vektorovým potenciálem A a skalárńım potenciálem ϕ a současně
konzervativńıho pole s potenciálńı energíı V má tvar

Ĥ =
(p̂−QA 1̂)2

2m
+ Q ϕ 1̂ + V 1̂.

Vypnut́ı elektromagnetického pole A = 0, ϕ = 0.
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Momentu hybnosti.

Operátor momentu hybnosti
Momentu hybnosti L = r ×p p̌rǐrad́ıme operátor

L̂ = r̂ × p̂,

L̂1 = i h̄

(
x3

∂

∂x2
−x2

∂

∂x3

)
L̂2 = i h̄

(
x1

∂

∂x3
−x3

∂

∂x1

)
L̂1 = i h̄

(
x2

∂

∂x1
−x1

∂

∂x2

)
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L̂ = r̂ × p̂,

L̂1 = i h̄

(
x3

∂

∂x2
−x2

∂

∂x3

)
L̂2 = i h̄

(
x1

∂

∂x3
−x3

∂

∂x1

)
L̂1 = i h̄

(
x2

∂

∂x1
−x1

∂

∂x2

)

67/84



Komutačńı relace.

Uvažujme operátory Ô1 a Ô2. Potom symbol

[Ô1,Ô2] ≡ Ô1Ô2− Ô2Ô1

nazýváme komutátor operátor̊u Ô1 a Ô2.
Jestliže operátory Ô1 a Ô2 spolu komutuj́ı, potom komutátor se
rovná 0̂.

Pro operátory definované 2. postulátem plat́ı

[x̂i , x̂j ] = 0̂, [p̂i , p̂j ] = 0̂,

[x̂i , p̂j ] = i h̄δij 1̂
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rovná 0̂.

Pro operátory definované 2. postulátem plat́ı

[x̂i , x̂j ] = 0̂, [p̂i , p̂j ] = 0̂,

[x̂i , p̂j ] = i h̄δij 1̂

68/84
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Pravidla pro komutátor.

Pro komutátor plat́ı následuj́ıćı pravidla

1 [Â, B̂] = −[B̂, Â],

2 [Â, B̂ + Ĉ ] = [Â, B̂] + [Â, Ĉ ],

3 [Â, B̂Ĉ ] = B̂[Â, Ĉ ] + [Â, B̂]Ĉ .

Použijeme pravidla pro operátor k-té soǔradnice a operátor
kinetické energie

[x̂k , T̂ ] =
1

2m

3

∑
j=1

[x̂k , p̂
2
j ] =

1

2m

(
3

∑
j=1

p̂j [x̂k , p̂j ] +
3

∑
j=1

[x̂k , p̂j ]p̂j

)
=

i h̄

m
p̂j .

Komutačńı relace zapsaná vektorově

[r̂ , T̂ ] =
i h̄

m
p̂.

Pro komutátor operátoru hybnosti a operátoru potenciálńı energie
dostaneme

[p,V ] = i h̄gradV 1̂.
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kinetické energie
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Komutačńı relace zapsaná vektorově
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Pravidla pro komutátor - 2.

Určete komutátory

[p̂, V̂ ], [L̂1, L̂2], [L̂2, L̂3], [L̂3, L̂1].

Plat́ı tvrzeńı:
Jestliže operátory F̂ a Ĝ maj́ı systém stejných vlastńıch vektor̊u,
potom [F̂ , Ĝ ] = 0̂.

Jsou-li všechna vlastńı č́ısla operátoru F̂ negenerovaná plat́ı veta i
naopak:
Jestliže [F̂ , Ĝ ] = 0̂, potom systém vlastńıch vektor̊u operátoru F̂ je
i systém vlastńıch vektor̊u operátoru Ĝ .

Má-li operátor F̂ generovaná vlastńı č́ısla a [F̂ , Ĝ ] = 0̂, potom lze
vybrat takový systém vlastńıch vektor̊u operátoru F̂ , že je také
systémem vlastńıch vektor̊u operátoru Ĝ .
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Relace neurčitosti.

Budeme věnovat pozornost otázce současné mě̌ritelnosti dvou
(p̌ŕıpadně i v́ıce) fyzikálńıch veličin. Maj́ı-li dva operátory F̂ a Ĝ
společné vlastńı funkce, potom existuj́ı stavy v kterých můžeme u
obou veličin F a G namě̌rit současně ostré hodnoty. V opačném
p̌ŕıpadě nejsou veličiny F a G současně mě̌ritelné, t.j. jestliže
[F̂ , Ĝ ] 6= 0̂ potom veličiny F a G nejsou současně mě̌ritelné.

Zkoumejme problém současné mě̌ritelnosti dvou fyzikálńıch veličin
A a B, pro jejiž operátory Â a B̂ plat́ı komutačńı relace

[Â, B̂] = iK̂ .

Pro odchylky hodnot veličin od jejich sťredńıch hodnot zavedeme
operátory těchto odchylek

4̂A = Â−〈A〉1̂, 4̂B = B̂−〈B〉1̂.
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Relace neurčitosti - 2.

Pro operátory 4̂A a 4̂B plat́ı komutačńı relace

[4̂A,4̂B] = iK̂ .

Za mě̌ŕıtko velikosti chyby p̌ri mě̌reńı veličin A a B zvoĺıme jejich
sťredńı odchylky definované pomoćı 4̂A a 4̂B takto

δA = |〈(4̂A)〉1/2|= |(ψ,(4̂A)2
ψ)1/2|,

δB = |〈(4̂B)〉1/2|= |(ψ,(4̂B)2
ψ)1/2|,

Veličinám δA a δB se v kvantové mechanice obvykle ř́ıká
neurčitosti fyzikálńıch veličin A a B.

Zvolme nezápornou veličinu

I (ξ) = ((ξ4̂A− i4̂B)ψ,(ξ4̂A− i4̂B)ψ)≥ 0.
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Relace neurčitosti - 3.

Funkce I (ξ) je kvadratickou funkćı proměnné ξ

I (ξ) = ξ
2(δA)2 + ξ〈K 〉+ (δB)2 ≥ 0.

Pro diskriminant tedy muśı platit

(〈K 〉)2−4(δA)2(δB)2 ≤ 0,

po malé úpravě dostaneme tzv. relaci neurčitosti

δAδB ≥ 1

2
|〈K 〉|.

Je-li sťredńı hodnota komutátoru K̂ nenulová, nemůže nikdy nastat
p̌ŕıpad δA = δB = 0 a obě veličiny nelze současně určit.
V p̌ŕıpadě nulového komutátoru K̂ mohou pro neurčitosti δA a δB
nastat obecně všechny p̌ŕıpady a tedy i p̌ŕıpad δA = δB = 0. Proto
mluv́ıme o principiálńı současné mě̌ritelnosti.
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Relace neurčitosti - 4.

Připomeneme-li si komutačńı relaci

[x̂k , p̂k ] = i h̄1̂

dostaneme závažnou relaci neurčitosti

δxk δpk ≥
h̄

2
,

které se ř́ıká Heisenbergova relace neurčitosti. Tato relace nás nut́ı
vzdát se pojmu trajektorie částice.

Operátory kinetické energie T̂ a potenciálńı energie V̂ spolu
nekomutuj́ı. Nav́ıc nekomutuj́ı ani s hamiltoniánem, který je jejich
součtem. Znamená to, že ve stavech s ostrou hodnotou energie E
maj́ı jej́ı složky T a V neostré hodnoty.

74/84



Relace neurčitosti - 4.
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[x̂k , p̂k ] = i h̄1̂
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Př́ıklady.
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Nestacionárńı Schrödingerova rovnice.

K dokončeńı popisu základńıho formálńıho schématu kvantové
machaniky ještě zbývá uvést, jak se v konkrátńıch p̌ŕıpadech urč́ı
možné kvantové stavy částice nebo souboru částic.

V roce 1926 nalezl Schrödinger diferenciálńı rovnici, která
umožňuje určit vlastnosti kvantového objektu.

Jestliže kvantovému systému p̌ŕısluš́ı Hamiltonián Ĥ má tato
rovnice tvar

i h̄
∂ψ

∂t
= Ĥ ψ (1)

a nazývá se Schrödingerova rovnice.

Jej́ım základńım účelem je nalézt vlnovou funkci ψ(x , t) daného
systému.
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Jej́ım základńım účelem je nalézt vlnovou funkci ψ(x , t) daného
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Stacionárńı Schrödingerova rovnice.

Je-li studovaný kvantový systém dostatečně izolován od svého
okoĺı, je splněn p̌redpoklad, že jeho Hamiltonián Ĥ nezáviśı na

čase, nebo-li, že ∂Ĥ
∂T = 0

Předpoklad umožňuje uvažovat vlnovou funkci ve tvaru

ψ(x , t) = ϕ(r)T (t).

Dosad’me takto separovanou vlnovou funkci do nestacionárńı
Schrödingerovy rovnice

i h̄ϕ(r)
dT (t)

dt
= T (t) Ĥ ϕ,

a vydělme obě strany rovnice ϕ(r)T (t), dostaneme

i h̄
1

T (t)

dT (t)

dt
=

Ĥ ϕ(r)

ϕ(r)
.

Levá strana rovnice záviśı pouze na t a pravá strana pouze na r .
Obě strany se tedy muśı rovnat konstantě, označme ji E .
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Stacionárńı Schrödingerova rovnice - 2.

Dostaneme dvě diferenciálńı rovnice

i h̄
dT (t)

dt
= E T (t) (2)

Ĥ ϕ(r) = E ϕ(r). (3)

Prvńı má řešeńı
T (t) = e−i Eh̄ t .

V druhé rovnici vystupuje Hamiltonián a je r̊uzná pro r̊uzné
Hamiltoniány. Nazývá se stacionárńı Schrödingerova rovnice.

Rovnice je zároveň rovnićı pro výpočet vlastńıch funkćı ϕn a
vlastńıch č́ısel En operátoru Ĥ, t.j.

Ĥ ϕn(r) = En ϕn(r).

Vlastńı č́ısla En lze interpretovat jako jediné možné hodnoty
energie E systému, které lze źıskat experimentálńım mě̌reńım.
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Ĥ ϕn(r) = En ϕn(r).

Vlastńı č́ısla En lze interpretovat jako jediné možné hodnoty
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T (t) = e−i Eh̄ t .
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Stacionárńı Schrödingerova rovnice - 3.

Energie En se nazýváj́ı hladinami energie systému. Vlnové funkce
ϕn jsou vlnovými funkcemi specifických stav̊u systému, v nichž má
jeho energie ostrou hodnotu č́ıselně shodnou s hodnotou
p̌ŕıslušného vlastńıho č́ısla En.

Celkovou vlnovou funkćı ψ(r , t) řeš́ıćı rovnici (1) je

ψ(r , t) = ϕn(r)e−i Eh̄ t . (4)

Stavy kvantového systému popsané vlnovou funkćı (4) se nazývaj́ı
stacionárńı stavy. Za stacionárńı stav považujeme stav

jehož vlnová funkce je řešeńım stacionárńı Schrödingerovy
rovnice

v němž má systém ostrou hodnotu energie

jehož vlnová funkce je závislá na čase pouze prosťrednictv́ım
multiplikativńıho faktoru e−i Eh̄ t .
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v němž má systém ostrou hodnotu energie

jehož vlnová funkce je závislá na čase pouze prosťrednictv́ım
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ϕn jsou vlnovými funkcemi specifických stav̊u systému, v nichž má
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Nestacionárńı Schrödingerova rovnice

Vrat’me se k nestacionárńı Schrödingerově rovnici (1). Všechna jej́ı
řešeńı maj́ı tvar (princip superpozice)

ψ(r , t) = ∑
n

cn ϕn(r)e−i Eh̄ t .

Stavy, popsané touto vlnovou funkćı se nazývaj́ı nestacionárńı
stavy.
Má-li studovaný systém časově závislý hamiltonián Ĥ(t), plat́ı
pouze nestacionárńı Schrödingerova rovnice a všechny stavy
systému jsou nestacionárńımi.
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Schrödingerova rovnice - volná částice

Pro jednoduchost budeme nejďŕıve diskutovat volnou částici v
jedné dimenzi. Odpov́ıdaj́ıćı Schrödingerova rovnice s potenciálem
V = 0 má tvar

i h̄
∂ψ

∂t
=− h̄2

2m

∂2ψ

∂x2
.

Stacionárńı Schrödingerova rovnice(
d2

dx2
+

2mE

h̄2

)
ϕ(x) = 0.

Označme
2mE

h̄2
= k2,

Řešeńı stacionárńı Schrödingerovy rovnice je

ϕ(x) = e±ik x .
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Schrödingerova rovnice - volná částice- 2

Zaved’me impuls částice p = h̄ k, potom časově závislá vlnová
funkce je

ψ(x , t) = e
1
i h̄ (E t−k px),

kde impulz p může nabývat kladných i záporných hodnot.

Celková energie částice je rovna jej́ı kinetické energii

E =
h̄2k2

2m
=

p2

2m
.

Vlnová funkce je vlastńı funkćı hamiltoniánu

Ĥ ψ = − h̄2

2m

d2

dx2
ϕ(x) =

p2

2m
ϕ(x)

s vlastńı hodnotou p2

2m a operátoru impulsu

p̂ψ = −i h̄
d

dx
ψ = pψ

s vlastńı hodnotou p. Oba operátory spolu komutuj́ı, maj́ı tedy
stejné vlastńı funkce.
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