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Skalarni a vektorovy souéin
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Skalarni sou¢in

Skalarni soucin

Vektorovy prostor (V,+,-) ... Mnozina V, na které jsou definovany dvé
operace, a to séitani (+) a nasobeni realnym Cislem (-), které spliuji 8
axiomu (komutativita, asociativita, distributivita, nulovy a opaény prvek
vzhledem ke scitani a jednotkovy prvek vzhledem k nasobeni realnym
Cislem).

Skalarni soucin:
u= (Ui, U,...,Up) €ER"

v=(vi,ve,...,vn) €ER",
n
— U-V:ZU,‘V,’GR,
i=1
[lv]|-cosa ... kolmy pramét vektoru

v do sméru vektoru u,
u-v=|[ull-[[v]| - cosa

Bl

|¥] - cosa

v R?
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Skalarni sou¢in

Vlastnosti skalarniho soucinu:
Necht V je vektorovy prostor, a,b € V, o, 8 € R. Pak plati

a-a >0 VvVaeV, a-a=0« a=0

a-b = b-a
a-(b+c) = a-b+c-d
(e@)-(Bb) = (aB)a-b
ab=0 < a=0vb=0Valb
T_-0
cosE_

Priklad DokaZte, Ze Uhlopficky v kosoétverci jsou k sobé kolmé.

Dvé sousedni strany v kosoétverci Ize
povazovat za dva vektory a, b. Vek-
tory a b jsou linearné nezavislé a
llall = |lbl] # 0. Jestlize i Uhlopticky v
kosocCtverci uvazujeme jako vektory u a v, je
u=a+b,u#0, v=>b-—a, v #0.Potom
u-v=(a+b)-(b—a)=—lal*+ bl =0,
a tedy vektory u a v jsou k sobé kolmé.
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Vektorovy soucin

Vektorovy soucin

Vektorovy sougin jen pro vektory v R®, tj. u € R, v € R3. Necht
i: (17070)7 j: (07170)7 k: (07071)

i j Kk
.4 W=UXV=|Uu U U |=
uxv
V4 Vo V3
v 2| U2 U 2 wou AV,
-7 2 3 _/ 1 3 +k 1 2
Vo V3 Vi VW3 Vi Ve
\ N
3
= (UoVs — UsVo, —U1 V3 + UsVy, Ut Vo — UpVy) € R”.
> Plocha rovnobéznika (¢ je mensi z thlu, které

vektory sviraji)

[[u>x v = [lul[-[[v]] - sing.
——

plocha rovnobéznika uréeného vektory ua v
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Vektorovy soucin

Vlastnosti vektorového soucinu

Cviéeni Pro a,b,c € R®, k € R, dokaZte:

ax0 = 0, axa=0
axb = —(bxa)=-bxa=bx(-a)
a, b linearné zavislé vektory = axb=0
ax(b+c) = axb+axc
(kayxb = k(axb)y=ax(kb)

Cviceni Dokazte

xXj=k, JX k=
Poznamka ax b=||a||-||b||-sina- n , kdea € (0,7),
jednotkovy normalovy vektor

Cviceni Dokazte, Zze vektor u x v je kolmy k obéma vektoriim u a v.
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Vektorovy soucin

Smiseny soucin

Smigeny soudin: a, b, ¢ € R%, pak
a-(bxc)eR.

V=la-(bxc)| ... objem rovnobéznosténu,
jehoz tfi hrany vychazeji z téhoz vrcholu a jsou
uréeny vektory a, b, c.

Cviéeni Dokazte, Ze pro vektory a, b, ¢ € R® plati
a-(bxc)=b-(cxa)=c-(axb),
ai d> as

a-(bxc)=| b b bs
Cq Co (3
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Gradient

Gradient

Definice Nechtf:R" — R, bod Xp € D(f). Vektor
md F(X0) = V) = (2L 6), 2 %60, 2 (x0)
g 0) = 0) — 8 ) E)X 0 SR a 0

pokud vSechny tyto parcialni derivace existuji, nazyvame gradientem funkce
fvbodé Xp.
Notace:

, o 0 0
bla ... ==, =,...

v operator nabla v (8x1 TR 8xn)
Poznamka Gradient je vektor, ktery udava smér nejrychlejsiho rlstu
funkénich hodnot. Ukazme si, Ze gradient funkce je vzdy kolmy na vrstevnice
této funkce.
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Gradient

s Normalovy vektor ke krivce

Véta Nechtje dana rovnice F(x,y) = 0 a bod (xo, yo), ktery ji splfiuje, .
F(xo, ¥o) = 0. Necht grad F(xo, yo) # (0, 0). Pak body (x, y) z okoli bodu

(X0, Yo), které splfuji rovnici F(x, y) = 0, tvofi jistou kfivku prochazejici
bodem (xo, ¥o), jejiz normalovy vektor v tomto bodé je pravé vektor

grad F(xo, yo) = (%(Xo,}’o), %;(Xodfo))-

Dikaz Necht napfiklad g—ﬁ(xo,yo) # 0.Pak na okoli bodu (xo, yo) je rovnici
F(x,y) = 0 implicitné definovana funkce y = f(x). Derivace této funkce v
bodé xo, a tedy smérnice k te€ny k dané kfivce v bodé (xo, yo), je dana

vztahem oF
X (0, yo)

k=-— .
%f(xo,}’o)

Tedy vektor —%(Xo,yo), g—,;(xo,yo) je smérovym vektorem teCny ke

grafu f v bodé (xo, ¥o), a tedy k nému kolmy vektor

OF OF
grad F(xo, o) = (87(X07y0)7 @(Xo,}/o)>

je normalovym vektorem vrstevnice v bodé (xo, ¥o) .
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Gradient

Derivace ve sméru

Necht f = f(x,y), a= (ai,a) € R?: ||a|| = 1, (xo,¥0) € D(f)
Derivace f ve sméru vektoru a v bodé (xo, ¥o):

f(Xo + tas, Yo + taz) — f(Xo, Y0)
t b

Daf(X0, yo) = lim

pokud limita existuje. Tedy derivace f ve sméru jednotkového vektoru a
popisuje rychlost stoupani nebo klesani hodnot funkce f ve sméru tohoto
vektoru.

Poznamka Pokud bychom uvazovali misto jednotkového vektoru a néjaky
jeho « nasobek, zméni se hodnota limity pravé a—krat:

f(xo + taay, yo + taap) — f(Xo, Yo)
at

Daaf(X07YO) = Zl‘m a- = OéDaf(Xo,yO) .

Pokud budeme pocitat derivaci ve sméru libovolného vektoru v, budeme
touto derivaci rozumét derivaci ve sméru jednotkového vektoru pFislusného k

14
v,tedy a:= —.
vl
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Gradient

Véta Necht f € C'(G), kde G C R" je oteviena mnoZina,
XO = (XanO) € Ga ac Rn’ HaH =1.Pak

Daf(Xo) = VI(Xo) - a= [[VH(Xo)]| - [|al| - cos . (1)
N—_——
skalarni soucin
- . Vi(X) .. . .
Polozime-li a := ——- <+, je ajednotkovy vektor, ||a|| =1, a

D.f(Xo) = ||Vf(X0)|] = cosp=1 = ¢=0.

Tedy Daf(Xo) bude nejvétsi, pokud a bude jednotkovy vektor pfislusny
gradientu f v bodé Xp.

Cviceni UkaZte, Ze pro funkci dvou proménnych je %i derivaci ve sméru

vektoru ey = (1,0) a g—; je derivaci ve sméru vektoru e> = (0, 1).

Poznamka Obecné pro funkci n proménnych f(x1, Xz, . .. X) je

of
f)X,‘

(Xo) = De f(X0) -
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Gradient

Priklad Vypottéte derivaci funkce f(x, y) = x2y — xy? ve sméru vektoru a
v bodé (1, 2); a je jednotkovy vektor pfislusny vektoru v = (3, 4).

Reseni ||v||=5 = a= %(3,4) , f je spojita, spojité diferencovatelna,

erad () = (L0 S0 ) = (23— ¥ = 2).
Daf(1,2) = Vf(1,2)-a=(0,-3)- (3 4)— f%

Piiklad f(x,y,z) = x> + xInz — y®. Vypottéte VF(1,2,e) a derivaci ve
sméru gradientu v bodé (1,2, ¢).
Reseni:

Vi(x,y,2) = (2x+Inz,-3y%, ), Vi(1,2,¢) = (3,-12 %)-

Derivace ve sméru gradientu v bodé (1,2,¢) je

Daf(1,2,¢) = ||VF(1,2,¢)|| = /9 + 144 + el2 = 12.37478627.
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Gradient

Priklad Vypoctéte derivaci funkce f(x,y) = ¥/x(y — 1)2 ve sméru vektoru
a= 1(3,—4) vbodé Xo = (0,1).

Reseni f je spojita, neni v bodé& (0, 1) spojité diferencovatelna, tedy
pocitdm podle definice.

fO+12,1—t4)— (0,1 Vit mt—0
D.f(0,1) = lim (O+15 ) =101y, Vsl = 0,726848

t—0 t t—0 t
Poznamka Gradient vektorového pole Méjme dano vektorové pole
V(Xa Y, Z) = (V1 (X7 Y, 2)7 VZ(X7 Y, 2)7 VS(X,}/, Z)) )

které je spoijité a spojité diferencovatelné na oteviené mnozingé G c R®. Pak
gradient vektorového pole v definujeme jako tenzorovy soucin vektor( V a v,

v =V o v= (V)= (51) ij=1.23.
J

Gradient vektorového pole je tenzorové pole 2. fadu, jehoZ soufadnice tvori
prvky Jacobiovy matice funkci vi(x, y, z), va(x, y, 2), va(X, ¥, Z) . Tedy

ox oy 0z
By B Bv
ox oy 0z
dvg vy By
ox oy oz

gradv =
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Divergence

Divergence

Divergence a rotace jsou vektorové operatory, jejichz vlastnosti jsou
odvozeny z pozorovani chovani vektorového pole tekutiny nebo plynu.

Divergenci vektorového pole si lze pfedstavit tak, Ze vektorové pole F udili
rychlost toku kapaliny. Jak se rychlost toku zvysuje, kapalina expanduje pry¢
z pocatku. V tomto pripadé je divergence vektorového pole kladna (obr.
vlevo), div F > 0 .

Jestlize vektoroveé pole predstavuje tekutinu, ktera tecCe tak, ze se stlaCuje do
pocatku, divergence tohoto vektorového pole je zaporna div F < 0, dochazi
ke kompresi tekutiny (obr. vpravo).
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Divergence

:= F(x,y) ... dvoudimenzionalni vektorové pole rychlosti
F .= F(x,y, z) ...vektorové pole rychlosti v tfidimenzionalnim prostoru

Divergence vektorového pole méfi expanzi nebo kompresi vektorového pole
v daném bodé&, neudava, ve kterém sméru se expanze nebo komprese déje
— divergence je skalar

BB Fo wF_ OF  OFR  OF
F:R — R7, F—(F1,F2,F3), div F = 6)x+6)y+02
Pak divergence je skalarni soucin vektord V a F,

g 0 0 0 0 0
V-F= (57@’§> .(F1’F2’F3)_87F1+87y,:2+§,:3
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Divergence

Priklady

Priklad 1. F(x,y,z)=(-y,xy,z2) = divF=0+x+1=x+1
Priklad 2. F(x,y,z)=(x,y,z) = divF=14+1+1=3... kladna

konstanta. V tomto pfipadé nezavisi divergence na volbé bodu (x, y, z).
Tekutina expanduje.

Priklad 3. Vypoctéme divergenci vektorového pole

X,y,zZ
FOxy.2) = g ot e (60,2 £ (0.0,0)

Reseni divF(x,y,z) =
9 x 9y 9z
X121 2292 T y (1 y2+ 220372 " Z (Xt y2 + 22)3/2
PR3 Py ) -3 (R4t 7P) 32
TRt yR 1 22)2 (X2 + y2 + 22)5/2 (X2 + y2 + 22)5/2
3(X2 4+ y2 4+ 22) = 3(x® + y2 + 27)

= (X2 + y2 + z2)5/2 =0

Tedy pokud nejsme v pocéatku, neni tok ani expandujici ani kontrahuijicf,
div F = 0.
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Divergence

Ponofme do kapaliny kulicku upevnénou v pocatku a uvazujme vektorové
pole z Pfikladu 2. Tekutina proudi pry¢ od kulicky. ProtoZze ma vektorové pole
kladnou divergenci vSude, bude tok vektorového pole pry¢ od kuli¢ky, i kdyz
kulicku posuneme z pocatku.

Vlevo na obr. je tfidimenzionalni vektorové pole z Pfikladu 2, vpravo je
dvoudimenzionalni vektorové pole z Pfikladu 4.
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Divergence

Zavislost na dimenzi

Priklad 4. Dvoudimensionalni verze vektorového pole z Pfikladu 3.

FOy) = e () #(0.0)

9__ x 9y
x (X2 y2)32 Ty (x2 + y2)3/2
_ Py =3¢ (X +y°) —3y°

div F(x,y) =

(x2 + y?)5/2 (x2 + y?)5/2
_20°4y) -8 +yf) T 0
- (x2 + y?)5/2 T (X +y2)32 <

VsSude kromé pocatku je div F(x, y) < 0. Tekutina se stlaCuje, i kdyz proudi
"ven”. Vlozime-li kruh do proudici tekutiny, proudi tekutina do kruhu rychleji,
nez z kruhu
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Rotace

Rotace

Predstava vektorového operatoru rotace vychazi z myslenky, jak mize
kapalina nebo plyn rotovat (cirkulovat).

!
N
|
o
~

PER)

Rotace 2d vektorového pole Rotace vektorového pole ve 3d



Rotace

Diferencialni operace 1. fadu
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F ... vektorové pole, které reprezentuje tok tekutiny

Vlozme do tekutiny malou kulicku a upevnéme jeji stted — kulicka se
mUze otacet v libovolném sméru kolem svého stiedu, ale nemize se hybat.
Tato rotace méfi rotaci rot F vektorového pole F v bodé ve stfedu (malé)
kulicky ... mikroskopicka rotace (cirkulace) vektorového pole F. Rotace je
vektor, rot F € R®, ktery sméfuje podél osy rotace a jeho orientaci uréime
podle pravidla pravé ruky.

rOtF:VXF:(%a%a%)X(FMFZ7F3):
I A N A N N P)
=|lax 3y 9z |=1| 9 0z |- ax 9z |+k| ox oy |=
y Fa F3 Fi R F R
Fi R Fo

OFy R\, (R OR\. (0R OF),

oy oz ax oz )V \ax oy )¢
kdei=(1,0,0),j=(0,1,0),k = (0,0, 1) jsou jednotkové vektory ve sméru
soufadnicovych os.
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Rotace

Priklady

Priklad F(x,y,z) = (—y,xy, z). Vypoltéte rot F.

ik
F==| 2 2 0 1 _j0_0)—j(0-0)+k(y+1)=(0,0,y+1)
T ox oy oz | T J Y AR
v Xy

Piiklad F(x,y,z) = (y, x?, —z). Vypo&téte rot F.

i j k
0 0 0 . .

rotF == = 3y oz =i(0-0)—j(0—0)+k(2x—1) = (0,0,2x —1).
y X -z

Notace:

rotF=culF =V xF, F=(F,F,F)cR% rotFcR®
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Rotace

Makroskopicka rotace

Mikroskopicka rotace — kulicka vhozena do kapaliny, stfed kulicky upevnime,
takZe kulicka se muze otacet ve vSech smérech kolem svého stredu, ale
nemU(ze se hybat

Makroskopicka rotace — uvolnime stfed kuli¢ky a kulicka se zaéne otacet v
kruzich nesena tokem tekutiny. Nelze ji jednoduse spocitat jako rotF.

Priklad F(x,y,z)=(-y,x,0) ... rotace kolem osy z. V tomto pfipadé si
mUzeme makroskopickou rotaci predstavit jako rotaci (volné) kuliCky v
tekutiné v roviné z = 0. Pozor!!! Tato makroskopicka rotace neni rotF
vektorového pole F. Abychom mohli méfit rotF, musime upevnit stfed kuliCky.
Vypoctéte si, ze rot F = (0,0, 2).
Piiklad  F(x,y,2) = =% (4 ) 2 (0.0).
) ) X2 +y2 ) )
Rozli§ime 2 ptipady: Podél kruznic x*> + y? = konstanta = dostaneme
pfredchozi priklad, tedy makroskopickou rotaci kolem osy z.

Pro obecny bod, ktery nelezi na ose z dostaneme rot F = (0,0, 0) . Ovéfte.
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Greenova véta

Greenova véta

C ...orientovana,jednoducha uzaviena kiivka —-
kfivkovy integral / ?d—} reprezentuje rotaci F "kolem”kfivky C.
C
Napf. je-li F rychlostni pole toku vody, tento integral ukazuje, jak
velkou tendenci ma voda cirkulovat podél cesty ve sméru orientace C.

Greenova véta ... prevadi vypocet
kfivkového integralu vektorovho pole pres uzavienou kfivku C na dvojny
integral pres vnitfek C

Ale co budeme integrovat pres vnitfek C, aby byl vysledek stejny, jako
kdybychom integrovali po uzaviené kfivce C?
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Greenova véta

Greenova véta udava vztah mezi makroskopickou rotaci podél uzaviené
kfivky C a souétem mikroskopickych rotaci uvnitf C.

Makroskopicka cirkulace Soucet mikroskopickych cirkulaci
vektorového pole F podél C vektorového pole F uvnif C
=Fy . ol
/ dr = // mikroskopicka cirkulace F dA
C D
(rot F) - k

kde D C RR? je oblast "uvniti’uzaviené kfivky C, K je jednotkovy vektor ve
smeru osy z, (rot F) - k je z—ova slozka operatoru rot F .

Poznamka T#irozmérnou analogii Greenovy véty je Gaussova véta, ktera
vyjadfuje ekvivalenci "objemového”(trojného) a ploSného integralu.
Nebudeme se ji zabyvat, protoze plosny integral presahuje latku MllI.
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Greenova véta

Greenova véta Necht C C R? je kladné orientovana jednoduché uzavfena

kfivka, D je oblast "uvniti’uzaviené kfivky C. Necht ? je vektorové pole, které
je spojité diferencovatelné v oblasti D. Pak

/?dr—// (rot F) - kdA = // (aiz—ai‘)dA.

Priklad Vypoctéte / y2dx + 3xydy , kde C je kladné orientovana hranice
horniho pllkruhu D.

F(va) = (y2,3xy)

4 Pomoci dvojného integralu: integrand
C
OF, OF B
ox oy oAy

oblast D: =1 < x <1, 0<y<+v1-—x?
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Greenova véta

/yzdx+3xydy:// (rotF)-de:// ydA =
C D D
1 1—x3 1
1/ 2 2
= dy | dx = 5 1—x%)dx = 5.
/_1 (/O yy) 5 _1( ) 3

Jiny zplsob vypoctu: kiivkovy integral:

7= / y2dx+3xydy, C je kladné orientovana hranice horniho ptlkruhu D.
C

Parametrizace C1 : r=1, te (0,),

y x=cost, y=sint, dx= —sintdt, dy = cos tdt

e, Parametrizace C> : t € (—1,1),
x=t y=0, dx=df,dy=0

1 C 1 x
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Greenova véta

7= yzdx+3xydy+/c y2dx+3xydy = /OW (—sin® t+-3cos tsin z‘)dt+/11 0dt =
4 ) _
= /07r sint (—sin® t + 3 cos t)dt = 7/07r sint(1 — cos® t)dz‘4r3/07r sin t cos tdt
_/sint(1—cos2 t)dt:‘ 78;01‘2? — cl:lju :/(1—u2)du=1—1§c033t
/sintcostdt:’ —si(;otsd;‘ — éllu = —/udu:—%coszt
= [1 - %cosst]: - 15 [coszt};r = g

Cviceni Vypoctéte pomoci Greenovy véty (kfivku nakreslete)
1
X —y)dx ———+x| d
[ wx-paxe (755 +x) o,

kde kfivka C je sjednoceni &asti paraboly y? = x mezi body A = (0;0) a
B = (1;1) a tseCky AB. Kfivka je probihana v kladném smyslu.
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Greenova véta

Poznamka Nezavislost kiivkového integralu na cesté:
Necht F = (Fy, F2, F3) je vektorové pole na j.s. oblasti G € R®, C uzavfena
kfivka. Pak kfivkovy integral vektorového pole

/ I_-Jcﬁ' nezavisi na integracni cesté (tedy F je potencialni na G)
JC —
OFy  0F; OF OF3 0F2 0OF;
dy  ox’ 8z 9x 9z oy’
—
rot F=0.

Poznamka Integralni definice divergence — integralem se v tomto pfipadé
mysli plo$ny integral, nebudeme se tim zabyvat.

Poznamka Chemické interpretace divergence:

div v(P), kde vektorové pole v je gradientem koncentrace, znamena
mnozstvi chemické latky, které v okoli bodu P pfibude difizi nebo vznikne
chemickou reakci (div v(P) < 0) a nebo z okoli bodu P zmizi (div v(P) > 0).
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Greenova véta

Definice Bod P, ve kterém je div v(P) > 0 (expanze) se nazyva zdrojem
nebo zfidlem vektorového pole v. Bod P, ve kterém div v(P) < 0 (komprese)
se nazyva propadem.

Poznamka Vektorové pole v na oblasti G se nazyvéa nezfidlové neboli
solenoidalni, jestlize
divv(P)=0 VP e G,

t.j. Zadny bod G nenf ani zfidlem, ani propadem.

Poznamka Je-li v(x, y, z) rychlostni pole v kapaliné, pak se podminka
divv=20
nazyva v hydrodynamice rovnici kontinuity nestlacitelné kapaliny.
Definice Vektorové pole v(x, y, z), pro které plati
rotv(x,y,z) =0,

se nazyva nevirové.
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Stokesova véta

“ Orientace plochy

Vime, Ze kfivku Ize orientovat pomoci te€nych vektortl. Podobné je tomu u
plochy, jen misto teénych vektorll pouzivame vektory normalové.

Definice Plochu S nazyvame orientovanou, jestlize na ni existuje (resp. Ize
na ni definovat) spojité vektorové pole jednotkovych normalovych vektord.

Umluva Vsechny plochy, se kterymi budeme pracovat, budou
orientovatelné.

Poznamka Je-li parametrizace ¢ plochy S definovana na uzaviené oblasti
Q v roviné uv, pak obraz hranice H(Q2) pfi parametrizaci ® je obvykle kfivka,

poptipadé nékolik kfivek, kterou nazyvame krajem plochy nebo prosté hranici
plochy S.

Definice Rikame, Ze orientace kfivky K = hranice plochy S je koherentni s
orientaci plochy S, jestlize pozorovatel pohybujici se po kfivce K ve sméru
jeji orientace a s hlavou smérujici ve sméru kladné normaly k plose S, méa
plochu S po své levé ruce.

Poznamka Neékteré plochy nemaji Zadny kraj, tedy jejich hranice je
prazdna mnozina (napf. sféra). Takové plochy nazyvame uzaviené.



Diferencialni operace 1. fadu

Stokesova véta

* Stokesova véta

Stokesova véta udava vztah mezi ploSnym integralem pres orientovanou
plochu v prostoru R? a kfivkovym integralem pies jejl koherentné
orientovanou hranici.

Stokesova véta Necht v oblasti G ¢ R® je zadano vektorové pole
V(x,y,2) = vi(x,y,2)i + va(x, ¥, 2)i + va(X, ¥, 2)k,,

jehoz souradnicové funkce maji na G spoijité parcialni derivace 1. fadu. Necht
S je plocha v G s hranici 8S tak, Zze S a dS jsou koherentné orientovany. Pak

plati
/ Vds = //(rotV)d_S.
s s

Poznamka Aplikujeme-li Stokesovu vétu na rovinné vektorové pole,
dostaneme Greenovu vétu.



Diferencialni operace 2. fadu

Diferencialni operace 2. fadu

Diferencialni operace 2. fadu jsou vysledkem dvojnasobné aplikace
operatoru nabla V na skalarni nebo vektorové pole.

Necht f(x, y, z) je skalarni pole tfidy C?(G), t.j. funkce f: R® — R,
fe C*G), a(x,y,z) e vektorové pole tfidy C*(G).
@ div grad f

, o 9 0 of of 0z o%f  OPf  OPf
div grad f = VVf = (87, @, 5) (a, @, E) = Wﬁ‘ﬁﬂ'ﬁ
Polozme

PP
T ox2 ' oy2 0z2
A ... Laplaceuv diferencialni operator, Laplacian

Af

Nékdy se pouziva oznaceni

&2 o2 &2
= . = 2 = —_— — —_—
A—U v ax2+8y2+822

skalarni soucin operatoru nabla se sebou samym.



Diferencialni operace 2. fadu

Poznamka Laplaceova a Poissonova rovmice
Au=gnaQcR? u=u nal =09, ...
. parcialni diferencialni rovnice 2. fadu eliptického typu

g=0 Laplaceova rovnice
g#0 Poissonova rovnice
funkce splfiujici Au=0 harmonické funkce

@ div rot a

- o (a _0m oa _oa da _oa) _
divrota=V-(Vxa)=V <8y 0z’ 0z  Ox’ Ox 3}/)_

62 as 8232 82 a (92 as 62 ao 62 a B

oxdy _ oxoz " dyoz oxoy « oxoz  oyoz
— divrota=0.

Cviceni Upravte rot (rot a).



Diferencialni operace 2. fadu

@ rotgrad f, fe& C?(G)
rot grad f =V x Vf =

k
9
0z | =
of
0z

o i i Y i R A W i A B W
oydz  0z0y I\ 9xaz ~ oxoz oydz 0z0y )

Tedy

SESE
SRS

rot grad f =0.

Poznamka Kdybychom uvazovali (V x V)f...

j
d

VxV=| gx @ oz | =0, atedy (VxV)f=0-f=0
dy



Diferencialni operace 2. fadu
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Gaussova—Ostrogradského véta, divergencni véta

Gaussova-Ostrogradského véta

Véta Gaussova—Ostrogradského B
Necht Q ¢ R? je omezena oblast s Lipschitzovskou hranici I', u € C'(Q) . Pak

%dx:/unids, i=1,2,
.ani Jr

kde n = (m, n2) je jednotkova vnéjSi normala ke I'.

Véta fika, ze dvojny integral pfes Q (= vnitfek C) je roven kfivkovému integralu
pfes hranici I oblasti 2, kde I' = C je uzavfena kfivka kladné orientovana.

Polozme ve vété u := v - w. Dostaneme

/ (ﬂw+ a—wv> dx :/ vew-ndS, i=1,2, v,we C'(Q), QcR?.
Q (9X,‘ 8X/ r

1. Greenova formule

@wdx:/v-w-n,-dS— 8—Wvdx, i=1,2, v,weC'(Q), QcR®.
an,' r Q aX,‘



Diferencialni operace 2. fadu
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Gaussova—Ostrogradského véta, divergencni véta

RozepiSme 1. Greenovu formuli do slozek:

ov ow
—wdx = V-w-n dS—/ —vdx 2
q O0X4 /r ! Q OXi @
ov ow
—wdx = V-w-n de/ —vdx 3
Q (9X2 /r 2 Q 8X2 ( )
. . , ow . , ow
Nyni v rovnici (2) dosadime w := — a v rovnici (3) dosadime w := —.
aX1 an
Tedy
v ow ow Pw
[ S = /r Ve dS - /Q T 4)
ov ow ow Pw
q OX2 OX2 d = /,— v ox2 ne 45— /Q 8)(22 vax ©)
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Gaussova—Ostrogradského véta, divergencni véta

Rovnice (4) a (5) secteme:
[ (Brow. orowy,
Q 0X1 0X4 OX2 OXo h
ow ow 2w Pw
== ~ . ds — AL ARAA VX
/r Y (6x1 Mt % ”2) S / (ax1 + ax2) vex
/grad v - grad de:/vgradw-ndS—/ A w-vdx
Q r Q

/Vvadx—/ dS /Aw vdx .

2. Greenova formule

7/ vadx:f/va—WdSJr/VvVde
Q r on Q

tedy

neboli
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Gaussova—Ostrogradského véta, divergencni véta

Divergencni véta

Véta o divergenci  Necht Q C R” je omezena souvisla oteviena mnozina v
R", jeji hranice I je kone¢nym sjednocenim hladkych ploch, kfivek a bodu,
vektorové pole 7 : Q C R” — R”, je spojité se véemi potiebnymi derivacemi
soufadnicovych funkci spojitymi na Q. Pak

/div Tdx = T.7dS.
Q N

Poznamka Integrace per partes vektorové

/qudx:/ uvﬁde/vVudx.
Q o0 Q
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Ortogonalni transformace

Ortogonalni transformace

Poznamka Einsteinova sumacni konvence
Pfes index, ktery se ve vyrazu vyskytuje dvakrat, se automaticky scita (od 1
do n), aniz se piSe vyraz .. Napriklad

3 3 n

Tii = T11 + T2 + 733 = E Tiiy QUijCik = E QjjQig, UiVi = E =u-v
i=1 i=1 i=1

Poznamka Pfipomenme si geometrickou interpretaci skalarniho souéinu:

vV-w= (W) (wW)=v(V-w)=w(v-W)=vwcosé,

kde V = le w= |vwv\| jsou jednotkové vektory, které nesou informaci o

sméru. Uvedomme si tedy, ze skalarni soucin jednotkovych vektort definuje
Uhel mezi nimi:
V-W=cosf.
Uvédomme si také, Ze je-li vektor v = (v1, v, v3), pak pro jeho slozky plati
Vi=V-e, VW=V-€, V=V-es,

kde (e1, ez, €3) jsou jednotkové bazové vektory ve sméru soufadnicovych os
daného soufadnicového systému.
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Ortogonalni transformace

Oznaéme {e, e2, &3} néjakou ortonormalni bazi R, {e}, e}, €4} ortonormalni
bazi, ktera vznikne z pdvodni baze ortogonalni transformaci,

/ / /
leill =lleil =1, e-e=ei-6=7;.
Vyjadfime si novou bazi pomoci baze puvodni:
3
eQ = 1161 + a1262 + 1363, t/ eQ :Za1je,
J=1
3
eé = 2161+ axpe + anzes, tj. eé = Zagje,-
=

3
/ .
€3 = 3161+ azeer + asszes, L) eé = Zagje,-.
j=1



Zaklady tenzorového poétu
Ortogonalni transformace

[ele] lele]

Maticové € o1 o2 043 &4 €1
e Q1 Q2 Q23 & | =A| e |,
€3 Q31 32 (33 €3

€3

ortogonalni matice A je matice pfechodu od staré baze k nové. Je tedy (s
vyuzitim Einsteinovy sumaéni konvence)

e,{:a,]-e,,i:1,273. (6)

Jaky je vyznam koeficientd «; v matici A?

Rovnici e; = ajie; vynasobime skalarné vektorem e;

& =ay = o=/l - e - cos(x}x) = cos(xx) =

tedy koeficient a; pfedstavuje Uhel, ktery svira i—ta nova osa s j—tou
plvodni osou.
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Ortogonalni transformace

Zpétna transformace

Zpétna transformace z nové baze do staré ma obdobny tvar:
3
€ = Zﬁﬁe’/‘ =Biei, j=1,2,3,

kde Bi =€ - € = cos(x,x’) jsou pr prvky matice prechodu B od nové baze ke

staré. Protoze cos(x,x’) 7cos(x X;), musi byt iy = Bji, tj. B = A". SloZenou
transformaci obdrzime opét plivodni bazi, tedy

A-B=AA" = E, kde E je jednotkova matice .

Tedy A" = A~', matice A je ortogonalni. Jeji determinant je roven +1 a plati
D aubi =Y awak = 5.
i i

Analogicky (za pouZziti sumacni konvence) ook = dj .
Rotace kartézského soufadného systému kolem pocatku je tedy ortogonalni
transformace.
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Ortogonalni transformace

Definice Transformace jednoho kartézského systému na druhy se nazyva
ortogonalni, je-li matice pfechodu A = («;) ortogonalni a plati-li

Qi = 6jk .

Remark Ortogonalni transformace vektoru:
V plvodnim soufadném systému je

u= (U1,U27 U3) = Uu1e1 + U2 + Uzes = Ujej = u,-a,yef.

V novém soufadném systému u = (uy, U5, U3) = uje; . Porovhame a
dostaneme uf = Uja;i = oyju;. Maticové

u; Uy
u | =A-| W
ug Us

Priklad Dokazte, Ze pfi ortogonalni transformaci v prostoru libovolné
dimenze se neméni (je invariantni) skalarni soucin vektord .

u-v = U,{ . V,'/ = ajjlj - ajk Vi :5ijij =Uuvi=u-v.
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Kartézskeé tenzory

Tenzory 1. a 2. fadu

Uvazujme pouze ortogonalni transformace v kartézskych soufadnych
systémech.

Definice Usporadana n—tice v = (vi, v»,.. ., Vi), ktera pfi ortogonalni
transformaci spliiuje
Vi =y

se nazyva tenzor 1. fadu neboli vektor.

Definice Matice T = (Tj), i,j=1,...,n, se nazyva kartézsky tenzor 2.
fadu, méni-li se jeji prvky pfi ortogonalni transformaci podle vztahu

Ti," = ayay Ty . (7)

Poznamka Skalar povazujeme za tenzor nultého fadu.
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Kartézskeé tenzory

Nékolik poznamek:

@ Vime, Ze skalar je vyjadfen jednim realnym &islem. Na tento fakt
muzeme pohlizet jako ze skalary nemaji zadné komponenty na tfech
soufadnicovych oséch. Pro jejich Gipiné ugeni je tedy potfeba 3°
realnych Cisel. Je to tenzor 0-tého fadu.

@ Vektor v ma tfi slozky, které jsou jeho projekcemi do tfi soufadnicovych
os, kazda z nich je v; = v - e;. Proto pro uréeni v potfebujeme 3' skalard.
Vektor je tenzor 1.radu.

@ Jak je to s tenzory 2. fadu? Tfi projekce tenzoru druhého fadu A na
soufadnicové osy ziskame jako skalarni soucin A s bazovymi vektory:
A; = A - e;. Tyto projekce jsou vektory (ne skalary). ProtoZe kazdy vektor
je urCen tremi skalary - jeho slozkami - tenzor druhého fadu vyzaduje
3 x 3 = 32 reélnych &isel, ktera musi byt uréena. V matici tvofi tfi slozky
tenzoru A vektory A = (A1Az2A3), kde kazdy vektor A; ma tfi komponenty

A1 At Az Az
A= | Ay |, tedymaticové A= | Ay Axn Ax
Asi Azt A Ass
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Kartézskeé tenzory

Kartézske tenzory 2. radu

Kartézskym tenzorem 2. fadu je kazda Ctvercova matice, jejimiz prvky jsou
Cisla nebo funkce, tj.

T11 7-12 v 7-1n

T21 T22 . T2n
T= .

T Toe ... Tm

Typickymi tenzorovymi veli¢inami 2. fadu jsou napfiklad: napéti a deformace
v mechanice, dyadicky soucin vektord, materialové vlastnosti anisotropniho
prostredi, atd.
Poznamka Pfipomenme, ze pro u = (ux, Uy, Uz), v = (Vx, Vy, Vz) € R? je
UxVx  UxVy UxVz
dyadicky souCin u®@v = uVvx UuVv, UuV;
uzvx Uzvy UzVz
Naptiklad pro u = (1,2,3), v=(1,—1,1) je
1 -1 1 1 2 3
uev=_|2 -2 2|, veu=| -1 -2 -3 |=@wev).
3 -3 3 1 2 3
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Kartézskeé tenzory

Dyadicky soucin

Dyadicky soucin dvou vektor(i v a w je tenzor A takovy, ze
Aj = viw;.

Vlastnosti dyadického soucinu:
QGVRAWAWRYV

QuUR(aV+ W) =au@V+ LUl w
(U4 BV)@W=au®@ W+ SV W
@ (URV)-w=(v-w)u
u-(Vveow)=(u-v)w
Analogicky s vektorovou notaci v = v;e; mizeme tenzor zapsat jako

A=Ajee nebo A=Al xe.

Z této rovnice s vyuzitim uvedenych vlastnosti tenzorového soucinu
dostaneme pro komponenty

AU:e;~A~e,.
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Kartézskeé tenzory

Dyady

Dyady e;e; jsou bazové tenzory, které maticové zapiSeme jako

1 0 O 01 0 0 0 1

eie = 0 0 O e1ex = 0 0 O ei{es; = 0 0 0
10 0 0| |0 0 0] 0 0 0|
[0 0 0] [0 0 0] [0 0 01

eeq = 1 0 0 €8x = 0 1 0 ese3 = 0 0 1
| 0 0 0] |0 0 0] | 0 0 0|
[0 0 0] [0 0 01 [0 0 01

ez = 0 0 O €e36r = 0 0 O €363 = 0 0 O
|1 0 0| [0 1 0] 0 0 1|

Poznamka Ne kazdy tenzor 2. fadu Ize vyjadfit jako dyadicky soucin dvou
vektor(, ale kazdy tensor 2. fadu miZze byt zapsan jako linearni kombinace
dyadickych soucinli vektorG ve tvaru A = Ajeje; .
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Kartézskeé tenzory

Tenzory M—tého fadu

Soubor veli€in T = (Tj,4,...i,,), im=1,...,n, neboli M—rozmérna matice se
nazyva kartézsky tenzor M—tého fadu v prostoru R”, méni-li se jeho prvky
pti ortogonalni transformaci podle vztahu

!
Titip..ipg = isjs Bigjp - - - Qivgiy Tt - (8)
Tedy poéet slozek tenzoru M—tého fadu v R” je roven n".

Priklad Tenzor Levi-Civitav tfetiho fadu je definovan vztahem

1 pro sudou permutaci indexu
gk = —1 pro lichou permutaci indexu
0 proi=jneboj=knebok=1.

Tento tenzor méa celkem 3% = 27 prvk(, z nichZ jen 6 je nenulovych.
Ukazeme jeho transformaci podle (8):

/
Eiik = @ie@jm3kn€emn = it (ajpaks—ajsae)+ai2-(a3ak1 —aj1 ak3)+ais-(8j1 @ke —j2ak1) =

1, ik =123,231,312,

ap  dp ag
= -1 ijk =321,213,132, = €jjk -

a,-1 ajg aj3
a1 ak2 3

0 v ostatnich pfipadech
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Kartézskeé tenzory

Zkontrolujte Levi-Civitdv tenzor tfetiho fadu

Cviceni
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Kartézskeé tenzory

Specialni tenzory

@ Izotropni tenzory — Tenzory, jejichz slozky se pfi transformaci nemeéni.
Priklad: Levi—Civitav tenzor, Kroneckerlv tenzor

(5,{]- = a/kaj/5k/ = ajxajk = (S/j.
@ Symetrické a antisymetrické tenzory
Symetricky tenzor 2. fadu: T; = Tj;,
antisymetricky tenzor 2. fadu: T = —Tj.
@ U tenzorl vyssich fadl se symetrie (antisymetrie) tyka pouze vybrané
dvojice indexu. Naptiklad Levi—Civitliv tenzor je antisymetricky, a proto
Eijk = —Ejik -
Poznamka U tenzor( 2. fadu je zfejma analogie se symetrickymi resp.
antisymetrickymi maticemi. Plati naptiklad:

Kazdy tenzor 2. Fadu Ize rozlozit na soucet symerického a antisymetrického
tenzoru 2. fadu:

(TU+T//) ( /. ]I)_ S,] + A,/ .

symetrlcky antlsymetricky
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Operace s tenzory

Operace s tenzory

@ Slucovani tenzort (séitani, odéitani)
Sluéujeme odpovidajici slozky tenzord téhoz fadu:

Pijk + Q,'jk = R,‘jk, apod.

Pfikladem je soucet symetrického a antisymetrického tenzoru.

@ Uzeni tenzorti
Ze slozek tenzoru vybereme ty, které maji dva indexy stejné, a
algebraicky je secteme. Vysledkem je tenzor fadu o dva nizsiho, nez byl
fad pavodniho tenzoru.
Priklad: (pouziti sumacni konvence)

Biikl = B11kl + BZZkI + B33kl = Bkl .

Uzenim tenzoru 2. ¥adu vznikne skalar: Ty = Ti1 + Too + Tas je stopa
matice T.
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Operace s tenzory

Nasobeni tenzorui

RozliSujeme vnéjsi a vnitfni soucin tenzord.
Vnéjsi soucin tenzord

Nasobime kazdou slozku prvniho tenzoru postupné kazdou sloZzkou druhého
tenzoru. Vysledkem je tenzor, jehoz fad je roven souctu fadu nasobenych
tenzor. Napt. Py - Qum = Rjum apod.

Priklad Dyadicky soucin dvou vektor(:

Uy V4 uVve UV3
W=u@v=| vy WV v |, tjW=uy.
Uz Vq usVve UszV3
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Operace s tenzory

Vnitini soucéin tenzoru

Vnitfni soucin tenzor( vznikne Gzenim vnéjsiho soucinu.
Jako priklad uvazujme vnéjsi soucin matice a vektoru, kterym je tenzor 3.
fadu
A,'jUk = T,‘jk .
Chceme-li zapsat tenzorové vnitini soucin A - u = v bude vysledkem vektor

Ajlp = Vij = Vi,

tedy tenzor 3. fadu zUzeny pres index .
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Priklady

@ Zuzenim dyadického souéinu vektorll obdrzime skalarni souéin, nebot’

u-v=uvi=Tr(u®v).
@ 00Kk = Jj , UZime tenzor 4. Fadu.
@ Dokazte, Ze pro vektorovy soucin plati

uxyv= E,‘jke,'U/'Vk .

Vyuzijeme definice Levi—Civitova tenzoru:

Eijjk €iUjVk = e1(Uava — UsVo) + €e(—urvs + Uusvy) + e3(ur1ve — Uavp)

€ € 63
= | WU U U3 |=UXV.
V1 Vo V3



Tenzor napéti, ten:

Tenzor napéti, tenzor deformace a Hooktiv zakon

Slovo tenzor pochdzi z latinského tenze, neboli napéti. Poprvé byly totiz
tenzory zavedeny v souvislosti s popisem napéti a deformace pevnych téles.

Nejjednodussi ptipad jednorozmérného Hookeova zakona ma tvar
oc=cE, 9)

kde o je normalové napéti, ¢ = % je relativni prodlouzeni a E je modul
pruznosti v tahu.

Na trojrozmérné téleso mohou pusobit sily ve tfech smérech, je zapotiebi
uvazovat celkem tfi napéti o trech slozkach.



Tenzor napéti, ten:

Napéti v bodé télesa - elementarni krychle

| Na kazdé roviné pUsobi obecné
T/ T] normalové a smykové napéti, tzn.
—7 | =, 9 slozek napéti, pfiemz jen Sest je
o ;T 1273144" nezavislych
71 7y = —>
T{ l Mo x Ox, Oy, Oz,Txy, Txz, Tyz -
p —
o _r’/ Stav napjatosti je dan veli¢inou zvanou
/ T tenzor napéti .
z g
Yy

Ox Txy Txz
0',] = Tyx Oy Tyz )
Tzx Tzy Oz

kde o1, 02, o3 jsou hlavni (normalova) napéti a 7xy, 7xz, 7y, jsou napéti
smykova, oj je tenzor 2. fadu.



Tenzor napéti, ten:

Tenzor (malé) deformace

Pti deformaci téles existuji i teCna napéti. U anizortropnich téles navic plati,
ze se deformuiji v riznych smérech rizné. Je zapotiebi zavést i tenzor
deformace,
€11 €12 &3
Eke = €21 €22 23
€31 €32 £33

Rovnice (9) pro jednorozmérny pfipad pak prejde ze skalarni rovnice na
rovnici tenzorovou ve tvaru
oj = Cikeeke

ktera vyjadfuje zobecnény Hookellv zakon pro anizotropni téleso. Tenzor Cix,
je tenzorem elastickych koeficientd, ktery prevadi napéti na deformace. Tento
tenzor mé obecné 3* = 81 slozek, jejichz podet se véak vzhledem k
symetriim pfi zaménach souradnic i, a k, ¢ redukuje na 21. Pro izotropnf
télesa existuji pouze dva nezavislé elastické koeficienty, Laméovy koeficienty
A a p. Ty Ize prevést na obvyklé mechanické veli¢iny E (Younglv modul
pruznosti v tahu) a G (modul pruznosti ve smyku) pomoci vztaht

_ #BA+2p)

E
Adp

:/“L'
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