
9. série - řešeńı

1. př́ıklad

xy + cos 2y − y + 2 sin2 y = 1 + x, (x0, y0) = (0, 0), y = f(x)

Označme
F (x, y) = xy + cos 2y − y + 2 sin2 y − 1− x,

a ověřme předpoklady Věty o implicitńı funkci

• F ∈ C1(R2) ✓

• F (0, 0) = 1− 1 = 0 ✓

•
∂F

∂y
(x, y) = x− 1− 2 sin(2y) + 4 sin y cos y ⇒ ∂F

∂y
(0, 0) = −1 ̸= 0 ✓

Podle Věty o implicitńı funkci tedy rovnice definuje na okoĺı bodu
spojitou funkci y = f(x).

Co se týká druhé části, bud’ použijeme rovnou v definuj́ıćı rovnici vzorec
cos(2y) = cos2 y − sin2 y, odkud

xy + cos 2y − y + 2 sin2 y = 1 + x

xy + cos2 y − sin2 y − y + 2 sin2 y = 1 + x

xy + cos2 y + sin2 y − y = 1 + x

xy + 1− y = 1 + x

y(x− 1) = x

y =
x

x− 1
,

Pro funkci tedy v tomto př́ıpadě dostáváme explicitńı předpis

f(x) =
x

x− 1
x < 1.

a derivovat můžeme př́ımo: f ′(x) = d
dx

( x

x− 1

)
=

−1

(x− 1)2
. T́ım je př́ıklad

vyřešen, (následuj́ı alternativńı postupy).
Př́ıpadně můžeme nejprve spoč́ıst derivaci. Pro derivace vytvořuj́ıćı funkce F

máme (Derivaci podle y zjednoduš́ıme pomoćı vzorce pro sinus dvojnásobného
úhlu.)

∂F

∂x
(x, y) = y − 1

∂F

∂y
(x, y) = x− 1− 2 · 2 sin y cos y + 4 sin y cos y = x− 1



nyńı už jsme připraveni použ́ıt vzorec pro derivaci implicitně zadané funkce f

f ′(x) = −

∂F

∂x
(x, f(x))

∂F

∂y
(x, f(x))

= −f(x)− 1

x− 1

Všimněte si, že po dosazeńı f(x) =
x

x− 1
dostáváme stejný vzorec jako výše.

Konečně poznamenejme, že pro źıskáńı explicitńıho vyjádřeńı f nám stač́ı
znalost derivace a zadané funkčńı hodnoty f(0) = 0. Funkce f totiž splňuje na
základě výše spočteného počátečńı úlohu se separovatelnou diferenciálńı rovnićı

y′(x) = −y − 1

x− 1
, y(0) = 0

dy

dx
= −y − 1

x− 1∫
dy

y − 1
= −

∫
dx

x− 1

ln(|y − 1|) = − ln(|x− 1|) + C

|y − 1| = 1

|x− 1|

y = 1 +
1

x− 1

a dostáváme stejný výsledek jako výše.

2. př́ıklad
ey + cos y + 2x3 = 0, x0 = −1.

Hodnota implicitńı funkce y0 = f(x0) je určena jako řešeńı uvedené rovnice po
dosazeńı x = x0, tedy ey0 + cos y0 + 2(−1)3 = 0,

ey0 + cos y0 = 2 ⇒ y0 = 0

Označme F (x, y) = ey + cos y + 2x3

K určeńı derivaćı implicitńı funkce vedou 2 metody, samozřejmě stač́ı, pokud
máte správně jednu z nich, ńıže uvád́ıme nicméně obě.

∂F

∂x
(x, y) = 6x2,

∂F

∂y
(x, y) = ey − sin y

f ′(x) = −

∂F

∂x
(x, f(x))

∂F

∂y
(x, f(x))

= − 6x2

ef(x) − sin(f(x))
, ⇒ f ′(−1) = − 6

e0 − sin(0)
= −6



f ′′(x) =
d

dx

(
− 6x2

ef(x) − sin(f(x))

)
= −

12x
(
ef(x) − sin(f(x))

)
− 6x2

(
ef(x)f ′(x)− cos(f(x))f ′(x)

)(
ef(x) − sin(f(x))

)2
f ′′(x) = −−12(e0 − sin 0)− 6(e0(−6)− cos 0 · (−6))(

e0 − sin(0)
)2 = −−12− 6 · 0

1
= 12

Jiné př́ıpustné značeńı: y′ = f ′(x), y′′ = f ′′(x).
Druhou metodou výpočtu derivaćı je derivováńı definuj́ıćı rovnice (po dosazeńı

za y = f(x)).

ef(x) + cos(f(x)) + 2x3 = 0

ef(x)f ′(x)− sin(f(x))f ′(x) + 6x2 = 0 ⇒ e0f ′(−1)− sin(0)f ′(−1) + 6 = 0

f ′(−1) + 6 = 0

f ′(−1) = −6,

kde jsme dosadili x = −1, f(−1) = 0. Analogicky pro druhou derivaci derivu-
jeme rovnici obsahuj́ıćı prvńı derivaci výše, pozor na derivace součin̊u a složených
funkćı.

ef(x)f ′(x)f ′(x) + ef(x)f ′′(x)− cos(f(x))f ′(x)f ′(x)− sin(f(x))f ′′(x) + 12x = 0

e0(−6)(−6) + e0f ′′(−1)− cos(0)(−6)(−6)− sin(0)f ′′(−1)− 12 = 0

36 + f ′′(−1)− 36− 12 = 0

f ′′(−1) = 12.

Pro funkci f tedy známe v bodě x0 = −1 funkčńı hodnotu i hodnoty prvńı a
druhé derivace, a neměl by být problém sestavit Taylor̊uv polynom

T2(x, y) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2
(x− x0)

2

= 0 +−6(x+ 1) +
12

2
(x+ 1)2

= − 6(x+ 1) + 6(x+ 1)2.

3. př́ıklad

u = w + arctg
v

w + u
, (u0, v0, w0) = (1, 0, 1), u = g(v, w), g(0.01, 0.98)

.
= ?

Označme F (u, v, w) = u− w − arctg v
w+u

• DF = {(u, v, w) ∈ R3, w ̸= −u}, F ∈ C1(DF ) ✓

• F (1, 0, 1) = 1− 1− 0 = 0 ✓

•
∂F

∂u
(u, v, w) = 1− 1

1 +
(

v
w+u

)2 −v

(w + u)2
⇒ ∂F

∂u
(1, 0, 1) = 1 ̸= 0 ✓

Podle Věty o implicitńı funkci tedy rovnice definuje na okoĺı bodu
(1, 0, 1) spojitou funkci u = g(v, w).



Pro derivace vytvořuj́ıćı funkce F (u, v, w) = u− w − arctg v
w+u

máme

∂F

∂u
(u, v, w) = 1− 1

1 +
(

v
w+u

)2 −v

(w + u)2
, ⇒ ∂F

∂u
(1, 0, 1) = 1

∂F

∂v
(u, v, w) = − 1

1 +
(

v
w+u

)2 1

(w + u)
⇒ ∂F

∂v
(1, 0, 1) = −1

2

∂F

∂w
(u, v, w) = − 1− 1

1 +
(

v
w+u

)2 −v

(w + u)2
⇒ ∂F

∂w
(1, 0, 1) = −1

Pro derivace implicitně zadané funkce g tedy

∂g

∂v
(0, 1) =−

∂F

∂v
(1, 0, 1)

∂F

∂u
(1, 0, 1)

= −
−1

2

1
=

1

2

∂g

∂w
(0, 1) =−

∂F

∂w
(1, 0, 1)

∂F

∂u
(1, 0, 1)

= −−1

1
= 1,

odkud

dg(0, 1, dv, dw) =
1

2
dv + dw

a

g(0.01, 0.98)
.
= g(0, 1)+dg(0, 1; 0.01,−0.02) = 1+

0.01

2
−0.02 = 1+0.005−0.02 = 0.985.

Výše spočtené derivace lze spoč́ıst samozřejmě i parciálńım derivováńım definuj́ıćı
rovnice g(v, w) = w + arctg v

w+g(v,w)

∂g

∂v
(v, w) =

1

1 +
(

v
w+g(v,w)

)2 ·
w + g(v, w)− v ∂g

∂v
(v, w)

(w + g(v, w))2

⇒ ∂g

∂v
(0, 1) = 1 · 2− 0

22
=

1

2

∂g

∂w
(v, w) = 1 +

1

1 +
(

v
w+g(v,w)

)2 ·
−v

(
1 + ∂g

∂w
(v, w)

)
(w + g(v, w))2

⇒ ∂g

∂v
(0, 1) = 1



4.

x4+y4+z4+x−y−z = 0, (x0, y0, z0) = (−1, 1, 1), z = f(x, y),
∂2f

∂x∂y
(−1, 1) =?

Označme
F (x, y) = x4 + y4 + z4 + x− y − z.

• F ∈ C2(R3) ✓

• F (−1, 1, 1) = 1 + 1 + 1− 1− 1− 1 = 0 ✓

•
∂F

∂z
(x, y, z) = 4z3 − 1 ⇒ ∂F

∂z
(−1, 1, 1) = 3 ̸= 0 ✓

Podle Věty o implicitńı funkci tedy rovnice definuje na okoĺı bodu
(−1, 1, 1) spojitou funkci z = f(x, y).

I. metoda derivováńı

∂F

∂x
(x, y, z) = 4x3 + 1, ⇒

∂F

∂x
(−1, 1, 1) = −4 + 1 = −3

∂F

∂y
(x, y, z) = 4y3 − 1, ⇒

∂F

∂y
(−1, 1, 1) = 4− 1 = 3

∂F

∂z
(x, y, z) = 4z3 − 1, ⇒

∂F

∂z
(−1, 1, 1) = 4− 1 = 3

∂f

∂x
(x, y) = −

∂F

∂x

(
x, y, f(x, y)

)
∂F

∂z

(
x, y, f(x, y)

) = − 4x3 + 1

4
(
f(x, y)

)3 − 1
, ⇒

∂f

∂x
(−1, 1) = −−3

3
= 1

∂f

∂y
(x, y) = −

∂F

∂y

(
x, y, f(x, y)

)
∂F

∂z

(
x, y, f(x, y)

) = − 4y3 − 1

4
(
f(x, y)

)3 − 1
, ⇒

∂f

∂y
(−1, 1) = −3

3
= −1

∂2f

∂x∂y
(x, y) =

∂

∂y

(
− 4x3 + 1

4
(
f(x, y)

)3 − 1

)
= −

−(4x3 + 1)12
(
f(x, y)

)2∂f
∂y

(x, y)(
4
(
f(x, y)

)3 − 1
)2

⇒
∂2f

∂x∂y
(−1, 1) =

(−3) · 12 · (−1)

32
= 4



II. metoda derivováńı (znač́ıme z′x =
∂f

∂x
, A = (−1, 1) atp.)

x4 + y4 + z4 + x− y − z = 0

4x3 + 4z3z′x + 1− z′x = 0 ⇒ −4 + 4z′x(A) + 1− z′x(A) = 0

+ 3z′x(A)− 3 = 0,
∂f

∂x
(−1, 1) = 1

4y3 + 4z3z′y − 1− z′y = 0 ⇒ 4 + 4z′y(A)− 1− z′y(A) = 0

+ 3z′y(A) + 3 = 0,
∂f

∂y
(−1, 1) = −1

12z2z′yz
′
x + 4z3z′′xy − z′′xy = 0 ⇒ −12 + 4z′′xy(A)− z′′xy(A) = 0

− 12 + 3z′′xy(A) = 0,
∂2f

∂x∂y
(−1, 1) = 4


