9. série - reSeni

1. priklad
zy +cos2y —y + 2sin’y = 1+, (20,90) = (0,0), y = f(z)
Oznacme
F(x,y) = 2y + cos2y —y + 2sin’y — 1 — x,

a ovérme predpoklady Véty o implicitni funkci

e FeCY(R?) Vv

e F(0,0)=1-1=0 V

o aa—];(x,y) =z —1—2sin(2y) +4sinycosy = 2—5(0,0) =—1#0 vV
Podle Véty o implicitni funkci tedy rovnice definuje na okoli bodu
spojitou funkci y = f(z).

Co se tyka druhé casti, bud pouzijeme rovnou v definujici rovnici vzorec
cos(2y) = cos®y — siny, odkud

Ty +cos2y —y+2siny=1+z
zy +cos’y —sin’y —y + 2sin®y =1+
zy +cos?y +sinfy —y=1+x
ry+1l—y=1+4+z

yle—1) =z

x—1’

y:

Pro funkci tedy v tomto ptipadé dostavame explicitni predpis

f(x):mfl r <1

—1
a derivovat muzeme piimo: f'(z) = %( ‘ 1) = ( 12 Tim je piiklad
T — x —

vytesen, (nasleduji alternativni postupy).
Piipadné muzeme nejprve spocist derivaci. Pro derivace vytvorujici funkce F

méme (Derivaci podle y zjednodusime pomoci vzorce pro sinus dvojndsobného
thlu.)

6F( - .
3x I7y _y

oF
a_($7y) =xr—1—-2-2sinycosy +4sinycosy =z —1
Y



nyni uz jsme pripraveni pouzit vzorec pro derivaci implicitné zadané funkce f

oF
, __@(%f(x))__f(x)_l
fle) = oF  r—1
a—y(,f(w))

.. < . , z (o . . /e
Vsimneéte si, ze po dosazeni f(z) = —— dostdvame stejny vzorec jako vyse.
r—1

Koneéné poznamenejme, ze pro ziskani explicitntho vyjadieni f nam staci
znalost derivace a zadané funkéni hodnoty f(0) = 0. Funkce f totiz spliiuje na
zakladé vyse spocteného pocatecni tlohu se separovatelnou diferencialni rovnici

/ y_l
- _ 0)=0
y)=-1= 40
dy  y-—1
de -1

dy __/ dx
y—1 r—1

In(ly — 1)) = —In(jJz — 1) + C

a dostavame stejny vysledek jako vyse.
2. priklad
eV +cosy +22° =0, xp = —1.
Hodnota implicitni funkce yo = f(zo) je ur¢ena jako teSeni uvedené rovnice po
dosazeni x = xg, tedy €% + cosyy + 2(—1)3 =0,

e +cosyy=2 = 1y=0

Oznatme F(z,y) = ¥ + cosy + 23
K urceni derivaci implicitni funkce vedou 2 metody, samoziejmé staci, pokud
mate spravné jednu z nich, nize uvadime nicméné obé.

OF . O,
%("E,y):&’lf ) a_y(xvy) =€ Yy
oF
ey ) . 6
f(z) = — — - = () =-F— =6
6_F(m i ef@ —sin(f(x)) eV — sin(0)



Py = (o Sy 12 i) ~ 62 (O o) - conl @) (o)
dz e/ — Sin(f(x)) (ef(a:) — Siﬂ(f([)?)))z
F(z) = _—12(e — sm()zeo _(SHE— )) —cos0- (—6)) _ 12 I 6.0 5

Jiné pripustné znaceni: y' = f'(x),y" = f"(z).
Druhou metodou vypoctu derivaci je derivovani definujici rovnice (po dosazeni

zay = f(x)).

/@ 1 cos(f(z)) +22° =0
emwu—mﬁwww+m%ﬂ S & f(—1) — sin(0)f/(~1) + 6 = 0
f(-1)+6=0
f(=1) = -6,

kde jsme dosadili x = —1, f(—1) = 0. Analogicky pro druhou derivaci derivu-
jeme rovnici obsahujici prvni derivaci vyse, pozor na derivace souc¢inu a slozenych
funkeci.

O f'(@) f'(x) + 7@ () — cos(f(2)) f'(x) ' (x) — sin(f (2)) f"(x) + 122 =0
e’(=6)(—6) + " f"(=1) — cos(0)(=6)(—6) — sin(0) f'(~1) =12 =0
36+ f'(—1)— 36— 12 =0

F(—1) =12.
Pro funkci f tedy zname v bodé xqg = —1 funkéni hodnotu i hodnoty prvni a
druhé derivace, a nemél by byt problém sestavit Tayloruv polynom
"
x
T,(2.y) = £(a0) + £ (z0)z — a0) + T (0 ay)?

2
12 )
:0+—6(a:+1)—|—7(1:+1)
= —6(x+1) +6(x+ 1)
3. priklad

(Y
= tg —— 1,0,1 = 0.01,0.98) =7
w=w avetg ——. (g, o, wo) = (L,0,1), w=g(v.w), g(0.01,098)

Ozna¢me F(u,v,w) =u—w

e Dr = {(u,v,w) ER} w# —u}, Fe CY(Dr) Vv
¢ F(LO,)=1-1-0=0 v

OF 1 v OF
- =1- 2 (1,0,1) =1
¢ v 1+ (52)" (w A+ u)? = b0l =170 v

Podle Véty o implicitni funkci tedy rovnice definuje na okoli bodu
(1,0,1) spojitou funkci u = g(v, w).

w—+u



Pro derivace vytvorujici funkce F(u,v,w) = u — w — arctg . Idme
oF 1 — oF
—(u,v,w) =1— 5 v > = —(1,0,1)=1
ou 1+ () (w+u) ou
or 1 1 oF 1
—(u,v,w) = — 5 = —(1,0,1) = —=
v 1+ (%) (w+ u) v 2
oF 1 — oF
2 (u,v,w) = —1— S = Z(1,0,1) = -1
ow 1+ (wiu) (w~+u) ow

Pro derivace implicitné zadané funkce g tedy

a—F(l 0,1)
TP Tl S
ov oF 1 2
%(1,0,1)
a—F(l,O,l)
99 5,1y = 2 S .|
ow" "’ oF ’
%(1,0,1)
odkud )
dg(0,1,dv,dw) = §dv + dw
a

0.01
9(0.01,0.98) = g(0,1)+dg(0, 1:0.01, =0.02) = 1+—=—0.02 = 1+0.005-0.02 = 0.985.

Vijse spoctené derivace lze spocist samozieymé i parcidlnim derivovanim definugjici

rovnice g(v,w) = w + arctg oI

ag( ) 1 w+ g(v,w) — v (v, w)
ov 14+ <—w+g(v?w)) (w+ g(v,w))
dg 2—-0 1
“J0.1)=1- i
~ 3v<0’ ) 22 2
dg 1 —v(1+ g—g(v,w)) dg
—((v,w) =1+ . & = —(0,1)=1
8w( ) 1+ (m)Q (w + g(v,w))? av( )



4.

0 f
0x 0y

$4+y4+z4+x—y—z =0, (zo,y0,20) = (—1,1,1), z= f(z,y), (—=1,1) =7

Oznacme
Fla,y)=a*+y*+ 2+ —y— 2
e FeC*R% Vv
e F(—-1,1,)=141+1-1-1-1=0 V

oF oF
— =423 -1 = —(-1,1,1)=3#0
Podle Véty o implicitni funkci tedy rovnice definuje na okoli bodu
(—1,1,1) spojitou funkci z = f(z,y).
I. metoda derivovani

OF OF

%(x,y,z) =42 +1, = g(—l’ ,L1)=—4+1=-3
g—j(x,y,z):4y3—1, = %(_17171):4_1:3
g—jj(x,y,z) 242’3—1, = g—j(—l,l,l) =4-1=3
oF
o T TR ey UGy T e T
aZ ) Y Y
oF
_(xay): - - - 3 ) = _(_171):__:_1
% X oyt @)y % ’
82’ ) ) )
0
an (x ) B £<_ 41,3 + 1 > B _—(41’3 + 1)12(f(x7y))28_§($7y>
owdy " T oy \ 4w y) -1/ (4(f(z,))" = 1)
2
Pf gy Y2
0x0y 32



II. metoda derivovani (znacime z!, =

Pyttt r—y—2=0
42 + 4222 +1 -2, =0 =

4y3+423z;—1—z;:() =

2.0 3.1 "o
122%2y2, + 4272, — 25, =0 =

d
8—?; , A= (-1,1) atp.)

—4+42(A)+1—-2,(A)=0
+32/(A) —3 =0,

4+4z,(A) —1—-2,(4)=0
+32,(A) +3 =0,

—12 + 42"wy(A) — 2,,(A) =0

— 12+ 32"xy(A) = 0,

of B

S(-L1) =1

of -

a—y(—l,l) -1
il (—-1,1) =4




