
14. série s řešeńım

1. Najděte řešeńı soustavy

x′ = 3x− y
y′ = −2x+ 2y

s počátečńımi podmı́nkami
(
x(0), y(0)

)
= (5, 7).

2. Určete obecné řešeńı soustavy

x′ = −y
y′ = x.

Načrtněte vektorové pole ve vybraných bodech. Načrtněte několik trajek-
toríı. Uvědomte si souvislost s řešeńım jedné rovnice druhého řádu x′′(t) +
x(t) = 0.



1. Jedná se o soustavu autonomńıch lineárńıch diferenciálńıch rovnic prvńıho
řádu s nulovou pravou stranou. Určeme vlastńı č́ısla a vlastńı vektory př́ıslušné
matice

A =

(
3 −1
−2 2

)
,

det(A− λE) = det

(
3− λ −1
−2 2− λ

)
= (3− λ)(2− λ)− 2

= λ2 − 5λ+ 4 = (λ− 1)(λ− 4).

Existuj́ı tedy dvě r̊uzná reálná vlastńı č́ısla λ1 = 1 a λ2 = 4. Vlastńı vek-
tor př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λ1 je libovolné netriviálńı řešeńı homogenńı
soustavy s matićı

A− λ1E =

(
3− 1 −1
−2 2− 1

)
∼

(
2 −1

)
,

jako př́ıslušný vlastńı vektor lze volit např́ıklad (1, 2). Podobně pro λ2 máme

A− λ2E =

(
3− 4 −1
−2 2− 4

)
∼

(
1 1

)
a vlastńı vektor (1,−1). Obecné řešeńı má tedy tvar(

x(t)
y(t)

)
= C1e

t

(
1
2

)
+ C2e

4t

(
1
−1

)
,

dosazeńım počátečńıch podmı́nek dostáváme, že C1 a C2 muśı splňovat

5 =C1 + C2

7 =2C1 − C2,

odkud C1 = 4, C2 = 1 a

x(t) = 4et + e4t,

y(t) = 8et − e4t, t ∈ R.



2. Postupujeme analogicky jako v předchoźım př́ıpadě. Urč́ıme vlastńı č́ısla a
vlastńı vektory př́ıslušné matice

A =

(
0 −1
1 0

)
,

det(A− λE) = det

(
−λ −1
1 −λ

)
= λ2 + 1.

Máme tedy dvě komplexně sdružená vlastńı č́ısla λ = ±i. Vlastńı vektor
př́ıslušný vlastńımu č́ıslu i je libovolné netriviálńı řešeńı homogenńı soustavy
s matićı

A− iE =

(
−i −1
1 −i

)
∼

(
1 −i

)
,

jako př́ıslušný vlastńı vektor lze volit např́ıklad (i, 1). Vlastńı vektor př́ıslušný
komplexně sdruženému č́ıslu bude komplexně sdružený. Dostáváme tedy
dvě lineárně nezávislá komplexńı řešeńı

~z1 = eit
(
i
1

)
a ~z2 = e−it

(
−i
1

)
,

Abychom źıskali dvě LN reálná řešeńı, stač́ı určit reálnou a imaginárńı část
JEDNOHO z nich.

~z1 = eit
(
i
1

)
=

(
i(cos t+ i sin t)

cos t+ i sin t

)
=

(
i cos t− sin t
cos t+ i sin t

)
=

(
− sin t
cos t

)
+i

(
cos t
sin t

)
Obecné řešeńı má tedy tvar(

x(t)
y(t)

)
= C1

(
− sin t
cos t

)
+ C2

(
cos t
sin t

)
.


