
14. série s řešeńım

1. Najděte řešeńı diferenciálńı rovnice

(1) y′ =
xy3√
1 + x2

splňuj́ıćı počátečńı podmı́nku y(0) = −1.

2. Najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice

(2) xy′ + 2y = x2 + 1.

3. Najděte obecné řešeńı rovnice

(3) y′′ + 4y +
x

2
sin(2x) = 0.



1. Rovnici (1) lze řešit separaćı proměnných. Nejprve si všimneme, že y ≡ 0
je stacionárńım řešeńım rovnice. Pro y 6= 0 uprav́ıme a integrujeme
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1 + x2 + C, C ∈ R.

Hodnotu konstanty C urč́ıme dosazeńım počátečńı podmı́nky y(0) = −1
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Posledńı rovnice má řešeńı pouze pro x splňuj́ıćı 3 − 2
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odkud d́ıky počátečńı podmı́nce (y < 0) dostáváme
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2. Rovnice (2) je nehomogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice prvńıho řádu s ne-
konstantńımi koeficienty. Z obecné teorie v́ıme, že všechna řešeńı nehomo-
genńı rovnice lze źıskat přičteńım všech řešeńı př́ıslušné homogenńı rovnice
k jednomu (partikulárńımu) řešeńı rovnice nehomogenńı. Nejprve najdeme
řešeńı homogenńı rovnice

xy′ + 2y = 0

separaćı proměnných. Zřejmě y ≡ 0 je stacionárńım řešeńım rovnice. Dále
pro y 6= 0

xy′ + 2y =0∫
dy

2y
=−

∫
1

x
dx

1

2
ln |y| =− ln |x|+ C, C ∈ R,

pro daľśı úpravy pǐsme reálnou konstantu C ∈ R ve tvaru C = 1
2

lnK, kde
K ∈ (0,+∞)

ln |y| =2 ln
1

|x|
+ lnK, K > 0

|y| =K

x2
, K > 0

y =
K

x2
, K 6= 0,

kde se odstraněńı absolutńı hodnoty odrazilo v možné volbě konstanty K.
Rozmyslete podrobněji. Zahrnut́ım stacionárńıho řešeńı y ≡ 0 dostáváme
všechna řešeńı homogenńı rovnice, jež můžeme formálně zapsat

yOH(x) =
C

x2
, C ∈ R.

Partikulárńı řešeńı nehomogenńı rovnice budeme hledat tzv. metodou vari-
ace konstanty, tj. ve tvaru

yPN(x) =
c(x)

x2
,

dosazeńım do rovnice (2) dostaneme
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= x2 + 1 → c′(x) = x3 + x

c(x) =

∫
x3 + xdx =

x4

4
+
x2

2
,
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2
, odkud

yON(C, x) = yOH(C, x) + yPN(x) =
C

x2
+
x2

4
+

1

2
, C ∈ R, x 6= 0.1

1Pozor! Řešeńı diferenciálńıch rovnic uvažujeme vždy pouze na intervalech, funkce je tedy
(pro každé reálné C) řešeńım rovnice na intervalu (−∞, 0) a na (0,∞). Nikoli na sjednoceńı,
tam dává řešeńı pouze volba C = 0.



3. Rovnice (3) je nehomogenńı lineárńı diferenciálńı rovnićı 2. řádu s kon-
stantńımi koeficienty. Opět

yON = yOH + yP .

Nejprve tedy najdeme obecné řešeńı homogenńı rovnice

y′′ + 4y = 0

s charakteristickou rovnićı λ2 + 4 = 0, tedy λ = ±2i a

yOH(x) = C1 sin 2x+ C2 cos 2x, C1, C2 ∈ R, x ∈ R.

Pravou stranu nehomogenńı rovnice lze zapsat ve speciálńım tvaru

−x sinx cosx = e0
(
−1

2
x · sin 2x+ 0 · cos 2x

)
.

Dále λ = 0+2i je jednonásobnýn kořenem př́ıslušné charakteristické rovnice,
takže partikulárńı řešeńı nehomogenńı rovnice budeme hledat ve tvaru

yP (x) = x ·
(
(Ax+B) sin 2x+ (Cx+D) cos 2x

)
.

Prostým zderivováńım této formule dostáváme

y′′P (x) = (2A− 2D − 4Cx) sin 2x+ 2(2Ax+B − 2Cx2 − 2Dx) cos 2x+

+ (4Ax+ 2B + 2C) cos 2x− 2(2Ax2 + 2Bx+ 2Cx+D) sin 2x,

dosazeńım do nehomogenńı rovnice

(2A−4D) sin 2x−8Cx sin 2x+ 8Ax cos 2x+ (4B+ 2C) cos 2x = −1

2
x sin 2x

a konečně porovnáńım koeficient̊u (sin 2x, x sin 2x, cos 2x, x cos 2x jsou
lineárně nezávislé funkce) soustavu

2A− 4D = 0, −8C = −1

2
, 8A = 0, 4B + 2C = 0,

jej́ımž řešeńım je A = 0, B = − 1
32
, C = 1

16
a D = 0. Celkem tedy

yON(x) = C1 sin 2x+C2 cos 2x− 1

32
x sin 2x+

1

16
x2 cos 2x, C1, C2 ∈ R, x ∈ R.


