PRUŽNÉ KYVADLO - VYŠETŘOVÁNÍ BIFURKACE METODAMI NEWTONOVSKÉ MECHANIKY
Antonín Havránek

Na minulé konferenci jsem zde ve svém referátu (1( uvedl jako případ nelineárně vázaných oscilátorů pružné kyvadlo a jeho zajímavé chování jsem demonstroval i experimentálně. Pružné kyvadlo posluchače zaujalo, a proto se k problému nyní vracím. Vzhledem k zaměření letošního semináře se především soustředím na ty oblasti chování pružného kyvadla, kde mírnou změnou počátečních podmínek jeho pohybu dochází k velkým změnám následného chování, tedy oblastem, které dle obecného významu slova bifurkace můžeme označit jako bifurkační. Touto problematikou jsme se již zabývali se studentem Čertíkem, viz např. (2(. 
Pružným kyvadlem se rozumí hmotný bod  M  o hmotnosti  m  pohybující se v tíhovém poli, který je k bodu závěsu  O  vázán pružinou  P  (viz obr.1). Předpokládáme-li, že délka nezatížené pružiny je  l  a její tuhost je  k, pohyb hmotného bodu je popsán pohybovou rovnicí
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 pružná síla a  t  značí čas. Poloha bodu  M je určena polohovým vektorem 
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. Dále se budeme zabývat jen pohyby kyvadla, které je vázáno na jedinou svislou rovinu procházející bodem závěsu  O
. Omezíme se na malé kyvy a kmity kyvadla kolem rovnovážné polohy, pro které užijeme přiblížení  
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  a nahradíme v některých členech rovnic okamžitou velikost vektoru r  rovnovážnou délkou zatíženého kyvadla  lg.. Dostaneme tak rovnice 
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které v uvedeném přiblížení popisují pohyb pružného kyvadla. Zanedbáme-li pravé strany rovnic (položíme-li je rovny nule), je první rovnice rovnicí kmitavého pohybu (stručně kmitů) ve směru souřadnice  r  s úhlovou  frekvencí 
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 a druhá rovnicí kývavého pohybu (stručně kyvů) s úhlovou frekvencí 
[image: image8.wmf]0

g

gl

j

w

=

. Pravé strany rovnic představují vazbu mezi oběma oscilátory. V tomto přiblížení, tedy jako pohyb dvou oscilátorů vázaných nelineární vazbou, budeme pohyb pružného kyvadla diskutovat a výsledky diskuse konfrontovat s numerickým řešením nezjednodušených rovnic (1) uvažovaných jen pro rovinný pohyb.
Nejprve si všimneme pohybu pružného kyvadla, který vznikne při počátečních podmínkách
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Takové počáteční podmínky odpovídají případu, kdy kyvadlo úhlově vychýlíme z rovnovážné polohy, aniž bychom deformovali jeho pružinu. Protažení pružiny 
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 z rovnovážné polohy je v čase t = 0 nulové. V takovém případě kyvy kyvadla vybudí jeho kmity a zanedbáme-li vazbu mezi oscilátory, můžeme první z rovnic (2) pokládat za rovnici vynucených kmitů, kde vynucující měrná síla je rovna lg-násobku čtverce derivace funkce 
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. Řešením rovnice dostáváme pro vynucený kmitavý pohyb vyjádření
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V této rovnici, jejíž tvar známe z vyšetřování rázů či lineárně vázaných oscilátorů, jsme zavedli zkrácené označení  A  pro amplitudu, 
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  pro frekvenci vynucených kmitů a  (v  pro frekvenci výměnných kmitů. Výměnná frekvence  (v  je dána rozdílem dvojnásobné vlastní frekvence kývavého pohybu  ((0  a frekvence kmitavého pohybu  (r0. Čím je tento rozdíl, jehož čtverec se objevuje i ve jmenovateli amplitudy A, menší, tím větší bude amplituda vynucených kmitů a delší doba kmitu  
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  odpovídající výměnné frekvenci (delší budou rybičky v grafickém znázornění pohybu (obr.4)). Je-li tento rozdíl nulový, je splněna rovnice
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a nastane největší výměna energie mezi kyvy a kmity. Podmínku (5) označujeme jako rezonanční podmínku pružného kyvadla. Pro pružinu s tuhostí (pružinovou konstantou)  k  lze kyvadlo naladit do rezonance volbou vhodné hmotnosti  m . Z rovnice (5) pro ni plyne
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kde  l  je délka nezatížené pružiny. Pro porovnání numerického řešení s analytickým řešením zvolíme případ, kdy pružné kyvadlo je dosti daleko od rezonance, aby podmínky, za kterých bylo odvozeno řešení (4), byly dobře splněny. Na obr. 2 je znázorněn numerickým řešením rovnic (1) zjištěný průběh kmitů pružného kyvadla délky l = 0,28 m, s pružinovou konstantou  k = 12,5 N/m, na kterém  byla  zavěšena hmotnost
                                    Obr. 2                                               m = 0,09 kg  . Kyvadlo  bylo  do pohybu uvedeno počáteční výchylkou  (00 = 4,9o. Frekvence kyvů pružného kyvadla je  
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  a frekvence jeho kmitů  
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. Rezonanční podmínka (5) není tedy příliš dobře splněna, výměnná frekvence je velká; (v = 0,60 s-1. Obrázek kmitů kvalitativně zřejmě dobře odpovídá rovnici (4) a i kvantitativní porovnání počítačového řešení přesné rovnice (1), které je znázorněno na obrázku, a přibližného analytického řešení (4) je uspokojivé. Z obrázku odečtené  (v,exp = 0,64 s-1 je jen o 0,04 s-1 [image: image44.png]r[m]
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vyšší než výše uvedená vypočtená hodnota  (v. Porovnáme-li amplitudu kmitů vypočtenou dle (4) r´ = 0,0053 m  s hodnotou odečtenou z obrázku 
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 je shoda také přijatelná. Podrobnějším studiem jsme zjistili, že vzdálenost od rezonance může být podstatně menší, než je ve zde uvedeném příkladě. Pro uvažovanou pružinu rezonance nastane pro  m = 0,12 kg a ještě při hodnotě m = 0,11 kg nebo m = 0,13 kg numerické řešení dobře odpovídá analytickému. Teprve v bezprostředním okolí rezonance dojde ke kvalitativní změně obrazu funkce  
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 , k velké výměně energie mezi kyvy a kmity, která se projeví výraznými změnami amplitudy 
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 vynucujícího kyvu 
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Přechod mezi oblastí, kde platí přibližné řešení (4) a právě zmíněnou oblastí v okolí rezonance má bifurkační charakter, ale případ, kdy iniciujeme kmity kyvy není pro studium bifurkačního přechodu příliš vhodný. Lépe se přechod studuje v opačném případě, kdy pružné kyvadlo uvedeme do pohybu protažením pružiny, tedy když zvolíme nenulovou počáteční výchylku  
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. Počáteční podmínky pohybu, na rozdíl od (3), volíme nyní takto
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V rovnici (7) jsme zavedli počáteční relativní prodloužení pružiny 
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. Budíme-li kyvadlo kmity, nemůžeme volit 
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 nulové. Pro nulovou počáteční úhlovou výchylku 
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 se pružné kyvadlo chová jako klasický harmonický oscilátor a pro pružné kyvadlo charakteristický převod kmitavého pohybu na kývavý se nekoná. Při vyšetřování kyvadla buzeného kmity budeme tedy volit malou, ale nenulovou počáteční úhlovou výchylku  
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Při buzení pružného kyvadla kmity mohou nastat dva případy. V prvním případě úhlová výchylka nikdy nepřekročí hodnotu počáteční úhlové výchylky a její průběh lze přibližně vyjádřit rovnicí
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[image: image45.wmf]která je analogická rovnici (4) . Počáteční úhlová výchylka 
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 je amplitudou obalové křivky složených kmitů typu rázů (viz levá část obr. 3). V druhém případě začne v průběhu děje úhlová výchylka prudce narůstat, kmitavý pohyb přejde na kývavý s velkou amplitudou a výměna kmitů a kyvů se opakuje s výměnnou frekvencí  (v , jejíž velikost přibližně odpovídá rozdílu mezi vlastními kyvy kyvadla  ((0  a polovinou vlastních kmitů kyvadla  (r0/2  (viz pravá část obr.3). Prvý případ budeme označovat jako útlumový, druhý jako rezonanční. 


Obr. 3

Křivky znázorněné na obr. 3 jsou numericky vypočtené průběhy kyvů, které vzniknou, když na stejnou pružinku jako v příkladě znázorněném na obr. 2 (l = 0,28 m, k = 12,5 N/m ) zavěsíme jednou hmotnost m = 0,09 kg (obr. vlevo) a jednou m = 0,10 kg (obr. vpravo). Relativní protažení v obou případech je voleno d0 = 0,125 a počáteční úhlová výchylka 
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 a pro  m = 0,10 kg  je 
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. Změna zatížení pružiny o  0,01 kg způsobí přechod od útlumového k rezonančnímu chování pružného kyvadla; maximální amplituda kyvu se zvýší 100x (všimněte si naprosto rozdílného měřítka na ose (  v levém a pravém obrázku) a tvar „rybiček“ se výrazně změní.
Pří zvolené hodnotě relativního prodloužení d0 = 0,125 dochází tedy k přechodu mezi útlumovým a rezonančním chováním pružného kyvadle v poměrně velké vzdálenosti od rezonanční podmínky (5). K přechodu dojde někde mezi dvěma výše zmíněnými hmotnostmi a k její přesné hodnotě se můžeme libovolně přiblížit, provedeme-li numerické výpočty rovnice (1) při zjemňovaném dělení intervalu hmotností (0,09 kg, 0,10 kg). Drastická změna následného chování pružného kyvadla tedy nastane při nepatrné změně výchozích podmínek, a je tedy naprosto přirozené nazvat tuto změnu bifurkací a podmínky, za kterých k ní dojde, bifurkačním prahem. Jedná se zřejmě o nespojitou závislost řešení soustavy rovnic (1) na počátečních podmínkách. K pojmu bifurkace jsme dospěli numerickým řešením rovnic (1).
Analyticky určit průběh křivek v rezonanční oblasti a určit bifurkační práh se nám zatím nezdařilo. Poněkud úspěšnější jsme byli ve zdůvodnění, proč v útlumové oblasti průběh kyvů lze přibližně popsat rovnicí (8), i když rozbor druhé z rovnic soustavy (2), 
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je podstatně složitější, než tomu bylo u první rovnice. Člen na pravé straně vystihující vazbu kmitů a kyvů je smíšený; je součinem derivace vynucujícího kmitu a derivace vznikajícího kyvu. Rovnici (9) nemůžeme tedy ani přibližně chápat jako rovnici pro vynucené oscilace, jako jsme to učinili pro první z rovnic soustavy (2). Přepíšeme-li (9) do anulovaného tvaru
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vidíme, že se jedná o homogenní lineární diferenciální rovnici, kde však místo konstanty je u první derivace 
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. Předpokládáme-li, že v útlumové oblasti nejsou kmity vznikajícími kyvy ovlivněny, můžeme rovnici (10) vyřešit a ukázat, že toto řešení je přibližně rovno funkci (8). 

Obr. 4
Pro úplnější pohled na pohyby pružného kyvadla buzeného kmity jsou v obr. 4 soustředěny miniaturní grafy jeho kyvů i kmitů, když při stálé relativní výchylce  d0 = 0,125  měníme jeho hmotnost od 0,09 kg až po rezonančních 0,12 kg. Délka kyvadla l  a pružinová konstanta  k   jsou stále stejné a stejná jsou i měřítka ve všech minigrafech. Vidíme, že po překročení bifurkačního prahu dochází po dramatické změně amplitudy kyvů ještě směrem k rezonanci k jejímu mírnému narůstání a k zvětšené výměně energie mezi kmity a kyvy, které se projeví i hlubším útlumem kmitů při maximu kyvů. Pozoruhodné je, že výměnná frekvence  (v  od bifurkačního prahu k rezonanci roste.
Poměrně velká vzdálenost bifurkačního prahu od rezonance kyvadla je dána velkou hodnotou relativního prodloužení, Pružné kyvadlo lze převést z útlumového do rezonančního chování zvýšením počátečního relativního prodloužení pružiny 
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. Příslušná závislost pro zvolené kyvadlo s hmotností  m = 0,11 kg  je znázorněna na obr. 5.

Obr. 5
Pro hmotnost  m = 0,11 kg , která je podstatně blíže rezonanční hmotnosti  m = 0,12 kg (opět je užita stejná pružina), stačí pro překročení bifurkačního prahu počáteční relativní prodloužení 
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. Zvyšování výměnné frekvence při vzdalování se od bifurkačního prahu je zde nápadnější než v předcházejícím případě.
Při prezentaci doplníme dokumentaci pohybu pružného kyvadla, upozorníme na některé další aspekty tohoto velmi zajímavého modelu a předvedeme pohyb reálného kyvadla, které změnou zatížení postupně naladíme do rezonance.
Práce vznikla za podpory výzkumného záměru č. MSM0021620835.
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Obr. 1





Obr. 2
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�Experimentálně takové podmínky nelze splnit, podobně jako je prakticky nemožné rozkmitat závaží zavěšené na pružince jen podle svislice a vytvořit tak model harmonického oscilátoru. Reálné pružné kyvadlo vždy koná prostorový pohyb; mění roviny kyvu. Rovinný pohyb kyvadla je předpokládán pro zjednodušení jeho popisu. 
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